Papildkonstrukcijas - atrisinajumi

l.uzdevums. Dots izliekts piecsturis ABCDE, kuram AB || CD un BC || DE, un ZBAE =
LAED. Pieradit, ka AB+ BC' =CD + DE.

Atrisinajums. Pagarinam taisnes AB un DFE Iidz to krustpunktam, ko apzimesim ar F. Ta ka
FB | CD un BC || DF, no paralelograma pazimem secinam, ka F'BC'D ir paralelograms. Taja pretéjo
malu garumi ir vienadi, tapec BF' + BC' = CD + DF'.

No nosacijumiem dots, ka /BAE = ZAED, tapéc ir vienadi ar1 So lenku blakuslenki jeb /FAE =
/ZAEF. Tatad trijsturis AFE ir vienadsanu, kura AF = EF. Atnemsim no ieprieks ieguitas nogrieznu
sakaribas Sos vienados lielumus:

BF — AF + BC =CD + DF — EF
AB+ BC = CD + DE,

kas bija japierada.



2.uzdevums. Dots rinka linija ievilkts cetrsturis ABC' D, kura diagonales krustojas punkta P.
Zinams, ka BP = AD + DC. Punkts X ir izvelets uz nogriezna BC' ar 1pasibu, ka BX = AC.
Pieradit, ka 2/BPX = ZADC.

Atrisinajums. Uz nogriezna BP atliksim punktu Y, kuram izpildas BY = AD. Tad no nosacijuma
BP = AD + DC secinam, ka PY = DC.

Ta ka ABCD ir ievilkts, tad izpildas /Y BX = /DBC = /ZDAC. leverosim, ka BX = AC no
dota, ka art BY = AD. Tas nozime, ka AYBX = ADAC pec pazimes mim. No vienadibas var
secinat, ka XY = DC = PY, tatad trijsturis PY X ir vienadsanu un ZXPY = ZY X P. No iegutas
trijsturu vienadibas art zinams, ka ZADC = ZXY B.

leverosim, ka Z XY B ir trijstura X PY arejais lenkis, tatad /XY B = ZXPY +/ZYXP =2/XPY.
Izsakam lenkus
2/BPX =/XPY +/YXP=/XYB=/ADC,

kas pierada prasito.



3.uzdevums. Paralelograma ABC'D iekspuse ir izvelets punkts E ar 1pasibu, ka AE = DE un
ZABE = 90°. Punkts M ir nogriezna BC' viduspunkts. Atrast visas iespéjamas lenka /DM FE
vertibas un pamatot, ka citu nav.

Atrisinajums. Ar N apzimeéjam malas AD viduspunktu.

Ta ka trijsturis AED ir vienadsanu, tad EN ir § trijstura augstums, mediana un bisektrise. Tatad
/ENA=/ZDNE = 90°. leverojam, ka ZABE = 90°, tatad cetrsturis ABEN ir ievilkts rinka Imija,
jo ZABE + ZENA = 180°. No &1 cetrstura iegustam ZABN = ZAEN, jo tie balstas uz vienu loku
rinka linija. Papildus tam ar1 ZAEN = ZNED, jo EN ir bisektrise trijsturt AED.

leverosim, ka BM = %BC’ = %DA = DN, ka ari BM || DN, tapec BM DN ir paralelograms no
paralelograma pazimém. No ta var secinat, ka ZNMD = ZM N B. Papildus tam arl acimredzami, ka
paralelograma ABC'D viduslinija N M ir paralela ar malu AB, tapec ZMNB = ZABN ka skerslenki.
Esam ieguvusi lenku sakaribu

LNMD = /ZMNB = ZABN = ZAEN = ZNED,

kas nozime, ka cetrsturis NEM D ir ievilkts rinka Imija. Tatad ZDMFE = 180° — ZDNFE = 90°. Ta
ka ZDN E vieniga iespejama vertiba no dota ir 90°, tad ar1 attiecigi ZDM E vieniga iespejama vertiba
ir 90°.



4.uzdevums. Dots Saurlenku trijsturis ABC. Punkti P un () atrodas attiecigi uz nogriezniem
AB un AC ar 1pasibu, ka trijstura AP(Q apvilkta rinka linija pieskaras nogrieznim BC' punkta
D. Punkts E atrodas uz nogriezna BC' ar 1paSibu, ka BD = EC. Taisne DP krusto trijstura
CDQ@ apvilkto rinka Imiju punkta X # D, un taisne D@ krusto trijstura BDP apvilkto rinka
Iiniju punkta Y # D. Pieradit, ka punkti D, E;, X un Y atrodas uz vienas rinka Imijas.

Atrisinajums. Pagarinasim taisnes BY un CX lidz to krustpunktam, ko apzimesim ar A’. No rinka
Iinijas ®(PDMY B) ieverojam, ka ZA'YD = /ZBPD, savukart no rigka Iinijas ®(AQDP) varam
ieverot, ka ZBPD = ZAQD. Tatad LAY Q = LZAQY, kas nozime, ka AC' || A’B. Analogiski varam
iegut, ka AB || A'C), kas nozime, ka cetrsturis AC' A’ B ir paralelograms.

Ar M apzimesim malas BC' viduspunktu. No paralelograma ipasibam zinams, ka ACA’B diagonalu
krustpunkts ir diagonalu BC' un AA’ viduspunkts, kas attiecigi ir punkts M. No BD = EC' ieverosim,
ka BE = BC—CE =BC—-BD =CD. Taka BM =CM,tad ME = BM—BE =CM—-CD = MD.
Tad cetrstura ADA'E diagonales AA” un DFE krustpunkta M dalas uz pusém, kas no paralelograma
pazimém nozimé, ka ADA'E ir paralelograms. Tatad AD || A’E, no ka iegtistam LA'ED = ZADE.

leverosim, ka ED ir ir pieskare ®(AQDUP), tade] no hordas-pieskares lenka ZAQD = ZADE. le-
prieks ieguvam art LZAQD = /BPD = ZA'Y D. Tatad

/A'ED = /ADE = /AQD = /A'Y D,

kas nozime, ka cetrsturis A’Y ED ir ievilkts. No ©(XDQC) varam ar1 ieverot, ka ZCXD = LZAQD.
Ta ka ZAED = ZAQD, tad ZCXD = ZA'ED, no ka iegustam, ka cetrsturis FDX A’ ir ievilkts.
Apvienojot abus ieguitos ievilktos ¢etrsturus, secinam, ka punkti Y, F, D, X, A" atrodas uz vienas rinka
Iinijas, kas pierada prasito.



5.uzdevums. Dots saurlenku trijsturis ABC, kura AB < AC un kura apvilktas rinka linijas
centrs ir punkts O. Lenka Z/BAC bisektrise krusto malu BC punkta D. Taisne, kas vilkta caur
punktu D perpendikulari taisnei BC', krusto nogriezni AO punkta X . Punkts Y ir nogriezna AD
viduspunkts. Pieradit, ka punkti B, C, X,Y atrodas uz vienas rinka Iinijas.

Atrisinajums. Apziméjam trijstura ABC apvilktas rinka Imijas pieskares punkta A un taisnes BC
krustpunktu ar S.

leverosim, ka /SAB = ZC' ka hordas-pieskares lenkis, un Z/ZBAD = %AA = /DAC. Tatad LSAD =
LSAB + ZBAD = %ZA + £C. Taka LADS ir trijstura DAC' arejais lenkis, tad ZADS = ZDAC +
/C = %AA + ZC. Secinam, ka Z/SAD = %AA +/C = /ZADS, tatad SA=SD. Dots, ka YA=YD,
tadel SY ir nogriezna AD vidusperpendikuls.

Izteiksim Z X DA ar trijstura ABC lenkiem ZA + /B + ZC = 180°:
1 1 1 1 1 1
LXDA = ZXDS = LADS = 00° = (5LA+ £C) = (90° = SLA— 54C) = 54C = SLB = S LC,

Ta ka ZCOA = 2/B ka centra lenkis, un AO = CO ka radiusi, tad ZOAC = 90° — ZB. Tad varam
izteikt /DAX:

/DAX = /DAC — ZOAC — %AA —(90° — /B) = %4/1 ~ (90° - %43) 4 %43 _

1 10 IR U
= /A (LA 2LC) 4 24B = 2B — -0
G4 (3444 540) + 548 =528 -5 LC

Esam ieguvusi, ka ZXDA = %AB — %AC = /DAX, tatad XA = X D, kas nozime, ka punkts X pieder
nogriezna AD vidusperpendikulam SY'.

No punkta pakapes pret trijstirim ABC apvilkto rinka lmiju zinams, ka SA%? = SB - SC. leverosim,
ka trijsturis SAX ir taisnlenka, kura ZSAX = 90°, jo radiuss OA ir perpendikulars pieskarei SA. Ta
ka AD 1L SY, tad AY ir augstums pret hipotentuzu SX. No sakaribam taisnlenka trijsturt zinams, ka
SA? = SY - SX. Tatad SB-SC = SA? = SY - SX, kas no punkta pakapes nozime, ka cetrstiiris
BY X (' ir ievilkts, pieradot prasito.



6.uzdevums. Dots trijsturis ABC, kura ZABC = 2/ACB. Rinka Imija ar radiusu AB un
centru punkta A krusto BC' vidusperpendikulu punkta D, kur§ atrodas lenka Z/BAC' iekSpuse.
Pieradit, ka ZDAC = %ZBAC.
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Atrisinajums. Apzimesim ZABC bisektrises krustpunktu ar uzdevuma doto rinka lmiju (kurai
radiuss ir AB un centrs A) ka punktu F.

Ta ka BE ir ZABC' bisektrise un ZACB = %AABC’, tad /ZFBA = ZCBE = ZACB. leverosim
art, ka AB = AF ka rinka Imijas radiusi, tapec ZAEB = /EBA. Ta ka ZAEB = ZCBE, tas
no skerslenku ipasibas nozime, ka AE || BC. Tatad cetrsturis AECB ir trapece. Papildus tam art
ieguvam, ka ZAEB = ZEBA = ZAC B, kas nozime, ka trapece AEC'B ir ievilkta rinka linija. Vienigas
trapeces, ko var ievilkt rinka linija, ir vienadsanu trapeces, tadel AEC B ir vienadsanu trapece ar pa-
matiem AFE || BC.

Vienadsanu trapeces pamatiem ir kopigs vidusperpendikuls, kas ir ar1 §1 veida trapecu simetrijas
ass. Ta ka punkts D atrodas uz AECB pamatu vidusperpendikula, tad no simetrijas iegustam
/ZDAC = ZBED. leverosim, ka ZBED ir ievilkts lenkis rinka Imija ar centru A un radiusu AB, bet
/BAD ir centra lenkis, un abi minetie lenki balstas uz vienu hordu BD. Tatad /BAD = 2/BED.
Tad

/BAC = /BAD + /DAC =2/BED + /DAC =2/DAC + ZDAC = 34ZDAC.

Izdalot iegtto lenku vienadibu ar 3, iegustam /DAC = %ABAC, kas bija japierada.



7.uzdevums Dots paralelograms ABCD. Punkts E atrodas uz nogriezna C'D ar 1pasibu, ka
2/AEB = /ADB + Z/ACB,

un punkts F' atrodas uz nogriezna BC' ar ipasibu, ka
2/DFA=/DCA+ Z/DBA.

Punkts K ir trijstura ABD apvilktas rinka linijas centrs. Pieradit, ka KE = KF.

Atrisinajums. Apzimesim paralelograma ABCD diagonalu krustpunktu ar P (kas dala diagonales
uz pusem) un atliksim uz nogriezna PC punktu G, kuram izpildas GP = PB = PD.

Mazliet parveidosim doto lenku nosacijumu. Ieverosim, ka Z/DAC = ZACB, tadel ZADB+ ZACB =
LADP + Z/DAP = ZBPA, jo ZBPA ir trijstura APD aréjais lenkis. Tatad 24ZAEB = ZADB +
ZACB = ZBPA. leverosim, ka ZBPA ir ar1 trijstura GPB arejais lenkis, tadel /BPA = /PBG +
/ZBGP. No punkta G definicijas GP = PB, tadel /PBG = /BGP — /BPA = 2/BGP. Tas
nozime, ka 2/AEB = /BPA =2/BGA — /AEB = /BGA, tatad cetrsturis ABGE ir ievilkts.
Peéc analogiska principa var pieradit, ka ZDFA = ZAGD, tapec ar1 cetrsturis AFGD ir ievilkts.

Atliksim uz taisnes C'D punktu E’, kur§ ir simetrisks punktam E attieciba pret nogriezna AB vidusper-
pendikulu. Taka AB || CD, tad iegtita simetriska figura ir vienadsanu trapece ABEE’, kura ir ievilkta
rinka Iinija ©®(ABE). Ta ka uz §is rigka linijas atrodas art punkts G, tad visi punkti A, B,G, E, E’
atrodas uz vienas rinka linijas. Analogiska veida definéjam punktu F’ uz taisnes CB ta, lai AF'FD
butu vienadsanu trapece, un tad attiecigi punkti A, F’, F, G, D atradisies uz vienas rinka liijas.

leverosim, ka rinka liniju ©(ABGEE') un ©(AF'FGD) radikala ass ir taisne AG, kura iet caur punktu
C. No punkta pakapes zinams, ka CFE - CE' = CG - CA = CF - CF’, tatad cetrsturis EE'F'F ir
ievilkts. Sim ¢etrstirim apvilktas rinka linijas centrs ir malu FE’ un FF’ vidusperpendikulu krust-
punkts. Atcerésimies, ka ABEFE' un AF'F D ir vienadsanu trapeces ar attiecigi pamatiem AB || EE" un
AD || FF'. Vienadsanu trapece pamatu vidusperpendikuli sakrit, tade] FE" un F'F’ vidusperpendikuli
ir attiecigi nogrieznu AB un AD vidusperpendikuli, kas krustojas trijstura ABD apvilktas rinka Iijas
centra K. Tatad K ir ar1 ©(EE'F'F) apvilktas rinka linijas centrs un K'F = KF ka radiusi, kas dod
prasito.



