l.uzdevums Atrast visus naturalu skaitlu parus (a,b), kuriem a un b ir savstarpeji pirmskaitli,

a < bun
b | (TL + 2)an+1002 . (n + 1>an+1001 . nan+1000

katram naturalam skaitlim n.

Atrisinajums. No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka

b (n+2)a"1% — (n+ 1)a" 1% — pg"t10%

b|a"™((n42)a®> — (n+1)a —n)

Ta ka ged(a,b) = 1, tad
bl(n+2)a* - (n+1a—n

katram naturalam skaitlim n. Aplikosim $o sakartbu pie n = 1 un n = 4. legtstam, ka b | 3a*> — 2a — 1
un b | 6a* — 5a — 4. Izmantojot dalamibas Tpasibas, secinam, ka

b|2(3a®> —2a — 1) — (6a* — 5a — 4)
b|6a*> —4a — 2 — 6a* + 5a +4
bla+2

Tas nozime, ka b ir nepara, jo pretéja gadijuma a ar1 butu para, kas ir pretruna ged(a, b) = 1. Ieverosim,
ka no iegutas sakaribas izriet, ka a = —2 (mod b). Lidz ar to

0=3a>—2a—1=
=3-(-2)02-2-(-2)—-1=
=15 (mod b)

Tas nozime, ka b | 15. Nemot vera to, ka skaitlis b ir nepara, varam aplikot sekojosus gadijumus
e Jab=1, tad ta ka a < b =1, tad secinam, ka neeksiste mekletais naturalais skaitlis a.

e Jab =3, tad no b | a + 2 seko, ka eksisté naturals skaitlis k, ka 3k = a + 2. Ieverosim, ka
3k=a+2<b+2=05, kas nozime, ka k =1 un a = 1. Tacu tas ir pretruna ar to, ka a < b.

e Jab =5, tad no b | a + 2 seko, ka eksisté naturals skaitlis k, ka bk = a + 2. Ieverosim, ka
bk =a+2 < b+2 =7, kas nozime, ka k = 1 un a = 3. Skaitlu paris (a, b) = (3,5) ir atrisinajums,
jo ged(3,5) =1 un

b=>5]a"""((n+2)a® — (n+ 1)a —n) = 3"700(5n 4 15) = 5(3"19%(n, + 3))

katram naturalam skaitlim n.



2.uzdevums Doti naturali skaitli a, b, ¢ ar Tpasibu, ka

ca—1]ab*>—1
bc—1]ca®—1
ab—1|bc® —1.

Pieradit, ka kads no skaitliem a, b, ¢ ir naturala skaitla kvadrats.

Atrisinajums. Nezaudegjot visparigumu, pienemsim, ka skaitlis a ir mazakais no skaitliem a, b, ¢, tas
ir, a < bun a < c. leverosim, ka no uzdevuma nosacijumiem izriet, ka

be—1]ca®—1
be — 11 (ca®* —1) — (bc — 1)
be — 1| c(a* —b)

Teverosim, ka ged(c,be — 1) = 1, Iidz ar to be — 1 | a® — b. Teverosim, ka tada gadijuma |a® —b| > be — 1.

Apskatisim iespejamos gadijumos
e Jaa?—b=0, tad b = a® un skaitlis b ir vesela skaitla kvadrats.
o Jab—a®>0, tad b — a® > bc — 1, tacu ieverosim, ka
be—1>bc—a’>>b—a®>>bc—1

Tas nozime, ka bc — 1 = bc — a®> = b — a?, kas var izpildities tad un tikai tad, ja a = 1, kas ir
naturala skaitla kvadrats.

e Jaa?—0b>0,tad a® — b > bc — 1, tacu ieverosim, ka
be—1>a’>—1>a>—b>bec—1

Tas nozime, ka be — 1 = a?> — 1 = a® — b, kas var izpildities tad un tikai tad, ja b = 1, kas ir

naturala skaitla kvadrats.

Visos gadijumos esam ieguvusi, ka kads no skaitliem a, b, ¢ ir naturala skaitla kvadrats.



3.uzdevums Atrast mazako naturalo skaitli n ar 1pasibu, ka visiem naturaliem skaitliem z, y, z,
kuriem x | y3, y | 2% un 2 | 23, ir speka, ka xyz | (v +y + 2)".

Atrisinajums. Mazakais naturalais skaitlis ar vajadzigo 1paSibu ir n = 13. Vispirms pieradisim, ka
prieks n < 13 var atrast naturalus skaitlus x, y, z, kuriem neizpildas uzdevuma prasitais.

Aplukosim = = p?,y = p, 2 = p°, kur p ir pirmskaitlis. Viegli parbaudit, ka x | ¥%, y | 22 un z | 23, tacu
(z+y+2)" =p"(1+p* +p°)

Sim skaitlim ir jadalas ar zyz = p*®. Ieverosim, ka skaitlis (14 p? +p®) ar p nedalas, lidz ar to vienigais
skaitlis, kur§ var izdalities ar p'3, ir p", kas nav iesp&jams, ja n < 13.

Tagad pamatosim, ka, ja n > 13 un naturaliem skaitliem z,y, z izpildas = | ¥3, y | 2% un z | 23, tad
xyz | (x +y+ 2)". Aplukosim pirmskaitli p, ar ko dalas vismaz viens no skaitliem z,y, z. Apzimesim
a=v,(x),b=1,(y),p = 1,(2). No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka

»(x) < 3v,(y) = a <3b
vp(y) < 3uy(2) = b< 3¢
vp(x) = ¢ < 3a
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Nezaudgjot visparigumu, piegemsim, ka min(a, b, ¢) = a. Tada gadijuma v,(z+y+2) = min(a, b, c) = a,
I1dz ar to v,((x + y + 2)") = nvp(x + y + z) > 13a. Mums pietiek pieradit, ka

vp((z+y+2)") 2 13a > vp(ayz) = vp(x) + 1, (y) + 1p(2) =a+b+c,
lai secinatu, ka zyz | (x +y + 2)". Ievérosim, ka ¢ < 3a un b < 3¢ < 9a, lidz ar to
a+b+c<a+9 + 3a = 13a,

kas ar1 bija japierada.



4.uzdevums Atrast visus veselu skaitlu parus (x,y), kuriem skaitli ° +y un z + y* abi dalas
ar skaitli z? + y2.

Atrisinajums. Vispirms pieradisim, ka ged(z,y) = 1. Pienemsim, ka ged(x,y) = dun x = da,y = db,
kur ged(a,b) = 1. No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka

Y2 +y
d*a® + d*0? | d®a® + db
d*(a® +b*) | d(d*a® + b)
d(a® 4+ b*) | d*a® + b
Teverosim, ka d | d(a® + b*) | d*a® + b. Pamanisim, ka d | d?a®, kas nozime, ka d | b. Analogiski no

2?2 + y? | x + y* varam izsecinat, ka d | a. Tatad d | @ un d | b, kas nozime, ka d | ged(a,b) = 1, lidz ar
to d = 1. Tas nozime, ka ged(z,y) = 1. leverosim, ka

ged(2® + 3%, y) = ged(2?, y) = ged(z,y) =1
Lidz ar to
oy
2+t | 2Py —o(2® 4+ 9?)
2 +y? |y — zy’
2 +y? [ y(1 — xy)

Ta ka ged(z? + y2,y) = 1 un 22 + y? | y(1 — xy), secinam, ka 2 +y* | 1 — zy.

e Jal—2ay <0, tad
zy—1>22+y* > 2y = 0>ay+1>2,
kur mes izmantojam to, ka xy > 1. Pedeja ieguta nevienadiba acimredzami ir aplama.
e Jal—ay>0,tad 1 —zy > 2? +y* jeb 327 + (y + £)? < 1, kas nozime, ka 2? < 1 un simetriski

y?> < 1. Ta ka z un y ir veseli skaitli, secinam, ka z,y € {—1,0,1}. Parlasot visus gadijumus,
redzams, ka der visi iespejamie pari, iznemot (0, 0).



5.uzdevums Ar N apzimeésim naturalo skaitlu kopu. Atrast visas funkcijas f : N — N ar
1pasibu, ka

f@)+ufy) =+ f(y?)

visiem naturaliem skaitliem z un .

Atrisinajums. Ar P(z,y) apzimésim doto funkcionalvienadojumu. leverosim, ka no P(1,1) izriet,
ka
2f() 11+ f(1) = 14+ f(1) 22f(1) = 1= f(1)

Tas nozime, ka f(1) = 1.

Apgalvojums. Visiem pirmskaitliem p ir speka, ka f(p — 1) =p — 1.
Pieradijums. Aplukosim P(p —1,1)
fo=1+1]p
Tas nozime, ka f(p—1)+1 = 1 vai ar1 f(p—1)+1 = p. Pirmais gadijums nav iespejams, jo tada gadijjuma
f(p—1) =0, kas ir pretruna ar to, ka funkcija pienem naturalas vertibas. Lidz ar to f(p—1) =p— 1.

Aplukosim P(p — 1,y), kur y ir fiksets skaitlis

p—1+uyfW)lp—1+f(%)
p=1+yf@|p—1+f")—(p—-1+yf(y)
p—1+yfw) | fW) —ufy)

Pedeja sakariba izpildas visiem pirmskaitliem p. Ta ka pirmskaitlu ir bezgaligi daudz, tad eksiste tads
pirmskaitlis p, ka p — 1+ yf(y) > |f(¥*) — yf(y)|. Tas nozime, ka dalamiba var izpildities tad un tikai
tad, ja f(y*) — yf(y) jeb f(y*) = yf(y).

Ta ka f(y*) = yf(y), tad f((p—1)*) = - 1)f(p - 1) = (p — 1)*>. Aplukosim P(z,p — 1), kur
x ir fiksets naturals skaitlis

f@) + -1+ (p-1)°
fl@)+ =17 z+@p—-1)° = (flx) + (- 1)?)
fl@)+ @ —-1)7* 2~ f(z)
Pedeja sakariba izpildas visiem pirmskaitliem p. Ta ka pirmskaitlu ir bezgaligi daudz, tad eksiste tads

pirmskaitlis p, ka (p —1)?+ f(x) > |z — f()|. Tas nozimé, ka dalamiba var izpildities tad un tikai tad,
ja f(z) —x =0jeb f(x) = x. Viegli parbaudit, ka §1 funkcija tieSam apmierina uzdevuma nosacijumus.



6.uzdevums Atrast visus naturalus skaitlus n > 1, kuriem eksisté naturalu skaitlu paris (a, b)
ar Tpasibu, ka skaitlis a® + b + 3 nedalas ar neviena pirmskaitla kubu un

ab+ 3b+ 8
a2+b+3°

Atrisinajums. Atrisinajums sastaves no vairakiem soliem.

1.solis. Skaitlis (a + 1)? dalas ar skaitli a® + b+ 3.
Pieradijums. Ieverosim, ka

a>+b+3|3(a*+b+3)—ab—3b—8=3a>—ab+ 1
No otras puses varam iegiit, ka
a+b+3|a@®+b+3)+Ba®—ab+1)=a’+3a*+3a+1=(a+1)
kas ar1 bija japierada.

2.solis. Skaitlis (a + 1)? dalas ar skaitli a® + b + 3.

Pieradijums. Ieverosim, ka katram pirmskaitlim p ar ipasibu, ka p | a®+b+3, izpildas v,(a®+b+3) < 2.
No otras puses p | (a+1)3, kas nozime, ka p | a+ 1. Citiem vardiem sakot, v,(a+1) > 1, kas nozime, ka
vp((a+1)%) = 2u,(a+1) > 2. Lidz ar to iegustam, ka v,((a+1)?) > v,(a® + b+ 3). Atkartojot So argu-
mentu katram pirmskaitlim p, kurs dala a®+b+3, iegustam, ka a®+0b+3 | (a+1)?, kas ar1 bija japierada.

3.solis. Izpildas (a4 1)* = a® 4+ b+ 3.
Pieradijums. Pienemsim, ka (a+1)? = k(a®+b+3), kur k > 2 ir naturals skaitlis. Doto vienadojumu
var parrakstit ka

ka® + kb + 3k = a® 4+ 2a + 1

Ieverosim, ka a? + 1 > 2a, tapec
a>+2a+1=k-1a*+a®>+1—1+kb+3k>a’+2a+1,
kas ir acimredzama pretruna.

Ieverosim, ka
a>+2a+1=a>+b+3 = b=2a—-2

Lidz ar to
_ab+3b+8  a(2a—2)+3(2a—-2)+8  2(a*+2a+1)

a2+ b+3 a?+2a +1 a? +2a+1
Prieks n = 2 skaitlu paris (a,b) = (2,2) der, jo a®> +b+3 = 9, kas nedalas ne ar vienu pirmskaitla kubu.




7.uzdevums Doti naturali skaitli @ un b, kuriem skaitlis a!b! dalas ar skaitli a! + b!. Pieradit,
ka 3a > 2b + 2.

Atrisinajums. Jaa > b+ 1, tad 3a > 3b+ 3 > 2b+ 2, ko ar1 vajadzeja pieradit. Pienemsim pret€jo,
ka a < b+ 1, kas nozime, ka a < b. Apzimesim, kab=a+kun N =(a+1)(a+2)-... - (a+ k), kur k
ir nenegativs vesels skaitlis. Ieverosim, ka tada gadijuma

al + B! | alb!
al+ (a+ k)| al(a + k)!
al(l+ N) | al(a+ k)!
14+ N | (a+k)
I1+Njal-N

Pedeja rinda mes izmantojam to, ka (a+k)! = a!- N. Taka ged(1+N, N) = 1, tad secinam, ka 1+N | al.

Aplukosim pirmskaitli p | 14N, tad p | a!, kas nozime, ka p < a. Jakads no skaitliem a+1,a+2,...,a+k
dalas ar p, tad acimredzami, ka p { 1 + N. Tas nozime, ka k < p, jo pretéja gadijuma starp k pec kartas
esoSiem skaitliem a + 1,a + 2,...,a + k kads dalas ar p. Piedevam varam pienemt, ka 3a < 2b + 2, no
kurienes izriet, ka

—9
3a<20+2 = a—2<2%k = aT<k:<p§a

Tas nozime, ka visi skaitla 1 4+ N pirmreizinataji atrodas intervala [3,a] un v,(1 + N) < py(al) = 1.
Lidz ar to varam iegiit sekojoSo novertejumu

1+N < <g+1)-...~a
Pirms tam ieguvam, ka § < k, tadel
1+N>(a+1)(a+2)-...~(a—l—g),

kas dod pretrunu, un prasitais izpildas.



