l.uzdevums Atrast visus naturalus skaitlus n ar Ipasibu, ka n"~! — 1 dalas ar skaitli 22°°, bet
nedalas ar skaitli 22016,

Atrisinajums. Ieverosim, ka ta ka n"~! — 1 dalas ar divnieka pakapi, tad n ir nepara skaitlis, Iidz ar

to n — 1 ir para skaitlis. No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka vo(n"! — 1) = 2015. Pielietojot LTE
lemmu, iegiisim, ka

vt =) = -1+ -1 +wrh+1)—1=2wmn—-1)+wmn+1) -1

[everosim, ka n — 1 un n + 1 ir divi pec kartas esosi naturali skaitli, Iidz ar to viens no tiem nedalas ar
4. Aplukosim visus iespejamos gadijumus

e Jan — 1 nedalas ar 4, tad v5(n — 1) = 1, lidz ar to iegustam, ka
2015 =2(n—1)+m(n+1)—1=2—-14+wmn+1) = wnn+1)=2014

Tas nozimé, ka visi skaitli forma n + 1 = 22014k, kur k ir nepara skaitlis, apmierina uzdevuma
nosacijumus.

e Jan+ 1 nedalas ar 4, tad vp(n + 1) = 1, lidz ar to iegustam, ka
2015 =21s(n — 1) +a(n+1) — 1 =21s(n — 1)
Ta ir pretruna, jo iegtitas sakaribas kreisa puse ir nepara skaitlis, bet laba puse ir para skaitlis.

Lidz ar to vienigie skaitli, kas apmierina uzdevuma nosacijumus, ir n = 2?14k — 1, kur %k ir nepara
skaitlis.



2.uzdevums Atrast visus naturalu skaitlu trijniekus (a, b, p), kur p ir pirmskaitlis, ar Ipasibu,
ka
al + b’ = pl.

Atrisinajums. Vispirms aplikosim gadijumu, kad p ir nepara pirmskaitlis. Ieverosim, ka dota
vienadojuma laba puse dalas ar p, lidz ar to dota vienadojuma kreisa puse ar1 dalas ar p. No Mazas
Ferma teoremas izriet, ka

0=d’ 4+ =a+b (modp)
leverosim, ka p 1 a, jo pretéja gadijuma, ja p | a, tad a? > p? > pl, kas nav iespejams. Lidzigi varam
iegut, ka p 1 b. Mums izpildas visi vajadzigie nosacijumi, lai pielietotu LTE lemmu. No tas izriet, ka

L= (o) = vyla? + 1) =
— vy(a+b) +1,(p) =
=v(a+b)+1>2

Pedejais novertejums izriet no fakta, ka p | a + b, tapec v,(a + b) > 1. Esam ieguvusi, ka 1 > 2, kas
acimredzami ir pretruna, Iidz ar to vienadojumam nav atrisinajumu naturalos skaitlos, kad p ir nepara
skaitlis.

Ja p = 2, tad jaatrisina vienadojums a? + 0> = 2, kura vienigie atrisinajumi naturalos skaitlos ir
(a,b) = (1,1). Visi gadijumi aplukoti.



[ 3.uzdevums Atrast visus pirmskaitlu parus (p, q) ar ipasibu, ka pq | 5? + 5%.

Atrisinajums. Aplikosim gadijumu, kad neviens no skaitliem p, ¢ nav vienads ar 5. No Mazas Ferma
teoremas izriet, ka

0=5"+5=5+57 (mod p)
5= -5 (mod p)
571 = —1 (mod p)
520D =1 (mod p)

Aplukosim d; = ord, 5. No teorijas materiala 1.piemeéra sadala 3.2 izriet, ka v5(dy) = v2(¢ — 1) + 1. No
lemmas par orderi izriet ar1, ka dy | p — 1, kas nozime, ka

va(p—1) 2 1u(qg—1)+1

Analogiski varam iegut, ka
520D =1 (mod q) (%)
Aplukosim dy = ord, 5. No teorijas materiala 2.piemera sadala 3.2 izriet, ka v5(d2) = v2(p — 1) + 1. No
lemmas par orderi izriet arT, ka ds | ¢ — 1, kas nozime, ka
wg—1)2np-1)+1 ()

Saskaitot nevienadibas (x) un (x*), iegistam, ka

vo(p—1)+wa(¢g—1)>wp—1)+12(g—1)+2
0>2

Pedeja nevienadiba ir acimredzami aplama, tapec neeksisté pirmskaitlu paris (p, ¢), kura neviens no
skaitliem (p, ¢) nav vienads ar 5.

Acimredzami, ka (p,q) = (5,5) ir atrisinajums. Nezaudejot visparigumu, pienemsim, ka p = 5. Tada
gadijuma 5q | 5° + 59. Teverosim, ka 5 | 5° + 5%, tapec mums pietiek atrast tadu pirmskaitli ¢, ka
q | 5° 4+ 5%. No Mazas Ferma teoremas izriet, ka

0=5"4+57=5"+5 (mod q)

Tas nozime, ka ¢ | 5°+5 = 5(5"+1). Taka q # 5, tad ¢ | 5* + 1 = 626. Lidz ar to ¢ = 2 vai ¢ = 313.
Secinam, ka visi iespejamie atrisinajumi ir (5,5), (5,2), (2,5), (5,313) un (313,5).



4.uzdevums Pieradit, ka visiem naturaliem skaitliem n izpildas

(D) | 3. (22" — 1)

Atrisnajums. Pieradisim prasito, izmantojot indukciju pa n. Priek§ n = 1 un n = 2 ir viegli
parbaudit, ka prasitais izpildas.

Pienemsim, ka prasitais izpildas prieks n = k£ > 2, tas nozime, ka
ok(k+1) |32 90(22k —1)
Misu merkis ir pieradit, ka prasitais izpildas prieks n = k + 1, tas ir
9 (k+1)(k+2) |32 90(22k+1 —1)

leverosim, ka 227" — 1 = (22k — 1)(22k + 1), kur abi reizinataji ir savstarpeji pirmskaitli, tapec no Eilera
funkcijas multiplikativas Tpasibas izriet, ka

32027 —1) =32 9(2% —1)- (2% +1)
No induktiva pienémuma izriet, ka 2°(+1) | 32.. 90(22k — 1), lidz ar to mums ir pietiekami pieradit, ka
o(k+1)(k+2)—k(k+1) _ 92k+2 ’ go(ZQk + 1)

Apgalvojums. Visiem skaitla skaitla 22" + 1 pirmreizinatajiem p izpildas, ka 2541 | p — 1.
Pieradijums. Aplukosim pirmskaitli p ar pasibu, ka p | 22 4 1, tad

22" =-1 (modp) = 2" =1 (mod p)

Apzimesim d = ord,, 2, tad no teorijas materiala 2. piemera sadala 3.2 izriet, ka vo(d) = v5(2F)+1 = k+1.
No lemmas par orderi izriet, ka d | p — 1, kas nozime, ka 2! | p — 1, kas arT bija japierada.

Pienemsim, ka skaitlis 22" + 1 nav pirmskaitla pakape, tad tam eksisteé 2 pirmreizinataji p; un ps.
No Eilera formulas izriet, ka
k
22 (= Dp2 = 1) | (2% +1),

kas pierada prasito. Lidz ar to mums paliek apliikot gadijumu, kad skaitlis 22 41 ir pirmskaitla p pakape.

Pienemsim, ka 22 41 = p®, kur a ir naturals skaitlis. Ja a ir nepara skaitlis, tad no LTE lemmas
izriet, ka
k
2F = 1,(2%) = (p” — 1) = a(p — 1) + a(a) = va(p — 1)

Tas nozimé, ka p — 1 = 22°b, kur b ir nepara skaitlis. Lidz ar to secinam, ka 22" +1 = (22°b + 1), no
kurienes izriet, ka a = b = 1. Lidz ar to secinam, ka p(22° +1) = ¢(p) = p — 1 = 22", Teverosim, ka
skaitlis 22° dalas ar 22%%2_ jo 2% > 2k + 2 visiem k > 3.

Ja a ir para skaitlis, tad a = 2b, kas nozime, ka
2 =p" 1= -0+ 1)

Ieverosim, ka p® — 1, p® + 1 ir divi pec kartas sekojosi skaitli, Iidz ar to viens no tiem nedalas ar 4. Ta
ka abu skaitlu reizinajums ir divnieka pakape, tad mazakais no tiem ir vienads ar 2, kas nozime, ka
p*—1=2jebp=3unb=1. No ta izriet, ka 22" =9.4 = 2F = 3, kas nav iespejams.



2" +1
p)

5.uzdevums Atrast visus naturalus skaitlus n ar ipasibu, ka ir vesels skaitlis.

Atrisinajums. Viegli redzet, ka n = 1 ir atrisinajums. Pienemsim, ka n # 1 un aplukosim skaitla n
mazako pirmreizinataju p. leverosim, ka n ir nepara skaitlis. Tada gadijuma

2"4+1=0 (modp) = 2" =1 (mod p)

Apzimesim d = ord, 2. No lemmas par orderi izriet, ka d | p— 1 un d | 2n. Ja d =1, tad 2! = 1
(mod p), kas ir pretruna, lidz ar to d # 1. Aplukosim skaitla d patvaligu pirmreizinataju ¢. Ieverosim,
ka ¢ < d < p, tapec ¢ {1 n, jo preteja gadijuma mes iegutu mazaku par p skaitla n pirmreizinataju.
Tas nozime, ka ged(d,n) = 1, Iidz ar to d | 2. Secinam, ka 22 = 1 (mod p), kas ir tas pats, kas 3 = 0
(mod p), no ka izriet, ka p = 3.

Esam ieguvusi skaitla n mazakais pirmreizinatajs ir 3. No LTE lemmas izriet, ka

v3(2" 4+ 1) > v3(n?)
v3(2+ 1) + v3(n) > 2uv3(n)
1+ v3(n) > 2v5(n)
1> v3(n)

Ta ka v3(n) ir naturals skaitlis, tad secinam, ka v3(n) = 1. Lidz ar to secinam, ka n = 3¢, kur 3 1 c.
Varam parrakstit uzdevumu ka 9¢? | 23¢ 4+ 1 = 8+ 1.

Ja ¢ = 1, tad n = 3, kas apmierina uzdevuma nosacijumus. Pretéja gadijuma skaitlim c eksiste
mazakais pirmreizinatajs p (Sis p ir atskirigs no skaitla n mazaka pirmreizinataja). Ievérosim, ka

8+1=0 (modp) = 8°=1 (mod p)

Apzimesim g = ordgp. No lemmas par orderi izriet, ka g | p—1un g | 2¢c. Jag =1, tad 8 =1
(mod p), kas nozime, ka p = 7. So gadijumu meés aplikosim pec briza. Apliikosim skaitla g patvaligu
pirmreizinataju ¢. leverosim, ka g < g < p, tapeéc ¢ { ¢, jo pretéja gadijuma mes iegitu mazaku par p
skaitla n pirmreizinataju. Tas nozime, ka ged(g,c) = 1, lidz ar to g | 2. Secinam, ka 8% = 1 (mod p),
kas ir tas pats, kas 63 = 0 (mod p), no ka izriet, ka p = 3 vai p = 7. Ieverosim, ka p = 3 nav iespgjams,
jo pec pienemuma 3 1 c.

Atliek apliikot gadijumu, kad p = 7 ir skaitla ¢ mazakais pirmreizinatajs. Tada gadijuma 7 | 9¢* | 8¢ +1,
tacu 8 +1=141=2 (mod 7) — pretruna.

Secinam, ka vienigie atrisinajumiirn =1 un n = 3.



6.uzdevums Atrast visas funkcijas f : N — N, kas ir defineétas naturaliem skaitliem un pienem
naturalas vertibas, kuram izpildas abas minétas 1pasibas:
e cksiste tads naturals skaitlis M, ka f(n) # 1 visiem n > M;

e Visiem naturaliem skaitliem a, b, n izpildas f(a)" | f(a +b)*" — f(b)*" .

Atrisinajums. Ar P(a,b,n) apzimeésim doto sakaribu. Vispirms pieradisim sekojosus apgalvojumus.

Apgalvojums. Ir speka, ka f(1) = 1.

Pieradijums. Piegemsim, ka f(1) > 1. No P(1,b,n) izriet, ka f(1)" | f(b+ 1) — f(b). Fiksejot b, var
atrast tadu naturalu skaitli n, ka f(1)" > [f(b+ 1) — f(b)|. Tas nozime, ka dalamiba var izpildities tad
un tikai tad, ja f(b+ 1) = f(b). Tada gadijuma f(n) = C, kur C ir konstante. Viegli parbaudit, ka §1
funkcija der, tapéc varam pienemt, ka mes mekléjam nekonstantos atrisinajumus, tapec f(1) = 1.

Apgalvojums. Bezgaligi daudziem naturaliem skaitliem « izpildas, ka f(a) | a.

Pieradijums. Ja f(a) = 1, tad prasitais acimredzami izpildas. Pienemsim, ka f(a) # 1, tad ek-
sisté pirmskaitlis p ar 1pasibu, ka p | f(a). No P(a,1,1) izriet, ka f(a) | f(a + 1) — 1. ITeverosim, ka
fla+ 1) —1 = 0 var izpildities péc uzdevuma nosactjumiem tikai galigam skaitam a vertibu, tapec
apskatisim tos a, kuriem f(a + 1) — 1 # 0. Aplukosim visus iespejamos gadijumus

e Ja p ir nepara skaitlis, tad varam pielietot LTE lemmu. No tas izriet, ka

vp(fla+1)"" =1) = v(f(a)")
vo(fla+1) = 1) +v,(a" ) > nyp(f(a))
vp(fla+1) =1)+ (n = Dp(a) 2 nyp(f(a))
vp(fla+1) —1) —vp(a) 2 n(v,(f(a)) — vp(a))

Ja vy(f(a)) —vy(a) > 0, tad pedejas nevienadibas kreisa puse ir fiksets skaitlis, bet laba puse pec
patikas liels skaitlis — pretruna. Lidz ar to v,(f(a)) < v,(a).

e Ja p = 2, tad pienemsim, ka a ir nepara skaitlis, tad no LTE lemmas izriet, ka

w(fla+1)"" =1) > (f(a)")
vo(fla+1) —1) > nn(f(a))

Ja vs(f(a)) # 0, tad pedéjas nevienadibas kreisa puse ir fiksets skaitlis, tacu laba puse pec patikas
liels skaitlis — pretruna. Lidz ar to vs(a) = v2(f(a)) = 0.

Apliukosim gadijumu, kad a ir para skaitlis, tad no LTE lemmas izriet, ka

v(fla+1)"  —1) > w(f(a)")
vo(fla+1) = 1) +a(f(a) + 1) +va(a"") =1 > nin(f(a))
vo(fla+1)—1) +wre(fla+1) + 1)+ (n — Dela) — 1 > nue(f(a))
vo(fla+1) = 1) +a(f(a+1)+1) —wa(a) = 1 > n(1(f(a)) — 1a(a))

n—1

Javy(f(a)) —1a(a) > 0, tad pedejas nevienadibas kreisa puse ir fikséts skaitlis, bet laba puse pec
patikas liels skaitlis — pretruna. Lidz ar to vs(f(a)) < va(a).

Secinam, ka visiem pirmskaitliem ir speka, ka v,(f(a)) | v,(a), kas nozime f(a) | a.

Ja a = p, tad secinam, ka f(p) | p, kas nozime, ka f(p) = 1 vai f(p) = p. Péc uzdevuma nosacijumiem
eksiste tikai galigs skaits skaitlu n, kuriem f(n) = 1, lidz ar to eksisté naturals skaitlis M ar 1pasibu,
ka visiem pirmskaitliem p > M ir speka, ka f(p) = p. leverosim, ka M = ¢ — 1, kur ¢ ir kaut kads



pirmskaitlis.

Apgalvojums. Visiem naturaliem skaitliem a > M ir speka, ka f(a) = a.
Pieradijums. Prasito var pieradit induktivi. Ja f(m) = m, tad no P(m,1,1) izriet, ka f(m) |
f(m+1)—1. Taka f(m+1) | m+1, tad f(m+1) <m+ 1. Lidz ar to secinam, ka

m=fm)< fm+1)—1<m+1—-1=m

Tas nozimé, ka f(m + 1) — 1 = m, no kurienes izriet, ka f(m + 1) = m + 1. Lidz ar to no indukcijas
izriet, ka f(a) = a visiem a > M.

Aplikosim kaut kadu a < M.No P(a,b,1), izriet, ka f(a) | f(a +b) — f(b). Izvelamies patvaligu
b> N, tad f(a) | f(a+b)— f(b) = a+b—b= a. Tas lauj mums pielietot ieprieksejo argumentu prieks
a < M, ka indukcijas bazi nemot to, ka f(1) = 1.

Saja gadijuma parbaudit, ka &1 funkcija der nav tik viegli ka citos funkcionalvienadojumos, tacu to
var izdarit, izmantojot LTE lemmas argumentus, kuri tika izmantoti uzdevuma sakuma. Detalas paliek
lasttajam.



7.uzdevums Pieradit, ka vienadojumam
n! = an—l + bn—l +Cn—1
ir galigs skaits atrisinajumu naturalos skaitlos.

Piezime. Jums var noderet Stirlinga aproksimacija prieks faktoriala, no kuras izriet, ka
pietiekami lieliem skaitliem n ir speka

n! <V2mn (ﬁ>n,
e

kur e ir Eilera konstante.

Atrisinajums. leverosim, ka fiksetam naturalam skaitlim n ir galigs skaits trijnieku (a, b, ¢) ar Ipasibu,
ka n! = "' 4+ 0" + !, jo acimredzami izpildas a,b,c < n. Lidz ar to, ja més pieradisim, ka
vienadojumam nav atrisinajumu pietickami lielam n vertibam, tad biisim pieradijusi, ka vienadojumam
ir galigs skaits atrisinajumu.

Apgalvojums. Pietiekami lieliem skaitliem n izpildas a,b,c < 3.
Pieradijums. Pienemsim pretejo, ka kads no skaitliem a, b, ¢ ir lielaks vai vienads ar 5. Tada gadijuma

ieverosim, ka
n—1 n
(§> > V21N <E>
2 e

n—1
(g) > V2 - g

Pedeja nevienadiba ir patiesa, jo 5 > 1, lidz ar to eksponentfunkcija aug atrak par v/2mn - % ~ n2. Tas
nozime, ka

n—1 n
a" > (g) > \V27mn <E> > n!,
e

kas nozime, ka dotajam vienadojumam nav atrisinajumu.

Apgalvojums. Visiem pirmskaitliem p izpildas v,(n!) < -"5.
P
Pieradijums. No Lezandra formulas prieks faktoriala izriet, ka

vy(nl) = f: EJ <

i=1

o Dy =
p p P
11 5
=n|l-+—=+...]=n T =
2 -
p
. n
=7

kur mes izmantojam bezgaligas dilstosas geometriskas progresijas formulu.

Apgalvojums. Skaitlis n — 1 ir nepara skaitlis.

Pieradijums. Pienemsim pretejo, ka n — 1 ir para skaitlis, kas nozime, ka attiecigi n ir nepara skaitlis.
Acimredzami, ka n! ir para skaitlis. Tas nozime, ka starp skaitliem a, b, ¢ visi ir para skaitli vai arT viens
no tiem ir para skaitlis un 2 ir nepara skaitli. Aplukosim otru gadijumu. Ta ka nepara skaitlu kvadrati
ir =1 (mod 4), tad

O=nl=a"'+b0" '+ '=0+1+1=2 (mod4),



kas ir acimredzama pretruna. Secinam, ka a, b, ¢ ir para skaitli. Ieverosim, ka tada gadijuma vy(a™! +
b+ 1) > n — 1, tacu no apgalvojuma izriet, ka

ve(n!) <n—1

ar vienadibu tad un tikai tad, ja n ir divnieka pakape 2. Ta ka vp(a™ ' 4+ 0"~ 4 ") = 1y(n!), tad
secinam, ka n ir skaitla 2 pakape. Tas ir pretruna ar misu pienémumu, ka n ir nepara skaitlis.

Apgalvojums. Skaitli a + b,b + ¢, ¢ + a ir divnieka pakapes.
Pieradijums. Pienemsim, ka eksisté nepara pirmskaitlis p ar ipasibu, kap | a +b. Takan — 1 ir
nepara skaitlis, tad

pla+b)(a™?—a"b+...+0" %) =a" + !

leverosim, ka a+b < § 45 = n, lidz ar to p < a+b < n, kas nozimg, ka p | n!. Secinam, ka p | "1, kas
nozime, ka p | c. No ta izriet, ka v,(¢" ') = (n — 1)p,(c) > n — 1. Teverosim, ka v,(n!) < S <n—1L

nfl) n71>

Lidz ar to secinam, ka v,(n! — ¢ = min(v,(n!), v,(c = 1,(n!). No LTE lemmas izriet, ka

vp(@" P+ 0" = py(n! — )
vp(a+0) +vp(n—1) = 1p(nl)
(@ +B) = vy((n)) = vp(n — 1)
vpla+0b) =v,(1) + 1,(2) + ...+ vp(a+b) + ... + 1v,(n)
vp(1) +1,(2)+ ...+ 1pa+b—1)+v(a+b+ 1)+ ...+ 1v(n—2)+vy(n) =0

Tas nozime, ka neviens no skaitliem 1,2,...a+b—1,a+0b+1,...n—2,n nedalas ar p, no ka izriet, ka
a+0b = p. leverosim, ka p | ¢ < 7, Iidz ar to n—1 = 2p, kas ir pretruna ar to, ka n — 1 ir nepara skaitlis.
Secinam, ka a + b, b+ ¢, ¢ + a nevar dalities ar nepara pirmskaitli, tapec tie visi ir divnieka pakapes.

Ta ka a+b,b+ c,c+ a ir divnieka pakapes, tad a, b, c visi ir para skaitli vai arT visi ir nepara skaitli. Ja
tie visi ir nepara skaitli, tad n! ir para skaitlis, bet @~ + "~ + ¢*~! ir nepara skaitlis, kas ir pretruna,
jo tris nepara skaitlu summa ir nepara skaitlis. Aplukosim gadijumu, kad a, b, ¢ ir para skaitli.

Apgalvojums. Izpildas v5(a) = (b)) = 15(c).

Pieradijums. Pienemsim pret€jo, tad, nezaudejot visparigumu, a = 2%ay;b = 2Yb;, kur x > y un
a1, by ir nepara skaitli. Tada gadijuma skaitlis 2¥(2 Yay + b;) ir divnieka pakape. Tas nav iespejams,
jo 2" Yay + by ir nepara skaitlis, kas ir lielaks par 1.

Secinam, ka a = 2%a;; b = 2%by; ¢ = 2%¢;. leverosim, ka tada gadijuma 271 | "~ + "1 4 71, tacu
mes zinam, ka v5(n!) < n — 1. Tas nozime, ka z = 1. Izdalot ar 2 secinam, ka a; + by, b1 4+ ¢1,¢1 + aq ir
divnieka pakapes. Vismaz viens no skaitliem a; + by, by + c1, ¢1 + a1 nedalas ar 4, jo preteja gadijuma
a; + by + by + 1 — (¢1 + a1) = 2by dalas ar 4, kas nav iespejams, jo by ir nepara. Tas nozime, ka,
nezaudejot visparigumu, a; + by = 2, lidz ar to a; = by =1 un ¢ = 2¥ — 1. Tada gadijuma

nl = 2n—1 + 2n—1 4 (2y+1 _ 2)n—1 —om 2n—1<2y . 1)11—1
Tacu uzdevuma sakuma mes pieradijam, ka ¢ < kas nozime, ka ¢ | n! jeb 2v*! — 2 | n!. Tada

gadijuma no pedeja vienadojuma izriet, ka 2(2Y — 1) = 2¢T!1 — 2 | 2", Ta ka skaitlim 2" ir tikai para
pirmreizinataji, tad 2¥ — 1 = 1, kas nozime, ka a = b = ¢ = 2. Lidz ar to secinam, ka

3
1

nl=3.2""1

tacu pietiekami lieliem n vienadojuma kreisa puse dalas ar 9, bet laba ne — pretruna.



