
1.uzdevums Atrast visus naturālus skaitļus n ar ı̄paš̄ıbu, ka nn−1 − 1 dalās ar skaitli 22015, bet
nedalās ar skaitli 22016.

Atrisinājums. Ievērosim, ka tā kā nn−1 − 1 dalās ar divnieka pakāpi, tad n ir nepāra skaitlis, l̄ıdz ar
to n − 1 ir pāra skaitlis. No uzdevuma nosac̄ıjumiem izriet, ka ν2(n

n−1 − 1) = 2015. Pielietojot LTE
lemmu, iegūsim, ka

ν2(n
n−1 − 1) = ν2(n− 1) + ν2(n− 1) + ν2(n+ 1)− 1 = 2ν2(n− 1) + ν2(n+ 1)− 1

Ievērosim, ka n− 1 un n+ 1 ir divi pēc kārtas esoši naturāli skaitļi, l̄ıdz ar to viens no tiem nedalās ar
4. Aplūkosim visus iespējamos gad̄ıjumus

• Ja n− 1 nedalās ar 4, tad ν2(n− 1) = 1, l̄ıdz ar to iegūstam, ka

2015 = 2ν2(n− 1) + ν2(n+ 1)− 1 = 2− 1 + ν2(n+ 1) =⇒ ν2(n+ 1) = 2014

Tas noz̄ımē, ka visi skaitļi formā n + 1 = 22014k, kur k ir nepāra skaitlis, apmierina uzdevuma
nosac̄ıjumus.

• Ja n+ 1 nedalās ar 4, tad ν2(n+ 1) = 1, l̄ıdz ar to iegūstam, ka

2015 = 2ν2(n− 1) + ν2(n+ 1)− 1 = 2ν2(n− 1)

Tā ir pretruna, jo iegūtās sakar̄ıbas kreisā puse ir nepāra skaitlis, bet labā puse ir pāra skaitlis.

L̄ıdz ar to vien̄ıgie skaitļi, kas apmierina uzdevuma nosac̄ıjumus, ir n = 22014k − 1, kur k ir nepāra
skaitlis.



2.uzdevums Atrast visus naturālu skaitļu trijniekus (a, b, p), kur p ir pirmskaitlis, ar ı̄paš̄ıbu,
ka

ap + bp = p!.

Atrisinājums. Vispirms aplūkosim gad̄ıjumu, kad p ir nepāra pirmskaitlis. Ievērosim, ka dotā
vienādojuma labā puse dalās ar p, l̄ıdz ar to dotā vienādojuma kreisā puse ar̄ı dalās ar p. No Mazās
Fermā teorēmas izriet, ka

0 ≡ ap + bp ≡ a+ b (mod p)

Ievērosim, ka p ∤ a, jo pretējā gad̄ıjumā, ja p | a, tad ap ≥ pp > p!, kas nav iespējams. L̄ıdz̄ıgi varam
iegūt, ka p ∤ b. Mums izpildās visi vajadz̄ıgie nosac̄ıjumi, lai pielietotu LTE lemmu. No tās izriet, ka

1 = νp(p!) = νp(a
p + bp) =

= νp(a+ b) + νp(p) =

= νp(a+ b) + 1 ≥ 2

Pēdējais novērtējums izriet no fakta, ka p | a + b, tāpēc νp(a + b) ≥ 1. Esam ieguvuši, ka 1 ≥ 2, kas
ac̄ımredzami ir pretruna, l̄ıdz ar to vienādojumam nav atrisinājumu naturālos skaitļos, kad p ir nepāra
skaitlis.

Ja p = 2, tad jāatrisina vienādojums a2 + b2 = 2, kura vien̄ıgie atrisinājumi naturālos skaitļos ir
(a, b) = (1, 1). Visi gad̄ıjumi aplūkoti.



3.uzdevums Atrast visus pirmskaitļu pārus (p, q) ar ı̄paš̄ıbu, ka pq | 5p + 5q.

Atrisinājums. Aplūkosim gad̄ıjumu, kad neviens no skaitļiem p, q nav vienāds ar 5. No Mazās Fermā
teorēmas izriet, ka

0 ≡ 5p + 5q ≡ 5 + 5q (mod p)

5q ≡ −5 (mod p)

5q−1 ≡ −1 (mod p)

52(q−1) ≡ 1 (mod p)

Aplūkosim d1 = ordp 5. No teorijas materiāla 1.piemēra sadaļā 3.2 izriet, ka ν2(d1) = ν2(q− 1) + 1. No
lemmas par orderi izriet ar̄ı, ka d1 | p− 1, kas noz̄ımē, ka

ν2(p− 1) ≥ ν2(q − 1) + 1

Analo ‘giski varam iegūt, ka
52(p−1) ≡ 1 (mod q) (⋆)

Aplūkosim d2 = ordp 5. No teorijas materiāla 2.piemēra sadaļā 3.2 izriet, ka ν2(d2) = ν2(p− 1) + 1. No
lemmas par orderi izriet ar̄ı, ka d2 | q − 1, kas noz̄ımē, ka

ν2(q − 1) ≥ ν2(p− 1) + 1 (⋆⋆)

Saskaitot nevienād̄ıbas (⋆) un (⋆⋆), iegūstam, ka

ν2(p− 1) + ν2(q − 1) ≥ ν2(p− 1) + ν2(q − 1) + 2

0 ≥ 2

Pēdējā nevienād̄ıba ir ac̄ımredzami aplama, tāpēc neeksistē pirmskaitļu pāris (p, q), kurā neviens no
skaitļiem (p, q) nav vienāds ar 5.

Ac̄ımredzami, ka (p, q) = (5, 5) ir atrisinājums. Nezaudējot vispār̄ıgumu, pieņemsim, ka p = 5. Tādā
gad̄ıjumā 5q | 55 + 5q. Ievērosim, ka 5 | 55 + 5q, tāpēc mums pietiek atrast tādu pirmskaitli q, ka
q | 55 + 5q. No Mazās Fermā teorēmas izriet, ka

0 ≡ 55 + 5q ≡ 55 + 5 (mod q)

Tas noz̄ımē, ka q | 55 + 5 = 5(54 + 1). Tā kā q ̸= 5, tad q | 54 + 1 = 626. L̄ıdz ar to q = 2 vai q = 313.
Secinām, ka visi iespējamie atrisinājumi ir (5, 5), (5, 2), (2, 5), (5, 313) un (313, 5).



4.uzdevums Pierād̄ıt, ka visiem naturāliem skaitļiem n izpildās

2n(n+1) | 32 · φ(22n − 1)

Atrisnājums. Pierād̄ısim pras̄ıto, izmantojot indukciju pa n. Priekš n = 1 un n = 2 ir viegli
pārbaud̄ıt, ka pras̄ıtais izpildās.

Pieņemsim, ka pras̄ıtais izpildās priekš n = k ≥ 2, tas noz̄ımē, ka

2k(k+1) | 32 · φ(22k − 1)

Mūsu mērķis ir pierād̄ıt, ka pras̄ıtais izpildās priekš n = k + 1, tas ir

2(k+1)(k+2) | 32 · φ(22k+1 − 1)

Ievērosim, ka 22
k+1 − 1 = (22

k − 1)(22
k
+1), kur abi reizinātāji ir savstarpēji pirmskaitļi, tāpēc no Eilera

funkcijas multiplikat̄ıvās ı̄paš̄ıbas izriet, ka

32 · φ(22k+1 − 1) = 32 · φ(22k − 1) · φ(22k + 1)

No indukt̄ıvā pieņēmuma izriet, ka 2k(k+1) | 32 · φ(22k − 1), l̄ıdz ar to mums ir pietiekami pierād̄ıt, ka

2(k+1)(k+2)−k(k+1) = 22k+2 | φ(22k + 1)

Apgalvojums. Visiem skaitļa skaitļa 22
k
+ 1 pirmreizinātājiem p izpildās, ka 2k+1 | p− 1.

Pierād̄ıjums. Aplūkosim pirmskaitli p ar ı̄paš̄ıbu, ka p | 22k + 1, tad

22
k ≡ −1 (mod p) =⇒ 22

k+1 ≡ 1 (mod p)

Apz̄ımēsim d = ordp 2, tad no teorijas materiāla 2. piemēra sadaļā 3.2 izriet, ka ν2(d) = ν2(2
k)+1 = k+1.

No lemmas par orderi izriet, ka d | p− 1, kas noz̄ımē, ka 2k+1 | p− 1, kas ar̄ı bija jāpierāda.

Pieņemsim, ka skaitlis 22
k
+ 1 nav pirmskaitļa pakāpe, tad tam eksistē 2 pirmreizinātaji p1 un p2.

No Eilera formulas izriet, ka
22k+2 | (p1 − 1)(p2 − 1) | φ(22k + 1),

kas pierāda pras̄ıto. L̄ıdz ar to mums paliek aplūkot gad̄ıjumu, kad skaitlis 22
k
+1 ir pirmskaitļa p pakāpe.

Pieņemsim, ka 22
k
+ 1 = pa, kur a ir naturāls skaitlis. Ja a ir nepāra skaitlis, tad no LTE lemmas

izriet, ka
2k = ν2(2

2k) = ν2(p
a − 1) = ν2(p− 1) + ν2(a) = ν2(p− 1)

Tas noz̄ımē, ka p − 1 = 22
k
b, kur b ir nepāra skaitlis. L̄ıdz ar to secinām, ka 22

k
+ 1 = (22

k
b + 1)a, no

kurienes izriet, ka a = b = 1. L̄ıdz ar to secinām, ka φ(22
k
+ 1) = φ(p) = p − 1 = 22

k
. Ievērosim, ka

skaitlis 22
k
dalās ar 22k+2, jo 2k ≥ 2k + 2 visiem k ≥ 3.

Ja a ir pāra skaitlis, tad a = 2b, kas noz̄ımē, ka

22
k

= p2b − 1 = (pb − 1)(pb + 1)

Ievērosim, ka pb − 1, pb + 1 ir divi pēc kārtas sekojoši skaitļi, l̄ıdz ar to viens no tiem nedalās ar 4. Tā
kā abu skaitļu reizinājums ir divnieka pakāpe, tad mazākais no tiem ir vienāds ar 2, kas noz̄ımē, ka
pb − 1 = 2 jeb p = 3 un b = 1. No tā izriet, ka 22

k
= 2 · 4 =⇒ 2k = 3, kas nav iespējams.



5.uzdevums Atrast visus naturālus skaitļus n ar ı̄paš̄ıbu, ka 2n+1
n2 ir vesels skaitlis.

Atrisinājums. Viegli redzēt, ka n = 1 ir atrisinājums. Pieņemsim, ka n ̸= 1 un aplūkosim skaitļa n
mazāko pirmreizinātāju p. Ievērosim, ka n ir nepāra skaitlis. Tādā gad̄ıjumā

2n + 1 ≡ 0 (mod p) =⇒ 22n ≡ 1 (mod p)

Apz̄ımēsim d = ordp 2. No lemmas par orderi izriet, ka d | p − 1 un d | 2n. Ja d = 1, tad 21 ≡ 1
(mod p), kas ir pretruna, l̄ıdz ar to d ̸= 1. Aplūkosim skaitļa d patvaļ̄ıgu pirmreizinātāju q. Ievērosim,
ka q ≤ d < p, tāpēc q ∤ n, jo pretējā gad̄ıjumā mēs iegūtu mazāku par p skaitļa n pirmreizinātāju.
Tas noz̄ımē, ka gcd(d, n) = 1, l̄ıdz ar to d | 2. Secinām, ka 22 ≡ 1 (mod p), kas ir tas pats, kas 3 ≡ 0
(mod p), no kā izriet, ka p = 3.

Esam ieguvuši skaitļa n mazākais pirmreizinātājs ir 3. No LTE lemmas izriet, ka

ν3(2
n + 1) ≥ ν3(n

2)

ν3(2 + 1) + ν3(n) ≥ 2ν3(n)

1 + ν3(n) ≥ 2ν3(n)

1 ≥ ν3(n)

Tā kā ν3(n) ir naturāls skaitlis, tad secinām, ka ν3(n) = 1. L̄ıdz ar to secinām, ka n = 3c, kur 3 ∤ c.
Varam pārrakst̄ıt uzdevumu kā 9c2 | 23c + 1 = 8c + 1.

Ja c = 1, tad n = 3, kas apmierina uzdevuma nosac̄ıjumus. Pretējā gad̄ıjumā skaitlim c eksistē
mazākais pirmreizinātajs p (šis p ir atšķir̄ıgs no skaitļa n mazākā pirmreizinātāja). Ievērosim, ka

8c + 1 ≡ 0 (mod p) =⇒ 82c ≡ 1 (mod p)

Apz̄ımēsim g = ord8 p. No lemmas par orderi izriet, ka g | p − 1 un g | 2c. Ja g = 1, tad 81 ≡ 1
(mod p), kas noz̄ımē, ka p = 7. Šo gad̄ıjumu mēs aplūkosim pēc br̄ıža. Aplūkosim skaitļa g patvaļ̄ıgu
pirmreizinātāju q. Ievērosim, ka q ≤ g < p, tāpēc q ∤ c, jo pretējā gad̄ıjumā mēs iegūtu mazāku par p
skaitļa n pirmreizinātāju. Tas noz̄ımē, ka gcd(g, c) = 1, l̄ıdz ar to g | 2. Secinām, ka 82 ≡ 1 (mod p),
kas ir tas pats, kas 63 ≡ 0 (mod p), no kā izriet, ka p = 3 vai p = 7. Ievērosim, ka p = 3 nav iespējams,
jo pēc pieņēmuma 3 ∤ c.

Atliek aplūkot gad̄ıjumu, kad p = 7 ir skaitļa c mazākais pirmreizinātājs. Tādā gad̄ıjumā 7 | 9c2 | 8c+1,
taču 8c + 1 ≡ 1 + 1 ≡ 2 (mod 7) – pretruna.

Secinām, ka vien̄ıgie atrisinājumi ir n = 1 un n = 3.



6.uzdevums Atrast visas funkcijas f : N → N, kas ir definētas naturāliem skaitļiem un pieņem
naturālas vērt̄ıbas, kurām izpildās abas minētās ı̄paš̄ıbas:

• eksistē tāds naturāls skaitlis M , ka f(n) ̸= 1 visiem n ≥ M ;

• Visiem naturāliem skaitļiem a, b, n izpildās f(a)n | f(a+ b)a
n−1 − f(b)a

n−1
.

Atrisinājums. Ar P (a, b, n) apz̄ımēsim doto sakar̄ıbu. Vispirms pierād̄ısim sekojošus apgalvojumus.

Apgalvojums. Ir spēkā, ka f(1) = 1.
Pierād̄ıjums. Pieņemsim, ka f(1) > 1. No P (1, b, n) izriet, ka f(1)n | f(b+ 1)− f(b). Fiksējot b, var
atrast tādu naturālu skaitli n, ka f(1)n > |f(b+1)− f(b)|. Tas noz̄ımē, ka dalāmı̄ba var izpild̄ıties tad
un tikai tad, ja f(b+ 1) = f(b). Tādā gad̄ıjumā f(n) = C, kur C ir konstante. Viegli pārbaud̄ıt, ka š̄ı
funkcija der, tāpēc varam pieņemt, ka mēs meklējam nekonstantos atrisinājumus, tāpēc f(1) = 1.

Apgalvojums. Bezgal̄ıgi daudziem naturāliem skaitļiem a izpildās, ka f(a) | a.
Pierād̄ıjums. Ja f(a) = 1, tad pras̄ıtais ac̄ımredzami izpildās. Pieņemsim, ka f(a) ̸= 1, tad ek-
sistē pirmskaitlis p ar ı̄paš̄ıbu, ka p | f(a). No P (a, 1, 1) izriet, ka f(a) | f(a + 1) − 1. Ievērosim, ka
f(a + 1) − 1 = 0 var izpild̄ıties pēc uzdevuma nosac̄ıjumiem tikai gal̄ıgam skaitam a vērt̄ıbu, tāpēc
apskat̄ısim tos a, kuriem f(a+ 1)− 1 ̸= 0. Aplūkosim visus iespējamos gad̄ıjumus

• Ja p ir nepāra skaitlis, tad varam pielietot LTE lemmu. No tās izriet, ka

νp(f(a+ 1)a
n−1 − 1) ≥ νp(f(a)

n)

νp(f(a+ 1)− 1) + νp(a
n−1) ≥ nνp(f(a))

νp(f(a+ 1)− 1) + (n− 1)νp(a) ≥ nνp(f(a))

νp(f(a+ 1)− 1)− νp(a) ≥ n(νp(f(a))− νp(a))

Ja νp(f(a))− νp(a) > 0, tad pēdējās nevienād̄ıbas kreisā puse ir fiksēts skaitlis, bet labā puse pēc
patikas liels skaitlis – pretruna. L̄ıdz ar to νp(f(a)) ≤ νp(a).

• Ja p = 2, tad pieņemsim, ka a ir nepāra skaitlis, tad no LTE lemmas izriet, ka

ν2(f(a+ 1)a
n−1 − 1) ≥ ν2(f(a)

n)

ν2(f(a+ 1)− 1) ≥ nν2(f(a))

Ja ν2(f(a)) ̸= 0, tad pēdējās nevienād̄ıbas kreisā puse ir fiksēts skaitlis, taču labā puse pēc patikas
liels skaitlis – pretruna. L̄ıdz ar to ν2(a) = ν2(f(a)) = 0.

Aplūkosim gad̄ıjumu, kad a ir pāra skaitlis, tad no LTE lemmas izriet, ka

ν2(f(a+ 1)a
n−1 − 1) ≥ ν2(f(a)

n)

ν2(f(a+ 1)− 1) + ν2(f(a) + 1) + ν2(a
n−1)− 1 ≥ nν2(f(a))

ν2(f(a+ 1)− 1) + ν2(f(a+ 1) + 1) + (n− 1)ν2(a)− 1 ≥ nν2(f(a))

ν2(f(a+ 1)− 1) + ν2(f(a+ 1) + 1)− ν2(a)− 1 ≥ n(ν2(f(a))− ν2(a))

Ja ν2(f(a))− ν2(a) > 0, tad pēdējās nevienād̄ıbas kreisā puse ir fiksēts skaitlis, bet labā puse pēc
patikas liels skaitlis – pretruna. L̄ıdz ar to ν2(f(a)) ≤ ν2(a).

Secinām, ka visiem pirmskaitļiem ir spēkā, ka νp(f(a)) | νp(a), kas noz̄ımē f(a) | a.

Ja a = p, tad secinām, ka f(p) | p, kas noz̄ımē, ka f(p) = 1 vai f(p) = p. Pēc uzdevuma nosac̄ıjumiem
eksistē tikai gal̄ıgs skaits skaitļu n, kuriem f(n) = 1, l̄ıdz ar to eksistē naturāls skaitlis M ar ı̄paš̄ıbu,
ka visiem pirmskaitļiem p > M ir spēkā, ka f(p) = p. Ievērosim, ka M = q − 1, kur q ir kaut kāds



pirmskaitlis.

Apgalvojums. Visiem naturāliem skaitļiem a > M ir spēkā, ka f(a) = a.
Pierād̄ıjums. Pras̄ıto var pierād̄ıt indukt̄ıvi. Ja f(m) = m, tad no P (m, 1, 1) izriet, ka f(m) |
f(m+ 1)− 1. Tā kā f(m+ 1) | m+ 1, tad f(m+ 1) ≤ m+ 1. L̄ıdz ar to secinām, ka

m = f(m) ≤ f(m+ 1)− 1 ≤ m+ 1− 1 = m

Tas noz̄ımē, ka f(m + 1) − 1 = m, no kurienes izriet, ka f(m + 1) = m + 1. L̄ıdz ar to no indukcijas
izriet, ka f(a) = a visiem a > M .

Aplūkosim kaut kādu a < M .No P (a, b, 1), izriet, ka f(a) | f(a + b) − f(b). Izvēlāmies patvaļ̄ıgu
b > N , tad f(a) | f(a+ b)− f(b) = a+ b− b = a. Tas ļauj mums pielietot iepriekšējo argumentu priekš
a < M , kā indukcijas bāzi ņemot to, ka f(1) = 1.

Šajā gad̄ıjumā pārbaud̄ıt, ka š̄ı funkcija der nav tik viegli kā citos funkcionālvienādojumos, taču to
var izdar̄ıt, izmantojot LTE lemmas argumentus, kuri tika izmantoti uzdevuma sākumā. Detaļas paliek
las̄ıtājam.



7.uzdevums Pierād̄ıt, ka vienādojumam

n! = an−1 + bn−1 + cn−1

ir gal̄ıgs skaits atrisinājumu naturālos skaitļos.

Piez̄ıme. Jums var noderēt Stirlinga aproksimācija priekš faktoriāla, no kuras izriet, ka
pietiekami lieliem skaitļiem n ir spēkā

n! <
√
2πn

(n
e

)n
,

kur e ir Eilera konstante.

Atrisinājums. Ievērosim, ka fiksētam naturālam skaitlim n ir gal̄ıgs skaits trijnieku (a, b, c) ar ı̄paš̄ıbu,
ka n! = an−1 + bn−1 + cn−1, jo ac̄ımredzami izpildās a, b, c ≤ n. L̄ıdz ar to, ja mēs pierād̄ısim, ka
vienādojumam nav atrisinājumu pietiekami lielām n vērt̄ıbām, tad būsim pierād̄ıjuši, ka vienādojumam
ir gal̄ıgs skaits atrisinājumu.

Apgalvojums. Pietiekami lieliem skaitļiem n izpildās a, b, c < n
2
.

Pierād̄ıjums. Pieņemsim pretējo, ka kāds no skaitļiem a, b, c ir lielāks vai vienāds ar n
2
. Tādā gad̄ıjumā

ievērosim, ka (n
2

)n−1

>
√
2πn

(n
e

)n
(e
2

)n−1

>
√
2πn · n

e

Pēdējā nevienād̄ıba ir patiesa, jo e
2
> 1, l̄ıdz ar to eksponentfunkcija aug ātrāk par

√
2πn · n

e
∼ n

3
2 . Tas

noz̄ımē, ka

an−1 ≥
(n
2

)n−1

>
√
2πn

(n
e

)n
> n!,

kas noz̄ımē, ka dotajam vienādojumam nav atrisinājumu.

Apgalvojums. Visiem pirmskaitļiem p izpildās νp(n!) <
n

p−1
.

Pierād̄ıjums. No Ležandra formulas priekš faktoriāla izriet, ka

νp(n!) =
∞∑
i=1

⌊
n

pi

⌋
<

<
n

p
+

n

p2
+

n

p3
+ . . . =

= n

(
1

p
+

1

p2
+ . . .

)
= n

(
1
p

1− 1
p

)
=

=
n

p− 1
,

kur mēs izmantojām bezgal̄ıgas dilstošas ‘geometriskās progresijas formulu.

Apgalvojums. Skaitlis n− 1 ir nepāra skaitlis.
Pierād̄ıjums. Pieņemsim pretējo, ka n− 1 ir pāra skaitlis, kas noz̄ımē, ka attiec̄ıgi n ir nepāra skaitlis.
Ac̄ımredzami, ka n! ir pāra skaitlis. Tas noz̄ımē, ka starp skaitļiem a, b, c visi ir pāra skaitļi vai ar̄ı viens
no tiem ir pāra skaitlis un 2 ir nepāra skaitļi. Aplūkosim otru gad̄ıjumu. Tā kā nepāra skaitļu kvadrāti
ir ≡ 1 (mod 4), tad

0 ≡ n! = an−1 + bn−1 + cn−1 ≡ 0 + 1 + 1 ≡ 2 (mod 4),



kas ir ac̄ımredzama pretruna. Secinām, ka a, b, c ir pāra skaitļi. Ievērosim, ka tādā gad̄ıjumā ν2(a
n−1 +

bn−1 + cn−1) ≥ n− 1, taču no apgalvojuma izriet, ka

ν2(n!) ≤ n− 1

ar vienād̄ıbu tad un tikai tad, ja n ir divnieka pakāpe 2. Tā kā ν2(a
n−1 + bn−1 + cn−1) = ν2(n!), tad

secinām, ka n ir skaitļa 2 pakāpe. Tas ir pretrunā ar mūsu pieņēmumu, ka n ir nepāra skaitlis.

Apgalvojums. Skaitļi a+ b, b+ c, c+ a ir divnieka pakāpes.
Pierād̄ıjums. Pieņemsim, ka eksistē nepāra pirmskaitlis p ar ı̄paš̄ıbu, ka p | a + b. Tā kā n − 1 ir
nepāra skaitlis, tad

p | (a+ b)(an−2 − an−3b+ . . .+ bn−2) = an−1 + bn−1

Ievērosim, ka a+b < n
2
+ n

2
= n, l̄ıdz ar to p ≤ a+b < n, kas noz̄ımē, ka p | n!. Secinām, ka p | cn−1, kas

noz̄ımē, ka p | c. No tā izriet, ka νp(c
n−1) = (n− 1)νp(c) ≥ n− 1. Ievērosim, ka νp(n!) <

n
p−1

≤ n− 1.

L̄ıdz ar to secinām, ka νp(n!− cn−1) = min(νp(n!), νp(c
n−1) = νp(n!). No LTE lemmas izriet, ka

νp(a
n−1 + bn−1) = νp(n!− cn−1)

νp(a+ b) + νp(n− 1) = νp(n!)

νp(a+ b) = νp((n)!)− νp(n− 1)

νp(a+ b) = νp(1) + νp(2) + . . .+ νp(a+ b) + . . .+ νp(n)

νp(1) + νp(2) + . . .+ νp(a+ b− 1) + νp(a+ b+ 1) + . . .+ νp(n− 2) + νp(n) = 0

Tas noz̄ımē, ka neviens no skaitļiem 1, 2, . . . a+ b− 1, a+ b+1, . . . n− 2, n nedalās ar p, no kā izriet, ka
a+ b = p. Ievērosim, ka p | c < n

2
, l̄ıdz ar to n−1 = 2p, kas ir pretrunā ar to, ka n−1 ir nepāra skaitlis.

Secinām, ka a+ b, b+ c, c+ a nevar dal̄ıties ar nepāra pirmskaitli, tāpēc tie visi ir divnieka pakāpes.

Tā kā a+ b, b+ c, c+ a ir divnieka pakāpes, tad a, b, c visi ir pāra skaitļi vai ar̄ı visi ir nepāra skaitļi. Ja
tie visi ir nepāra skaitļi, tad n! ir pāra skaitlis, bet an−1 + bn−1 + cn−1 ir nepāra skaitlis, kas ir pretruna,
jo tr̄ıs nepāra skaitļu summa ir nepāra skaitlis. Aplūkosim gad̄ıjumu, kad a, b, c ir pāra skaitļi.

Apgalvojums. Izpildās ν2(a) = ν2(b) = ν2(c).
Pierād̄ıjums. Pieņemsim pretējo, tad, nezaudējot vispār̄ıgumu, a = 2xa1; b = 2yb1, kur x > y un
a1, b1 ir nepāra skaitļi. Tādā gad̄ıjumā skaitlis 2y(2x−ya1 + b1) ir divnieka pakāpe. Tas nav iespējams,
jo 2x−ya1 + b1 ir nepāra skaitlis, kas ir lielāks par 1.

Secinām, ka a = 2xa1; b = 2xb1; c = 2xc1. Ievērosim, ka tādā gad̄ıjumā 2x(n−1) | an−1 + bn−1 + cn−1, taču
mēs zinām, ka ν2(n!) ≤ n− 1. Tas noz̄ımē, ka x = 1. Izdalot ar 2 secinām, ka a1 + b1, b1 + c1, c1 + a1 ir
divnieka pakāpes. Vismaz viens no skaitļiem a1 + b1, b1 + c1, c1 + a1 nedalās ar 4, jo pretējā gad̄ıjumā
a1 + b1 + b1 + c1 − (c1 + a1) = 2b1 dalās ar 4, kas nav iespējams, jo b1 ir nepāra. Tas noz̄ımē, ka,
nezaudējot vispār̄ıgumu, a1 + b1 = 2, l̄ıdz ar to a1 = b1 = 1 un c1 = 2y − 1. Tādā gad̄ıjumā

n! = 2n−1 + 2n−1 + (2y+1 − 2)n−1 = 2n + 2n−1(2y − 1)n−1

Taču uzdevuma sākumā mēs pierād̄ıjām, ka c < n
2
, kas noz̄ımē, ka c | n! jeb 2y+1 − 2 | n!. Tādā

gad̄ıjumā no pēdējā vienādojuma izriet, ka 2(2y − 1) = 2y+1 − 2 | 2n. Tā kā skaitlim 2n ir tikai pāra
pirmreizinātāji, tad 2y − 1 = 1, kas noz̄ımē, ka a = b = c = 2. L̄ıdz ar to secinām, ka

n! = 3 · 2n−1,

taču pietiekami lieliem n vienādojuma kreisā puse dalās ar 9, bet labā nē – pretruna.


