Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". 
3. atklātā olimpiāde (1975./76. m.g.)
Atrisinājumi

3.1. 

.

3.2.
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. No trijstūru līdzības iegūstam, ka 

. 

.
3.3. Iegūtajam skaitlim jādalās ar 5 un 9; tātad tā pēdējais cipars ir 0 vai 5. Pirmo ciparu summa jāizvēlas tā, lai ciparu summa dalītos ar 9.

Atbilde: 2340,  6345.
3.4. Uzvar pirmais spēlētājs. Viņš nosauc skaitli 1, un pēc jebkurām otrā spēlētāja atbildēm, skaitļus 12, 23, 34, 45, 56, 67, 78, 89, 100.
3.5.
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Dotie rādiusi ir OA un OB (skat. 3.2. zīm.). Uz taisnes AB atliekam punktus K un L tā, lai KA = AB = BL. Savienojot K un L ar O, iegūstam prasītās hordas MN galapunktus.
3.6. Apzīmēsim šos četrus ciparus ar n, n +1, n + 2, n + 3. Meklējamā starpība ir 




1111 n + 3210 - (1111n + 123) = 3087.
3.7. 

.

Summa ir vislielākā, ja x = 0; 

 vismazākā, ja  x = a;  



.
3.8. Summējot dotās vienādības iegūstam  3(x1 + ... + x8) = 0.

(x1 + x2 + x3) + (x4 + x5 + x6) = 6 - 3 = 3.  Tātad x7 + x8 = - 3.

x6 = (x6 + x7 + x8) - (x7 + x8) = - 6 - (- 3) = - 3.

x1 = (x7 + x8 + x1) - (x7 + x8) = - 2 - (- 3) = 1.

Līdzīgi

(x2 + x3 + x4) + (x5 + x6 + x7) = 9 - 9 = 0. Tātad x8 + x1 = 0;   x7 = - 2,  x2 = 2.

Turpinot, iegūstam atbildi.

Atbilde:  x1 = 1,  x2 = 2,  x3 = 3,  x4 = 4,  x5 = - 4,  x6 = - 3,  x7 = - 2,  x8 = - 1.
3.9. Ievērosim, ka skaitli 

  var izteikt šādi 

.  Tātad jāpierāda vienādība  

,  ko pārbauda kāpinot kreisās puses izteiksmi kvadrātā.
3.10. Punkti A, N, M un C atrodas uz riņķa līnijas, kuras diametrs ir AC, bet centrs O atrodas uz dotās taisnes. Punktu O atrodam kā nogriežņa MN vidusperpendikula krustpunktu ar doto taisni. Velkot riņķa līniju ar centru punktā O un rādiusu  ON, atrodam punktus A un C. B konstruē kā taišņu AN un CM krustpunktus ( 3.3. zīm.)
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3.11. Vilciens brauc ar ātrumu 70 km/h.
3.12. Pierādīsim apgalvojumu ar indukciju.

n = 1,   

. 

Pieņemsim, ka nevienādība izpildās,  n = k,  t.i. 



. 

Jāpierāda, ka 

. 

Kāpinot kvadrātā, iegūstam ekvivalentu nevienādību



, kas izpildās pēc pieņēmuma.
3.13. Atkarībā no tā,  a < 0  vai  a 
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 0, ir jāizpēta sistēmas 



  vai  

.
3.14. Dots, ka MA = a, MB = b, MC = c. Attālumus no M līdz taisnēm AB, BC, CD un AD apzīmēsim atbilstoši ar x, y, z un v, tad

a2 = x2 + v2
b2 = x2 + y2
c2 = y2 + z2
d2 = z2 + v2,

no kurienes a2 + c2 = b2 + d2, un meklējamo attālumu atradīsim kā 

.
3.15. No leņķa 
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MNP un 
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MKN vienādības seko, ka trijstūri MNP un MKN ir līdzīgi, tātad 

. Līdz ar to  

  un  

.

[image: image7.png]X




3.16. Aplūkojam divus gadījumus.

(1) x 
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 0;  






sin2x = 1 - cosx - cosxsinx + sinx

(1- cosx)(1+ cosx) = (1 - cosx)(1+ sinx)

(1- cosx)(cosx - sinx) = 0.

(2) x < 0;    






(1- cosx)(cosx + sinx) = 0.

Atbilde:  x = 2pk,  k 
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 Z;   x = 

,  k 
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 {0, 1, 2, ...}

x =

,  k ir vesels negatīvs skaitlis.
3.17. Šķēlums ir trapece, kuras laukums ir 

.
3.18. Šis skaitlis ir 6210001000.
3.19. Tādas līnijas eksistē, ja n 
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 6 ir pāra  skaitlis . Līnija, ja n = 6 un n > 6 attēlota zīm. 3.5.
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Nepāra skaitļiem n to nevar izdarīt, jo šāda konstrukcija sadala visus līnijas posmus pa pāriem (posmi, kuri krustojas savā starpā). Vēl jāpamato, ka nav šādas līnijas ar 2 un 4 posmiem.
3.20. Ja šāda vienādība pastāvētu, tad ievietosim  x = y = z = 1 un  a = 1, b = 2, g = 0; tad  3 × 5 = a2 + b2 + c2,  kur a, b, c 
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 Z;  taču šādu veselu skaitļu nav. Tātad prasītā polinoma nav.
3.21. Pēc 

 sekundēm tie satiksies trijstūra centrā, jo katrā sekundē tie tuvojas viens otram par 

m.
3.22. Skaitļi 1, 2, 3, 11, 12, 13 nevar atrasties viens otram blakus, tātad starp tiem atrodas citi skaitļi, veidojot 5 spraugas pa 1 skaitlim un 1 spraugu ar 2 skaitļiem. Skaitļiem 4 un 10 var būt tikai viens no norādītajiem kaimiņiem; tātad tie atrodas spraugā no 2 elementiem -- t.i. blakus, bet tā nevar būt. Tātad izvietot šādi norādītos skaitļus nevar.
3.23. Aplūkosim riņķa līniju, kas iet caur dotā trijstūra DABC malu viduspunktiem A1, B1, C1. Pierāda, ka šī riņķa līnija iet arī caur dotā trijstūra augstuma pamatiem. Tā kā DABC un DA1B1C1 ir līdzīgi ar līdzības koeficientu 2, tad  ap DABC apvilktās riņķa līnijas rādiuss ir 2 reizes lielāks nekā ap DA1B1C1 apvilktās riņķa līnijas rādiuss, t.i. R = 2r.
3.24. Nē, nevar. Katram punktam P daudzskaldņa iekšpusē izvēlēsimies skaldni, kas atrodas vistuvāk punktam P. Perpendikuls, kas vilkts no punkta P pret šo skaldni, krusto plakni skaldnes iekšpusē (citādi atrastos kāda tuvāka skaldne; pamatojiet to!). Līdz ar to pierādīts, ka katrs punkts ir apgaismots.
3.25. Pārveidosim doto vienādojumu šādā formā:

4(x2 + x3 + x2 + x) + 1 = (2y + 1)2.

Ja  |x| 
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 3, tad izpildās nevienādība

(2x2 + x)2 < 4(x2 + x3 + x2 + x) + 1 < (2x2 + x + 1)2.

Tātad 4(x2 + x3 + x2 + x) + 1 nevar būt naturāla skaitļa kvadrāts. Pārbaudot atlikušās x vērtības, atrodam sekojošus atrisinājumus: {(-1, -1); (-1, 0); (0, -1); (0,0); (2, -6); (2, 5)}.
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