Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". 
4. atklātā olimpiāde (1976./77. m.g.)
Atrisinājumi

4.1. Atbilde: 

.
4.2. Dots trijstūris ABC un malas AB viduspunkts M. Velkam riņķa līniju ar centru punktā M un rādiusu MA. Šīs riņķa līnijas krustpunktus ar malām AC un BC apzīmēsim ar K un L. Tad BK un AC ir trijstūra ABC augstumi, jo 
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AKB un 
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ALB balstās uz novilktās riņķa līnijas diametru.
4.3. Aplūkosim skaitli 

. Tad



,

kas arī bija jāpierāda.
4.4. Apzīmēsim akmeņu svarus ar s1, s2, ... , sk. Ņemsim vienā kaudzē akmeņus s1, s2, ... , sm tā, lai s1 + s2 + ... + sm-1 
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  500 g, bet s1 + s2 + ... + sm > 500 g. Tad no uzdevuma nosacījumiem seko, ka  sm+1 + ... + sk 
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 500 g. Visu akmeņu kopējais svars s1 + s2 + ... + sk = (s1 + s2 + ... + sm-1) + sm + (sm+1 + ... + sk) 
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 500 + 500 + 500 = 1500 g.

Kolekcija ar svaru 1500 g ir iespējama; tajā ir trīs akmeņi ar svaru 500 g katrs.
4.5. Slēgtas lauztas līnijas ar 6 un 1976 posmiem attēlotas 4.1. zīmējumā. Līnija ar 1977 posmiem neeksistē. Līnijai jāsatur pāra skaits posmu, jo visus posmus var sadalīt pa pāriem (tie kuri krustojas savā starpā).
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4.6. No uzdevuma nosacījumiem seko vienādības




No šejienes z = 3x, 

, 

, 

.

Atbilde: 

 ,  

 ,  

.
4.7. Tās ir taisnes, kas veido ar taisni k leņķi 

.
4.8. Dots leņķis 
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KOL = a un punkti N un M. Konstruēsim punktu N1, kas simetrisks punktam N pret taisni OK; CH 
[image: image8.wmf]^

 OB. Tad



,

un punktu C atrod kā riņķa līnijas loka (tie ir punkti, no kuriem dotais nogrieznis MN1 redzams dotajā leņķī 180° - 2a) un taisnes OK krustpunktu. Velkot taisnes CN un CM, atrodam to krustpunktus A un B ar taisni OL. ABC ir meklētais trijstūris.
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42, zim.





4.9. Izvēlēsimies 3 punktus A, B, C, kas atrodas uz vienas taisnes un nokrāsoti vienā (teiksim 1.) krāsā un vilksim trīs taisnes, kas iet caur šiem punktiem perpendikulāri AB. Ja uz kādas no šīm taisnēm atrodas punkts D, kas nokrāsots 1. krāsā, tad veidojas taisnleņķa trijstūris ar 1. krāsas virsotnēm.

Pretējā gadījumā uz šīm taisnēm ir tikai 2. un 3, krāsas punkti. Uz vienas no šīm taisnēm (skat. 4.3. zīm.) izvēlēsimies punktus M un N, kas nokrāsoti vienā (teiksim 2.) krāsā. Caur šiem punktiem vilksim taisnes paralēli AB; tās krusto pārējās taisnes punktos P, Q, R un S. Ja kāds no punktiem P, Q, R, S ir nokrāsots 2. krāsā, tad veidojas taisnleņķa trijstūris ar 2. krāsas virsotnēm. Pretējā gadījumā PQR ir taisnleņķa trijstūris ar 3. krāsas virsotnēm.
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4.10. Prasītā punktu kopa attēlota 4.4. zīmējumā
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4.11. Šāda 7-ciparu skaitļa pirmais cipars var būt jebkurš no cipariem 1, 2, 3, 5, 6, 7, 9 (7 iespējas); otrais, trešais, ceturtais, piektais -- jebkurš no cipariem 0, 1, 2, 3, 5, 6, 7, 9 (8 iespējas). Lai skaitlis dalītos ar 4, pēdējos divus ciparus var izvēlēties 13 veidos: 00, 20, 60, 12, 16, 32, 36, 52, 56, 72, 76, 92, 96.

Pavisam kopā ir 

 šādi skaitļi.
4.12. Skat. 4.8. uzdevuma atrisinājumu.
4.13. Riņķa rādiuss ir 

.
4.14. Atbilde: a = 1.
4.15. Virs tabulas kolonām ierakstīsim skaitļus 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, bet blakus katrai rindiņai skaitļus 0, 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56. Katrā rūtiņā ir ierakstīta šo skaitļu summa, kas ierakstīti vienā kolonā un vienā rindiņā ar izvēlēto rūtiņu.

Aprēķinot summu ar ierakstītajām zīmēm, katrs no šiem skaitļiem tiks pieskaitīts tikpat reižu cik atņemts; tātad summā būs nulle.
4.16. Pierādījumā jāizmanto teorēma par ievilktajiem leņķiem.
4.17. Atbilde: A = 0, E = 1, I = 2, P = 2, T = 3, O = 4, N = 4, L = 5, K = 6, S = 8.
4.18. Funkcija f ir periodiska ar periodu 2p; funkcija g nav periodiska.
4.19. Skat. 4.9. uzd. atrisinājumu.
4.20. Pieņemsim, ka detektīvs dotajā momentā atrodas uz salas A, bet laupītājs uz salas B. Tad sākumā viņam jāpārbrauc uz salu B, bet pēc tam jāturpina laupītāja maršruts. Tā kā laupītājs katru svētdienu atpūšas, tad katru nedēļu detektīvs viņam tuvosies par vienu pārbraucienu un rezultātā kādā svētdienā nonāks uz salas, kurā atrodas laupītājs.
4.21. Kāpinot kvadrātā dotās vienādības un summējot, iegūstam vienādību



.

Tātad x = y + 2pk, un sin x = sin y, cos x = cos y. Rezultātā iegūstam vienādības sin x = sin y = 

, 

.

Atbilde: 

.
4.22. Otrais spēlētājs to var panākt. Viņš ievēro, ka skaitlis 1001 dalās ar 77, un tāpēc visas rūtiņas sadala pāros (ar vienādiem burtiem apzīmējot viena pāra rūtiņas) šādā veidā  a b c a b c d e f d e f. Katru reizi, kad pirmais spēlētājs ieraksta kādā rūtiņā ciparu, viņš rūtiņā ar tādu pašu apzīmējumu ieraksta to pašu ciparu, ko ierakstīja pirmais spēlētājs. Rezultātā viņš panāk, ka uzrakstīts skaitlis 

, kurš dalās ar 1001, tātad arī ar 77.
4.23. Kuba šķautnes garums ir  

. Pamēģiniet attēlot pareizu zīmējumu!
4.24. Uz lodes izvēlēsimies divus punktus A un B un novilksim divas riņķa līnijas. Pirmo ar centru punktā A un rādiusu r = AB, otro ar centru punktā B un rādiusu r. Tās krustojas punktos C un D. Mums ir jākonstruē ap piramīdu ABCD apvilktās sfēras rādiuss. 

Ar M apzīmēsim nogriežņa AB viduspunktu un aplūkosim plakni CMDO ( O ir lodes centrs). Plaknē konstruēsim trijstūri CMD; attālumu CD izmēra uz lodes, CM = MD atrod kā regulāra trijstūra ABC (ar malu r) augstumu (skat. 4.5. zīm). Tālāk atzīmējam punktus K un L (trijstūru ABC un ABD centri), kas dala nogriežņus NC un MD attiecībā 1: 2. Velkam perpendikulu pret CM punktā K un perpendikulu pret MD punktā L. Šo perpendikulu krustpunkts ir punkts O. Lodes rādiuss ir nogrieznis OC.
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4.25. Aplūkosim doto izteiksmi a2b + b2c + c2a. Var pierādīt, ka, ja mazākais no skaitļiem a, b, c nav 0, tad dotās izteiksmes vērtību var palielināt. Tātad var uzskatīt, ka a = 0 un b + c =1. Mums ir jāpierāda, ka 

. Uzrakstīsim nevienādību starp vidējo aritmētisko un vidējo ģeometrisko skaitļiem b, b un 2c. Iegūsim



.

Tātad  

, un prasītais pierādīts.
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