Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". 
5. atklātā olimpiāde (1977./78. m.g.)
Atrisinājumi

5.1. Lai skaitlis dalītos ar 3 un 5, tā pēdējam ciparam jābūt 0 vai 5 un ciparu summai jādalās ar 3. Tātad der šādi skaitļi: 42270, 42570, 42870, 42075, 42375, 42675, 42975.
5.2. Nē, nevar. Iegūtā kvadrāta laukums būtu 63 cm2, taču vesela skaitļa kvadrāts nevar būt 63.
5.3. Viens no atrisinājumiem parādīts 5.1. zīmējumā.
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5.4. Katrās 5 minūtēs gliemezis parāpjas 10 cm uz augšu. Tātad 270 cm augstumu tas sasniegs 

 minūtēs. Vēl pēc trim minūtēm tas sasniegs staba augšējo galu. Tas notiks plkst. 14.18.
5.5. Kubam ir 9 simetrijas asis: trīs taisnes, kas iet caur pa pāriem ņemtu pretējo skaldņu centriem, un sešas taisnes, kas iet caur pa pāriem ņemtu pretējo šķautņu viduspunktiem.
5.6. Iegūstam  

,  

, 

.
5.7. Līdzīgu no viena materiāla izgatavotu figūru svari attiecas kā to tilpumi, bet tilpumi -- kā lineāro izmēru trešās pakāpes. Tāpēc, ja modeļa svaru apzīmējam ar x tonnām, tad 

, 

. Tātad modelis sver 20 gramus.
5.8. Pēc dotā AE = AB + BC + CD + DE. Šāda vienādība var izpildīties tikai, ja A, B, C, D, E atrodas uz vienas taisnes tieši šādā secībā. Tāpēc BD = BC + CD = 11cm.
5.9. Ja dotais augstuma garums ir lielāks par pamata garumu vai ir vienāds ar to, atrisinājumu nav. Ja nē, tad konstruējam taisnleņķa trijstūri ABC, kura hipotenūza AB ir vienāda ar konstruējamā trijstūra pamatu, bet katete AC -- ar doto augstumu. AB vidusperpendikula krustpunktu ar taisni BC apzīmējam ar O. Tad AOB ir meklējamais trijstūris.
5.10. 1) Ar vienu jautājumu Andris var aptvert augstākais 6 skaitļus. Tātad būs vismaz viena kartiņa, par kuru Andris nezin neko.  Tātad viņš nevar neko pateikt par visu skaitļu reizinājumu, jo, mainot zīmi šajā kartiņā, mainītos arī visu skaitļu reizinājuma zīme.

2) Apzīmēsim uz kartiņām uzrakstītos skaitļus ar a, b, c, d, e, f, g. Andris uzdod Jānim jautājumus par šādiem reizinājumiem: abc, ade, afg. Šo skaitļu reizinājums




ir vienāds ar visu doto skaitļu reizinājumu, jo a2 = 1.
5.11. Tāda nevienādība ir, piemēram, 

.
5.12. Tā kā 

 un 

, tad 

. Jānoskaidro, kas lielāks: 

 vai 13. Izdarīsim ekvivalentus pārveidojumus.






.

Tātad dotās izteiksmes vērtība atrodas starp skaitļiem 13 un 14.
5.13. Ja pirmais no 10 pēc kārtas ņemtiem skaitļiem ir 1, tad grupā ir četri pirmskaitļi: 2, 3, 5 un 7. Ja pirmais no 10 pēc kārtas ņemtiem skaitļiem ir 2, tad grupā ir pieci pirmskaitļi: 2, 3, 5, 7 un 11. Ja pirmais no 10 pēc kārtas ņemtiem skaitļiem ir lielāks par 2, tad puse no tiem ir pāra skaitļi un tie visi nav pirmskaitļi. Tātad pirmskaitļu ir ne vairāk par pieciem.
5.14. Ar  8 trijstūriem to var izdarīt, piemēram, novelkot visas 10-stūra diagonāles, kas iziet no vienas virsotnes. Tās sadala 10-stūri 8 trijstūros.

Pierādīsim, ka ar mazāku trijstūru skaitu iztikt nevar. Katru 10-stūra virsotni ir jāpārklāj ar trijstūru iekšējiem leņķiem. Tā kā 10-stūra iekšējo leņķu summa ir 

, bet viena trijstūra iekšējo leņķu summa ir 180°, tad pārklāšanā jāizmanto vismaz 8 trijstūri.
5.15. Novietosim lineālu tā, ka viena tā mala iet caur punktu M, bet otra krusto taisni l punktā M1, un novilksim divas taisnes t un t1 gar lineāla malām. Pēc tam novietosim lineālu tā, lai viena mala sakristu ar taisni t, bet otra krustotu l punktā M2, un novilksim taisni t2 gar otru lineāla malu (skat. 5.2. zīm.).

Novietosim tagad lineālu tā, lai tā viena mala ietu caur M, otra -- caur M2, bet malas nesakristu ar taisnēm t un t2, un novilksim taisni t3 caur M2 gar lineāla malu līdz krustpunktam M3 ar taisni t1.

MM3 ir vajadzīgais perpendikuls. Pierādiet to, izmantojot to, ka M ir vienādsānu trijstūra M1M2M3 pamata viduspunkts.
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5.16. Aprēķinām 

. Tātad 

, un (bk) ir aritmētiska progresija ar diferenci 2.
5.17. No taisnleņķa trijstūra AEB (skat. 5.3. zīm.) izriet, ka 

. Līdzīgi 

 . Tā kā trapecē var ievilkt riņķa līniju, tad AB + CD = BC + AD. Tāpēc



.
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5.18. Citi iespējamie kuba virsmas izklājumi, kas sastāv no 6 kvadrātiņiem, parādīti 5.4. zīm.
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5.19. Skaitlis 121 apmierina a) punkta prasību. Tiešām līdzsvarots ir gan skaitlis 1211, gan skaitlis 1212. 

Skaitlis 1213121 kļūst līdzsvarots, ja tam labajā pusē pieraksta jebkuru no cipariem 1, 2, 3.

Skaitlis 121312141213121 kļūst līdzsvarots, ja tam labajā pusē pieraksta jebkuru no cipariem 1, 2, 3, 4.

Beidzot, skaitlis 1213121412131215121312141213121 kļūst līdzsvarots, ja tam labajā pusē pieraksta jebkuru no cipariem 1, 2, 3, 4, 5; tātad tas apmierina b) punkta prasību.

Turpinot šādu konstrukciju, mēs iegūsim skaitli, kurš kļūst līdzsvarots, ja tam labajā pusē pieraksta jebkuru ciparu.
5.20. Tā kā a3 + b3 > 0, tad arī 

. Tātad 

, 

, 

,  

,  ko arī vajadzēja pierādīt.
5.21. Izmantojot funkciju summas, starpības un reizinājuma atvasinājumu formulas, iegūstam 






.
5.22. Izvēlamies trijstūra piramīdas SABC pamata ABC plaknē tādu punktu D, ka ABCD ir paralelograms. Ja projekcijas virziens ir paralēls taisnei SD, tad piramīdas SABC projekcija plaknē ABC būs paralelograms ABCD.
5.23. Koordinātu plaknē uzzīmēsim parabolu y = x2 - 2 un taisnes 

 , 

. Meklējamā punktu kopa ir iezīmētais apgabals (5.5. zīm.).

[image: image5.png]55 zim.




5.24. Pieņemsim, ka pie kaut kādas fiksētas a1 vērtības virknei eksistē galīga robeža 

. Tādā gadījumā




Tas nozīmē, ka 

, no kurienes seko, ka vai nu c = 0, vai nu c = 4. Tātad skaitlis 3 nevar būt virknes robeža. 

Parādīsim, ka virknes robeža var būt gan 0, gan 4.

Tiešām, ja a1 = 0, tad a2 =0, a3 = 0, ... , an = 0, un 

.

Savukārt, ja a1 = 4, tad a2 =4, a3 = 4, ... , an = 4, un 

.
5.25. Atbilde: pavisam iespējami 29 šādi paralēlskaldņi.
5.26. Izdarot ekvivalentus pārveidojumus, iegūstam






.

Ja 

, tad  x = p + 2pn  (n
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Z).

Ja  

, tad, izdalot ar 

, iegūstam  

;

x = - p/2 + pk  (k
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Z).
5.27. a) 

.

b)










.

Pārveidojumos izmantota formula  

.
5.28. Aplūkosim koordinātu sistēmā četrus punktus A(1,0), B(0,1), C(-1,0), D(0,-1). Dotā izteiksme ir attālumu summa no punkta  M(x,y) līdz šiem četriem punktiem. Tātad (MA + MC) + (MB + MD) 
[image: image8.wmf]³

 AC + BD = 4, un vienādība pastāv tad un tikai tad, kad punkts M pieder nogriežņiem AC un BD. Šo nogriežņu krustpunkts ir punkts O(0,0); tātad vienādība izpildās tikai skaitļiem x = 0, y = 0.
5.29. Aprēķini parāda, ka a1 = 1, a2 = a3 =2, a4 = a5 = a6 = 3, a7 = a8 = a9 =a10 = 4.

Pierādīsim, ka katrs naturāls skaitlis m virknē (an) atkārtojas tieši m reizes. Lai to pierādītu, mums ir jāparāda, ka nevienādībai




ir tieši m atrisinājumu naturālos skaitļos n (m -- fiksēts parametrs). Šī nevienādība ir ekvivalenta ar sekojošu nevienādību:



.

Tātad ir jānosaka, cik pāra skaitļu atrodas starp pāra skaitli m(m-1) (neieskaitot) un pāra skaitli m(m+1) (ieskaitot). Tādu skaitļu pavisam ir  

.

Tātad skaitlis 1978 dotajā virknē sastopams 1978 reizes.
5.30. Ar Xy apzīmēsim punktu, kas simetrisks punktam X attiecībā pret Y. 

Iegūtais daudzskaldnis sastāv no šādiem daudzskaldņiem:

a) četrām piramīdām, kas ir vienādas ar sākotnējo (pa vienai pie katras no sākotnējās piramīdas virsotnēm) ; viena no tām ir  ABACADA,

b) četrām nošķeltām piramīdām (pa vienai pie katras no sākotnējās piramīdas skaldnēm); BCDABACAD,

c) sešiem daudzskaldņiem (pa vienam pie katras piramīdas šķautnes); ABCADADBCB.

Aprēķinot  visu šo daudzskaldņu kopīgo tilpumu, iegūstam, ka tas vienāds ar 63V.

Daudzskaldņa ABCADADBCB tilpumu aprēķina, papildinot to ar piramīdu ABACADA līdz prizmai.
5.31. Tā kā  

, tad dotā nevienādība ir ekvivalenta ar nevienādību



.

Ja cosx > 0 un 

,  tad  x 
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 (p/6 + 2pn, p/2 + 2pn),  n
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Z.

Ja cosx < 0 un 

,  tad  x 
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 (

 + 2pn, 

+ 2pn),  n
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Z.
5.32. Apzīmēsim ar  

  l-tās progresijas pirmo n locekļu summu, ar 

 -- l-tās progresijas n-to locekli, ar dl -- l-tās progresijas diferenci. Tad



,



.

Visu k diferenču summa ir 

. Šis skaitlis nav vesela skaitļa kvadrāts, jo k2 < k(k +1) < (k+1)2, bet starp diviem sekojošiem naturālu skaitļu kvadrātiem nevar atrasties naturāla skaitļa kvadrāts.
5.33. Tā kā 16807 = 75, tad  

;



.

Tāpēc doto vienādojumu var pārrakstīt formā



    







.

Atceroties, ka n pozitīvu skaitļu vidējais aritmētiskais vienmēr ir lielāks vai vienāds ar šo pašu n skaitļu vidējo ģeometrisko, un vienādība pastāv tad un tikai tad, kad visi skaitļi savā starpā vienādi, no pēdējās vienādības iegūstam, ka

x5 = y5 = z5 = u5 = 1  un  x = y = z = u = 1.
5.34. Izvēlēsimies plaknē vienu fiksētu punktu O. Visus plaknes punktus sadalīsim divās kopās X un Y. Kopā X iekļausim visus punktus, kuru attālums līdz punktam O ir racionāls skaitlis. Kopā Y iekļausim visus punktus, kuru attālums līdz punktam O ir iracionāls skaitlis. Skaidrs, ka katrs plaknes punkts pieder tieši vienai no šīm kopām. 

Pārbaudiet, ka šīs kopas apmierina uzdevuma nosacījumus.
5.35.  1) Izvēlēsimies trijstūra piramīdu, kuras iekšienē atrodas lodveida planēta. Novietojot katrā piramīdas virsotnē pa punktveida saulei, visa planēta būs pilnīgi apgaismota. Pierādīsim, ka ar trim saulēm nepietiek. Pieņemsim, ka saules atrodas punktos A, B, C, un apskatīsim lodveida planētu S. Novilksim planētai S pieskarplakni, kas paralēla plaknei ABC; no abām šādām plaknēm izvēlēsimies to, kas atrodas tālāk no plaknes ABC. Tad neviena no trim saulēm neapgaismo pieskaršanās punktu. Tātad minimālais punktveida sauļu skaits, kas var apgaismot vienu lodveida planētu, ir 4.

2) Var pierādīt, ka pie jebkura naturāla n var tā novietot n lodveida planētas un 4 punktveida saules, ka visas n planētas ir pilnīgi apgaismotas.
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