Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". 
6. atklātā olimpiāde (1978./79. m.g.)
Atrisinājumi

6.1. Tāds skaitlis ir  999 × 6 = 5994, jo 999 ir lielākais trīsciparu skaitlis.
6.2. Starp pirmo un 10 koku ir 9 atstarpes, tātad attālums starp diviem kokiem ir 

 m. Attālums starp 1. un 100. koku ir  

 m.
6.3. Jāņa pirkuma kopējā cena dalās ar 3, bet 394 ar 3 nedalās. Tātad kasieris ir kļūdījies.
6.4. Jā, var. Viens no iespējamiem veidiem parādīts 6.1. zīm.
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6.5. Viens no iespējamajiem punktu izvietojumiem parādīts 6.2. zīm.
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6.6. x = 3.
6.7. 42171 nav pirmskaitlis, jo tas dalās ar 3 (tā ciparu summa dalās ar 3); 68975 nav pirmskaitlis, jo tas dalās ar 5; 1010101 nav pirmskaitlis, jo tas dalās ar 101.

Skaitlis 683 ir pirmskaitlis; pārbaudām, ka tas nedalās ar 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23; t.i., ar visiem pirmskaitļiem no 2 līdz 23. Ja šis skaitlis dalītos ar kādu pirmskaitli p, kas lielāks par 23 (tātad ne mazāks kā 29), tad tam būtu arī dalītājs 

, bet tādu šim skaitlim nav.
6.8. Visi 6.3. zīm. atzīmētie punkti ir aplūkojamo nogriežņu viduspunkti. Citu punktu nav. Tātad to skaits ir 21.
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6.9. Šāda kopa varētu būt, piemēram, visu tādu punktu (x, y) kopa, kur 

 un 

; x un y -- veseli skaitļi.
6.10. Komandā ir šādi spēlētāji: Andris Alksnis, Andris Bērziņš, Andris Dimants, Andris Egle, Bruno Alksnis, Bruno Bērziņš, Bruno Dimants, Didzis Alksnis, Didzis Bērziņš, Didzis Egle, Ervīns Bērziņš.
6.11. Apzīmēsim melnacaino skolēnu skaitu ar x. Tad zilacaino skolēnu skaits ir 8x, bet brūnacaino skolēnu skaits ir 2x. Iegūstam vienādojumu 8x + 2x + x = 700. No šejienes  

, bet tā nevar būt, jo skolēnu skaits ir vesels skaitlis.
6.12. 10 rūtiņas var iekrāsot, piemēram, tā kā parādīts 6.4. zīm.; 11 rūtiņas tā iekrāsot nevar.
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6.13. Aplūkosim gadījumu, kad nogrieznis AB nav perpendikulārs taisnei t (pretējo gadījumu aplūkojiet patstāvīgi). Šajā gadījumā var uzkonstruēt divus tādus punktus C, kuriem izpildās uzdevuma nosacījumi.

1) Pirmajā gadījumā punktu C konstruējam kā nogriežņa AB un taisnes t krustpunktu.

2) Otrajā gadījumā konstruējam punktu A1, kas ir simetrisks punktam A attiecībā pret taisni t. Punktu C atrodam kā nogriežņa A1B un taisnes t  krustpunktu (ja  punkti A un B atrodas vienādā attālumā no taisnes t, tad šis gadījums izpaliek).

Pierādiet, ka abos gadījumos izpildās prasītā leņķu vienādība.
6.14. Parādīsim, kā  x47 var aprēķināt, izmantojot 8 reizināšanas.
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6.15. Skaitļus var uzrakstīt, piemēram, šādā kārtībā: 1, 5, 3, 7, 2, 6, 4, 8. 
6.16. x 
[image: image6.wmf]Î

 (- 
[image: image7.wmf]¥

, 1] 
[image: image8.wmf]È

 (3, 
[image: image9.wmf]¥

).
6.17. Novērtēsim četrstūra ABCD laukumu (skat. 6.5. zīm.).






 cm2.

Vienādība izpildās, ja  BD 
[image: image10.wmf]^

 AC.
6.18. a) Pieņemsim, ka riņķa līnijas konstruētas uz trijstūra ABC malām AB un AC. Novilksim augstumu AH. Tad trijstūri AHB un AHC pārklāj trijstūri ABC. Punkts H pieder abām riņķa līnijām (teorēma par ievilkto leņķi), tātad divi dotie riņķi pārklāj trijstūrus AHB un AHC, tātad arī trijstūri ABC.

b) Sadalīsim četrstūri ar diagonāli divos trijstūros. Tagad apgalvojums seko no uzdevuma a) punkta, jo katru no trijstūriem pārklāj atbilstošie divi riņķi.

c) Nē, tas neizpildās, piemēram, regulāram piecstūrim.
6.19. Ievērosim, ka pierādāmās identitātes kreisā puse ir vienāda ar



,

bet labā ar



.

Redzam, ka tās sastāv no vieniem un tiem pašiem saskaitāmajiem; tātad tās ir vienādas.
6.20.  Apgalvojums būs pierādīts, ja mēs pierādīsim, ka ne vēlāk kā pēc 999 atņemšanām iegūsim viencipara skaitli. Ievērosim, ka, atņemot no skaitļa, kam ir vairāk par vienu ciparu, tā ciparu summu, šī skaitļa pilno desmitu skaits samazinās. Tiešām, mēs atņemam skaitļa pēdējo ciparu un vēl kādu pozitīvu skaitli. Tā kā sākotnējā skaitļa pilno desmitu skaits nepārsniedz 999, tad apgalvojums pierādīts.
6.21. Apzīmēsim progresijas pirmo locekli ar a, bet kvocientu ar q. Pēc dotā 

, 

. Izdalot otro vienādību ar pirmo, iegūstam q4 = 16, q = ± 2.

Ja q = 2, tad a = 6,  a4 = 48,  a5 = 96, un 

; šī q vērtība neder.

Ja 

, tad a = 6, 

, a5 = 96, un 

; tātad 

der, un progresijas astotais loceklis ir  

.
6.22. Ar  t1, t2 un t3 apzīmēsim taisnes, kuru vienādojumi ir attiecīgi 

, 

 un 

. Tās sadala koordinātu plakni sešos apgabalos. Katrā no apgabaliem izteiksmju 

, 

 un  

 zīmes nemainās, tāpēc prasītā nevienādība vai nu izpildās visā apgabalā, vai neizpildās tajā. Pārbaudot pa vienam punktam no katra apgabala, atrodam vajadzīgos . Tie ir 6.6. zīmējumā iesvītrotie apgabali.
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6.23. Ja taisne y = kx + b krusto parabolu y = x2 punktos M un N, tad krustpunktu abscisas xM un xN atrod no vienādojuma  

, jeb  

. Nogriežņa MN viduspunkta abscisa ir  

 (pēc Vjeta teorēmas), tātad nav atkarīga no koeficienta b. Tā kā paralēlu taišņu vienādojumi 

 un 

 atšķiras tikai ar brīvo locekli, tad abu nogriežņu MN un KL viduspunktu abscisas ir vienādas, un taisne, kas iet caur šiem punktiem ir perpendikulāra Ox asij.
6.24. 

.
6.25. Apzīmēsim  
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AHE = b (skat. 6.7. zīm.). Tad  0 < a < 45°, 0 < b < 45°,  

 un  

; tātad 

. Tā kā 0 < a + b < 90°,  tad  a + b = 45°.
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6.26. (1) Pierādīsim, ka neviens virknes  loceklis nav 1. 

Pirmais loceklis x1 nav 1. Ja  

, tad xk ir kvadrātvienādojuma 

 sakne, bet šim vienādojumam nav sakņu.

(2) Neviens virknes loceklis nav 0.

 x1 nav 0. Pieņemsim, ka xk+1 ir pirmais loceklis, kas ir vienāds ar 0. Tad 

. Tā kā xk 
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 0, tad xk =1, bet tas ir pretrunā ar (1).

(3) Dotā virkne ir dilstoša.

Tā kā xk 
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 0, tad 

.

(4) Visi virknes locekļi ir pozitīvi.

Jau pierādīts, ka neviens virknes loceklis nav 0. Pieņemsim, ka xk ir pirmais negatīvais virknes loceklis; tad k > 1 un xk-1 > 0. Tā kā dotā virkne ir dilstoša, tad 

. Taču tādā gadījumā 

, un iegūta pretruna.

(5) Tā kā dotā virkne ir dilstoša un ierobežota no apakšas, tad tai eksistē robeža pēc Veijerštrassa teorēmas.

(6) Apzīmēsim 

; tad



,  c2 = 0,  c = 0.
6.27. Konstrukcijas gaita (skat. 6.8. zīm).

1) Atrodam taišņu AN un EH krustpunktu K.

2) Atrodam taišņu KM un HG krustpunktu L.

3) Caur M velkam taisni paralēli AN līdz krustpunktam S ar taisni BF.

Piecstūris ASMLN ir meklējamais šķēlums.
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6.28. Apzīmēsim punkta M koordinātes ar x0 un y0; 

. Pieskares t vienādojums ir  

, jeb  

. Pieskares krustpunktu ar asi Ox atrod, ievietojot pieskares vienādojumā y = 0. Iegūstam 

. Tātad punkta B koordinātes ir (2x0, 0). Līdzīgi, ievietojot vienādojumā 

, atrodam punkta A koordinātes (0, 

). Tātad 

, un, protams, nogriežņi AM un MB ir vienādi.
6.29. Pieņemsim, ka M ir tāds skaitlis, dalīšanās ar kuru nav atkarīga no dalāmā ciparu kārtības.

1) M nedalās ar 2. Starp skaitļiem Mk var atrast skaitli, kura pirmais cipars ir 1. Pārliekot to uz skaitļa beigām, iegūsim skaitli, kurš nedalās ar 2, tātad nedalās ar M; skaitlim M prasītā īpašība neizpildās.

Pareizinot nepāra skaitli ar k var iegūt skaitli kM, kura pēdējais cipars ir 1 (pārbaudiet to). Skaitlis 

=

 dalās ar M. Tātad arī skaitlim 

 jādalās ar M. Arī šo skaitļu starpībai -- skaitlim 9 ir jādalās ar M. Tātad M var būt 9, 3 vai 1.
6.30. Apskatīsim jebkuru izliektu 32-stūri A1A2...A32, kura virsotnes atrodas rūtiņu virsotnēs. Aplūkosim vektorus 

, 

, ... , 

, 

. Tā kā apskatāmais daudzstūris ir izliekts, tad visi šie vektori ir dažādi, un starp tiem nav paralēlu vienādi vērstu vektoru. Atliksim visus šos vektorus no vienas rūtiņas virsotnes O; to galapunktiem jānonāk atšķirīgās virsotnēs. 6.9. zīm. parādīts, kādiem jābūt šiem vektoriem, lai to garumu summa būtu vismazākā (izmantoti visi īsākie vektori). To garumu summa, un tātad minimālais 32-stūra perimetrs ir 

. Ievērosim, ka šo vektoru summa ir 0. tātad tie kalpo par izliekta 32-stūra malu vektoriem.
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6.31. 






 EMBED Equation.2  



.
6.32. Meklējamais laukums ir  p/3 +1

.
6.33. Tā kā 

, tad 

, un x = cosy > 0. Līdzīgi pierāda, ka y > 0. Tātad esam pierādījuši, ka 0 < x 
[image: image19.wmf]£

 1 un 0 < y 
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 1. Pieņemsim pretējo, ka x
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y, piemēram, x > y. Tad 

, jeb



,

bet tas ir pretrunā ar zināmo nevienādību  sinx 
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 x, ja  x 
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 0. Apgalvojums pierādīts.
6.34. Nē, ne vienmēr. Izvēlēsimies regulāru ārējo piramīdu ABCD, kuras pamata malas AB, AC, BC ir ļoti mazas salīdzinot ar sānu šķautnēm. Punktu M izvēlēsimies uz šķautnes CD ļoti tuvu punktam D.  Tad iekšējās piramīdas ABMD šķautņu garumu summa būs lielāka par ārējās piramīdas ABCD šķautņu garumu summu.
6.35. Aplūkosim kādu pilsētu A. Ir ne vairāk kā 3 pilsētas, uz kurām no A var aizlidot bez pārsēšanās. Noskaidrosim, cik var būt tādu pilsētu, uz kurām no A var aizlidot  ar vienu pārsēšanos. Tādu ir ne vairāk kā 3 × 2 = 6, jo no katras pilsētas, kurās mēs ielidojam no A ne vairāk kā 2 reisi ved uz citām pilsētām ( viens reiss ved uz A). Tātad kopējais pilsētu skaits valstī nepārsniedz 1 + 3 + 6 = 10. Zīmējumā 6.10. redzams, ka valstī var būt 10 pilsētas tā, lai uzdevuma nosacījumi izpildītos.
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6.36. Pakāpeniski pārveidojot vienādojumu, iegūstam



,






,




x = p/8 + p × n / 4,  n 
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 Z;     x = ± 2p / 3 + 2pn,  n 
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 Z.
6.37. Vienādojumam ir divi atrisinājumi x = 2 un x = 4, ja x > 0, un viens atrisinājums, ja x 
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 0.
6.38. Katru trijstūri, kura virsotnes atrodas rūtiņu virsotnēs, var iekļaut mazākajā taisnstūrī, kura malas iet pa rūtiņu līnijām. Visos gadījumos trijstūra laukums ir starpība starp taisnstūra laukumu (veselu skaitli) un vairāku taisnleņķa trijstūru laukumiem, kuru katetes iet pa rūtiņu līnijām un kuru garumi ir veseli skaitļi. Šādu trijstūru laukumi ir  veseli skaitļi, dalīti ar 2. Tātad arī aplūkojamā trijstūra laukums ir vesels skaitlis, dalīts ar 2, un tas nevar būt vienāds ar 

. Mazākais tāda trijstūra laukums var būt 

, un šādu trijstūri ir viegli konstruēt.
6.39 Pieņemsim pretējo, ka neviens no skaitļiem a1, a2, ... , an nav pirmskaitlis. Tad katrs no šiem skaitļiem satur vismaz 2 pirmreizinātājus (varbūt arī vienādus), turklāt atšķirīgi skaitļi satur atšķirīgus pirmreizinātājus. Katram skaitlim ai  piekārtosim tā mazāko pirmreizinātāju bi. Tad 

, tātad bi < 2n-1, un visi pirmskaitļi bi ir dažādi. Taču ir ne vairāk kā n -1 pirmskaitļu, kas mazāki par 2n - 1, jo visi pirmskaitļi, izņemot 2, ir nepāra skaitļi. Iegūta pretruna, kas pierāda, ka uzdevuma apgalvojums ir patiess.
6.40.  Izmantojot līdzīgus trijstūrus vispirms pierādiet uzdevuma analogu plaknē.

Dots trijstūris ar malu garumiem a, b, c. Caur punktu O tā iekšpusē novilktas taisnes paralēli trijstūra malām. Šo taišņu nogriežņu garumus trijstūra iekšpusē apzīmēsim ar la, lb, lc. Pierādīt, ka 

.
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