Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". Zīmējumu numerācija saglabāta kā grāmatā.

6. ATKLĀTĀ OLIMPIĀDE 4.-11. klasei (1978./79. m.g.)

4. klase

6.1. Atrast lielāko veselo četrzīmju skaitli, kas dalās ar 6 un dalījumā dod trīszīmju skaitli.

6.2. Gar taisnu ceļu vienādos attālumos cits no cita aug koki. Attālums no 1. līdz 10. kokam ir 10 metru. Cik liels ir attālums no 1. līdz 100. kokam?

6.3. Pašapkalpošanās veikalā Jānis no stenda paņēma krāsu komplektu par 1 rbl. 16 kap., papīru par 40 kap., kā arī 6 vienādus zīmuļus, kuru cena mums nav zināma (katrs zīmulis maksā veselu skaitu kapeiku). Kasieris pieprasīja no zēna 3 rbļ. 94 kap. Noskaidrojiet, vai viņš nav kļūdījies.

6.4. Vai kvadrātu, kas sastāv no 4x4 rūtiņām, var sagriezt gabalos tā, lai izveidotos viena figūra 

 un piecas figūras 

?

6.5. Atzīmēt plaknē sešus punktus tā, lai būtu iespējams novilkt 12 nogriežņus, kuru galapunkti ir atzīmētajos punktos un kuriem nav citu kopīgu punktu kā galapunkti.

5. klase

6.6. Atrisināt vienādojumu
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6.7. Noskaidrot, kuri no skaitļiem 42171, 68975, 683, 1010101 ir pirmskaitļi, kuri nav.

6.8. Koordinātu plaknē atzīmēti punkti A(0;0), B(0;1), C(0;2), D(1;0), E(1;1), F(1;2), G(2;0), H(2;1), I(2;2). Katram nogrieznim, kas savieno divus no šiem punktiem, konstruēts viduspunkts. Cik dažādu viduspunktu ir konstruēti?

6.9. Attēlot koordinātu plaknē punktu kopu M, kas sastāv no 20 punktiem un apmierina šādas īpašības:

a) M 
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 M1 sastāv no 24 punktiem; šeit M1 ir punktu kopa, kas iegūta, paralēli pārnesot kopu M par 1 vienību pa labi;

b) M 
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 M2 sastāv no 25 punktiem; šeit M2 ir punktu kopa, kas iegūta, paralēli pārnesot kopu M par 1 vienību uz augšu.

6.10. Futbolkomandā ir 11 spēlētāju. Trijiem no tiem ir uzvārds Alksnis, četriem Bērziņš, diviem Dimants un diviem Egle. Četriem ir vārds Andris, trim Bruno, trim Didzis un vienam Ervīns. Vārtsargu sauc Didzis Egle. Komandā nav divu spēlētāju, kam sakristu gan vārdi, gan uzvārdi. Kā sauc pārējos spēlētājus?

6. klase

6.11. Skolā zilacainu skolēnu skaits attiecas pret brūnacainu skolēnu skaitu kā 4:1, bet zilacainu skolēnu skaits attiecas pret melnacainu skolēnu skaitu kā 8:1. Skolēnu ar citu acu krāsu skolā nav. Vai iespējams, ka skolā ir 700 skolēnu?

6.12. Kvadrātā, kura izmēri ir 4×4 rūtiņas, iekrāsot 10 rūtiņas tā, lai iekrāsotajai figūrai būtu simetrijas centrs. Vai iespējams šajā kvadrātā iekrāsot 11 rūtiņas tā, lai iekrāsotajai figūrai būtu simetrijas centrs?

6.13. Dota taisne t un punkti A un B dažādās pusēs no tās. Izmantojot cirkuli un lineālu, konstruēt uz taisnes t tādu punktu C, lai stari CA un CB veidotu vienādus leņķus ar taisni t.

6.14. Ja dota x vērtība, tad x5 vērtību var aprēķināt, izmantojot četras reizināšanas: x × x = x2, x2 × x = x3, x3 × x = x4, x4 × x = x5. Tomēr to pašu var izdarīt, izmantojot tikai trīs reizināšanas: x × x = x2, x2 × x2 = x4, x4 × x = x5. Pacenšaties atrast pēc iespējas mazāku reizināšanu skaitu, ar kuru palīdzību var aprēķināt x47, ja dota x vērtība. (Aizliegts lietot dalīšanas un kāpināšanas operācijas.)

6.15. Uzrakstīt skaitļus 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 rindā tādā kārtībā, lai nekādu divu uzrakstīto skaitļu a un b summas puse nebūtu vienāda ne ar vienu skaitli, kas rindā uzrakstīts starp a un b.

7. klase

6.16. Atrisināt nevienādību 
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6.17. Četrstūra diagonāļu garumi ir 8 un 10 cm. Kāds ir lielākais iespējamais šī četrstūra laukums?

6.18. a) Uz divām trijstūra malām kā uz diametriem konstruētas riņķa līnijas. Pierādīt, ka nav neviena trijstūra punkta, kas atrastos ārpus abām riņķa līnijām;

b) uz katras četrstūra malas kā uz diametra konstruēta riņķa līnija. Pierādīt, ka nav neviena četrstūra punkta, kas atrastos ārpus visām četrām riņķa līnijām;

c) vai līdzīgu apgalvojumu var pierādīt par jebkuru piecstūri?

6.19. Pierādīt identitāti:
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6.20. No vesela pozitīva četrciparu skaitļa atņēma tā ciparu summu, no rezultāta atkal atņēma šī skaitļa ciparu summu, no iegūtā rezultāta -- tāpat, utt. Pierādīt, ka pēc 1000 atņemšanām iegūstam 0.

8. klase

6.21. Ģeometriskās progresijas trešais loceklis ir 24, septītais loceklis ir 384, bet ceturtā un piektā locekļa summa ir 48. Aprēķināt progresijas astoto locekli.

6.22. Attēlot koordinātu plaknē Oxy to punktu (x, y) kopu, kas apmierina nevienādību (x + 1 - y)(x + 1 + y)(x - 1 + y) > 0.

6.23. Funkcijas y = x2 grafiku krusto divas paralēlas taisnes. Pirmā taisne krusto parabolu punktos M un N, otrā -- punktos K un L. Pierādīt, ka taisne, kas iet caur nogriežņu MN un KL viduspunktiem, ir perpendikulāra Ox asij.

6.24. Pierādīt, ka 3111 < 1714.

6.25. Dots, ka AEFB, BFGC, CGHD ir kvadrāti (skat. 4. zīm.). Pierādīt, ka 
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9. klase

6.26. Skaitļu virknē (xn) pirmais loceklis 
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, bet katru nākamo locekli aprēķina pēc formulas 
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 1. Pierādīt, ka

1) (xn) ir dilstoša virkne;

2) visi tās locekļi ir pozitīvi;

3) eksistē 
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6.27. Konstruēt kuba šķēlumu ar plakni, kas iet caur trim dotajiem punktiem uz kuba šķautnēm (skat. 5. zīm.).
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6.28. Apskatām taisni t, kas pieskaras funkcijas 
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 grafikam punktā M (M atrodas I kvadrantā). Pieņemsim, ka t krusto koordinātu asis punktos A un B. Pierādīt, ka MA = MB.

6.29. Kā zināms, lai noskaidrotu, vai skaitlis N dalās ar 3 vai ar 9, nav svarīga skaitļa N ciparu kārtība, bet tikai šo ciparu summa. Vai ir vēl kādi citi naturāli skaitļi bez 3 un 9, dalīšanās ar kuriem nav atkarīga no dalāmā ciparu kārtības? Kādi tie ir?

6.30. Apskatām rūtiņu lapu. Rūtiņas malas garums ir 1. Atrast minimālo perimetru izliektam 32-stūrim, kura virsotnes atrodas rūtiņu virsotnēs.

10. klase

6.31. Pierādīt identitāti cos2 x - cos2 2x - cos2 3x + cos2 4x = - 2sin x sin 2x cos5x.

6.32. Kvadrāta malas garums ir 1. Konstruēti četri riņķi ar centriem kvadrāta virsotnēs un rādiusu garumiem 1. Aprēķināt šo riņķu kopējās daļas laukumu.

6.33. Dots, ka cos x = y un cos y = x. Pierādīt, ka 

1) x > 0 un y > 0; 

2) x = y.

6.34. Viena trijstūra piramīda atrodas otras iekšpusē. Vai iekšējās piramīdas šķautņu garumu summa vienmēr ir mazāka nekā ārējās piramīdas šķautņu garumu summa?

6.35. Kādā valstī ir vairākas pilsētas. Katra pilsēta savienota ar dažām citām ar abpusējiem aviosakariem (ja ir reiss no A uz B, tad ir arī reiss no B uz A). Turklāt 1) no katras pilsētas bez pārsēšanās var aizlidot ne vairāk kā uz trim citām pilsētām;

2) no katras pilsētas uz katru var aizlidot vai nu bez pārsēšanās, vai izdarot vienu pārsēšanos.

Pierādīt, ka šajā valstī nav vairāk kā 10 pilsētu. Vai var būt, ka tajā ir 10 pilsētas?

11. klase

6.36. Atrisināt vienādojumu sin4 x +sin4 2x + sin4 3x = cos4 x + cos4 2x + cos4 3x.

6.37. Atrisināt vienādojumu x2 = 2x, ja x > 0. Cik tam ir atrisinājumu, ja x 
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 0?

6.38. Dota rūtiņu papīra lapa, kuras rūtiņas malas garums ir 1. Aplūkojam trijstūri, kura virsotnes atrodas rūtiņu virsotnēs.

1) Vai šī trijstūra laukums var būt 
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2) Kāds ir mazākais iespējamais šāda trijstūra laukums?

6.39. Naturāliem skaitļiem a1, a2,... an pa pāriem nav kopīgu dalītāju, kas lielāki nekā 1; visi skaitļi a1, a2,... an ir lielāki par 1 un mazāki par (2n - 1)2. Pierādīt, ka vismaz viens no tiem ir pirmskaitlis.

6.40. Trijstūra piramīdas iekšpusē ņemts punkts O. Caur O paralēli katrai piramīdas šķautnei vilkta taisne. Aplūkosim šo taišņu nogriežņus, kas atrodas piramīdas iekšpusē un katra šāda nogriežņa garuma attiecību pret tam paralēlās šķautnes garumu. Pierādīt, ka visu sešu šādu attiecību summa ir 3.
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