Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". 
7. atklātā olimpiāde (1979./80. m.g.)
Atrisinājumi

7.1. Reizinot 29 ar visiem cipariem pēc kārtas, redzam, ka tikai 29 reizinājumā ar 9 pēdējais cipars ir 1. Tātad dalījuma pēdējais cipars ir 1. Tā kā 29 × 9 = 261, tad skaitlis 261261 dalās ar 29. Dalījums ir 9009.
7.2. Paralēlskaldnis sastāv no 

kubiņiem. Noņemot visus nokrāsotos kubiņus (katras skaldnes virsējo kārtu), iegūsim paralēlskaldni, kas sastāv no 

 kubiņiem. Tātad nokrāsoto kubiņu ir 

.
7.3. Apzīmēsim X kluba biedru skaitu, kas zina valodu X, bet ar  

 -- biedru skaitu, kas nezina valodu X. Piemēram, 

 norāda biedru skaitu, kas zina tikai angļu valodu.

Dots, ka 

,  

,  

, 

, 

. No vienādības  




iegūstam, ka 

. Līdzīgi, aplūkojot visus vācu valodas pratējus, atrodam, ka 

. Tagad aplūkosim visus angļu valodas pratējus:



.

Redzam, biedru skaits, kas zina tikai angļu valodu 

 ir 

.
7.4. Summā skaitli 999 iegūt nevar. Ja doto skaitli apzīmēsim ar 

, bet skaitli ar pārkārtotajiem cipariem ar 

, tad izpildās vienādības c + z = b + y = a + x = 9. Saskaitot šīs vienādības, iegūsim 

, jo x, y, z ir tie paši cipari a, b, c, tikai ņemti citā secībā. Bet tā ir pretruna, jo 27 ir nepāra skaitlis.

Skaitli 9999 var iegūt, piemēram šādi: 3456 + 6543 = 9999.
7.5. Divus prožektorus A un B, kas atrodas ceļa vienā pusē, pagriezīsim tā, kā parādīts 7.1. zīmējumā. Tad visa lauka daļa, kas atrodas ceļa pretējā pusē būs apgaismota. Ar pārējiem diviem prožektoriem līdzīgi apgaismosim otru lauka pusi.
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7.6. Ja naturālu skaitļu kopas  M = {9123, 9124, ... , 11562, 11563} katram skaitlim labajā pusē pieraksta 6 ciparus, kas vienādi ar šī skaitļa pēdējo ciparu (piemēram, 9123 
[image: image2.wmf]®

 9123333333), tad iegūst visus prasītos veselos skaitļus. Tātad šādu skaitļu pavisam ir 

.

7.7. To var izdarīt daudzos veidos; piemēram, kā parādīts 7.2. zīm.
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7.8. Viens no iespējamiem variantiem parādīts 7.3. zīmējumā.
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7.9. Otrais spēlētājs to noteikti var panākt. Viņam jārīkojas sekojoši: katrā gājiena jāņem tās krāsas lodīte, kādu pirms viņa paņēma pirmais spēlētājs, un jāievieto kuba virsotnē, kas ir diametrāli pretēja virsotnei, kurā šīs pašas krāsas lodīti ievietoja pirmais spēlētājs. Jāatzīmē, ka to vienmēr varēs izdarīt.
7.10. Andra norādītā monēta ir jāatliek malā, bet atlikušās 100 jānovieto pa 50 uz katra no svaru kausiem. Ja svaru starpība ir pāra skaitlis, tad norādītā monēta ir īsta, ja nepāra skaitlis, tad -- viltota. Pamatojiet to !
7.11. Piemēram, 

.
7.12. Ņemsim četrus skaitļus 

 Protams, jebkuru šīs kopas skaitļu summa dalās ar to skaitu, jo šie skaitļi ir vienādi. Tikai uzdevumā bija prasīti dažādi skaitļi. Tā kā skaitļu skaits var būt 1, 2, 3 vai 4, un 12 dalās ar visiem šiem skaitļiem, tad, pieskaitot jebkuram no sākotnējiem skaitļiem skaitļa 12 daudzkārtni, prasītā īpašība saglabāsies. Tāpēc mēs varam izvēlēties, piemēram, šādus skaitļus: 1, 13, 25, 37.
7.13. Uzvar otrais spēlētājs. Katru reizi, kad pirmais spēlētājs iekrāso kādu rūtiņu A, otrais iekrāso rūtiņu, kas ir simetriska rūtiņai A attiecībā pret kvadrāta centru.

Ja kvadrāta izmēri ir 9×9, tad uzvar pirmais spēlētājs, vispirms iekrāsojot centrālo rūtiņu, bet pēc tam spēlējot tāpat (simetriski pret centru) kā pirmajā gadījumā otrais spēlētājs.
7.14. Iegūtā izteiksme sadalīsies reizinātājos (x+a)(x+b), ja iegūtajam polinomam 

 būs divas veselas saknes. Rīkosimies tā, lai viena no saknēm būtu 

.  Tādā gadījumā jāizpildās vienādībai 

, jeb 

. Tātad, ja pirmais spēlētājs ieraksta pirmās zvaigznītes vietā skaitli n, tad otrais ieraksta otrās zvaigznītes vietā skaitli 

; ja pirmais spēlētājs ieraksta otrās zvaigznītes vietā skaitli m, tad otrais ieraksta pirmās zvaigznītes vietā skaitli m +1. Rezultātā abos gadījumos iegūstam polinomu 

, kuru var sadalīt reizinātājos 

.
7.15. Ja plaknē jau novilktas n taisnes, tad, velkot jaunu taisni, tā krustojas ar ne vairāk kā n taisnēm, tātad sadala divos apgabalos ne vairāk kā n + 1 no iepriekšējiem apgabaliem; t.i., palielina apgabalu skaitu ne vairāk kā par n + 1.

Viena taisne sadala plakni 2 apgabalos, otrā taisne palielina apgabalu skaitu lielākais par 2, trešā -- par 3, ... , desmitā -- par 10. Tātad lielākais iespējamais apgabalu skaits ir 2 + 2 + 3 + 4 + ...+ 10 = 56. Tāds skaits ir iespējams, ja, vilksim katru nākošo taisni tā, lai tā  krustotos ar visām iepriekšējām dažādos punktos.
7.16. No teorēmas par nogriežņa vidusperpendikulu seko, ka 



; tātad punkts O pieder nogriežņa AD vidusperpendikulam.
7.17. Vilksim taisni caur punktu E paralēli AB līdz tās krustpunktam ar taisni BC. Tad ABKE ir paralelograms, un trijstūri ABE un KEB ir vienādi. Tā kā trijstūru ABE un BCE perimetri ir vienādi, tad vienādi ir arī trijstūru BKE un BCE perimetri. No šejienes seko, ka KC + CE = KE, ja K pieder nogrieznim BC, vai CK + KE = CE, ja C pieder nogrieznim BK. Abos gadījumos iegūta pretruna ar trijstūra nevienādību trijstūrim KCE. Tātad punkts K sakrīt  ar punktu C, un EC || AB. Līdzīgi pierāda, ka EB || DC. Redzam, ka ABCE un EBCD ir paralelogrami; tātad 

.
7.18. No 5 cipariem var izveidot 20 dažādus pārus, kuros abi cipari ir dažādi. Ja uzrakstītais skaitlis saturētu vairāk par 21 ciparu, tad tas saturētu vairāk par 20 blakusstāvošu ciparu pāriem, un starp tiem būtu vienādi.

21-ciparu skaitlis, kas apmierina uzdevuma nosacījumus ir, piemēram, šāds:

121314152324253435451.
7.19. No otrās nevienādības seko, ka 

. Tātad 



,  

,  

;



,   

,  

.

Tātad b var pieņemt vērtības 48, 49, 50, 51, 52. Ievietojot, šīs b vērtības nevienādībā 

, iegūstam divus atrisinājumus veselos skaitļos: 

  un  

. Pārbaude parāda, ka šie skaitļu pāri apmierina visas dotās nevienādības.
7.20. Tā kā kopai S pieder skaitļi 10, - 1 un 

, tad tai pieder arī skaitlis 



, un arī skaitlis



.
7.21. Apzīmēsim ar an (bn, cn) to n-ciparu skaitļu skaitu, kuriem izpildās uzdevuma nosacījumi un kas sākas ar ciparu 1 ( 2, 3). Šādu skaitļu kopas apzīmēsim attiecīgi ar An, Bn, Cn. Katru kopas An+1 elementu iegūst no kopas An vai Bn, pierakstot tam priekšā ciparu 1. Tāpēc 

. Līdzīgi pierāda sakarības 

 un  

. Izmantojot šīs sakarības un to, ka 

, pakāpeniski aizpildām tabulu:
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Tātad trīsciparu skaitļu skaits, kas apmierina uzdevuma nosacījumus, ir 

, bet sešciparu skaitļu skaits ir  

.
7.22. Viegli redzēt, ka četrstūri ABMF un BCNA ir vienādi. Atņemot no to laukumiem to kopīgās daļas ABMO laukumu, iegūstam prasīto vienādību.
7.23. Caur katru riņķa līnijas centru O1 un O2 novelkam taisni, paralēlu tai leņķa malai, kura pieskaras šim riņķim. Šo taišņu krustpunkts M ir meklētais. Tiešām, leņķa O1AO2 malas ir paralēlas dotā fiksētā leņķa malām, tātad 
[image: image6.wmf]Ð

O1AO2 = a (a -- dotā leņķa lielums). Atliek atcerēties, ka punkti, no kuriem dotais nogrieznis O1O2 redzams konstantā leņķi, ir divu loku apvienojums.
7.24. Ja vienādojumam f(x)=x nav atrisinājumu, tad vai nu visiem x izpildās nevienādība f(x) > 0, vai f(x) < 0 (izmantojam to, ka funkcija f(x) - x ir nepārtraukta). Aplūkosim pirmo gadījumu. Tad 

 visiem x, un vienādojumam 

 atrisinājumu nav. Līdzīgi aplūko otro gadījumu.
7.25. Var pārbaudīt, ka 

.
7.26. Lemma. Ja divu skaitļu summa ir konstanta, tad to reizinājums ir jo lielāks, jo to starpības modulis ir mazāks.

Apgalvojums seko no vienādības  

.

Tātad a) gadījumā jāizvēlas skaitļi 44 un 45; to starpības modulis ir mazākais iespējamais; b) gadījumā jāizvēlas skaitļi 33, 33 un 33, jo, izvēloties jebkurus citus trīs skaitļus, atrastos divi, kuru starpība ir lielāka par 1. Tad, palielinot par 1 mazāko no tiem un pamazinot par 1 lielāko, skaitļu reizinājums palielinātos.
7.27. Jā, var. 7.4. zīmējumā attēlota atbilde uz abiem jautājumiem.
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7.28. 1) Ja eksistē  

, tad



,  

,  

.

2) Robežas eksistence seko no tā, ka virkne ir monotona un ierobežota.
7.30. Pieņemam pretējo, ka izmetot jebkuru kolonu, tabulā atradīsies divas vienādas rindiņas. Tā kā kolonu skaits ir n, tad no atbilstošo rindiņu pāriem var izveidot šādu ciklu: rindiņas r1 un r2 atšķiras tikai kolonā k1, rindiņas r2 un r3 atšķiras tikai kolonā k2, ... , rindiņas rm un r1 atšķiras tikai kolonā km. Tas nozīmē, ka kolonā km  šādās rindiņās ir ierakstīti vienādi burti: rindiņās r1 un r2, rindiņās r2 un r3, ... , rindiņās rm-1 un rm. Tātad kolonā km rindiņās rm un r1 ir ierakstīti vienādi burti, bet tas ir pretrunā ar to, ka rindiņas rm un r1 atšķiras tikai kolonā km. Apgalvojums pierādīts.
7.31. Ierakstot pēdējās zvaigznītes vietā 0, pirmais spēlētājs nodrošina reizinātāja 

 eksistenci. Mēs iegūstam izteiksmi 

. Tālāk pirmajam spēlētājam jārīkojas tā, kā rīkojās otrais spēlētājs 7.14. uzdevuma atrisinājumā.
7.32. 

.
7.33. Nē, tādas piramīdas nav. Aplūkosim taisni, kas perpendikulāra piramīdas ABCO pamata plaknei O un visus vektorus noprojicēsim uz šo taisni. Tad pamata plaknes vektoru projekcijas būs nulles vektori, bet vektori, kas atbilst šķautnēm AO, BO, CO, projicēsies par vienāda garuma vektoriem uz taisnes. Skaidrs, ka trīs vienāda garuma vektori uz taisnes summā nevar dot nulles vektoru. Ja vektoru projekciju summa nav nulles vektors, tad arī pašu vektoru summa nav nulles vektors.
7.34. Pierādīsim, ka mazākais iespējamais jautājumu skaits ir 6. 

Vispirms parādīsim, kā to izdarīt ar 6 jautājumiem. Atzīmēsim, ka Jānim pietiek noskaidrot, kādi skaitļi ierakstīti katrā kolonā un katrā rindiņā; tad katrā rūtiņā atrastos vienīgais skaitlis, kas atrodas gan tajā rindiņā, gan tajā kolonā, kas satur norādīto rūtiņu. Parādīsim, kā ar 3 jautājumiem noskaidrot, kādi skaitļi ierakstīti  katrā rindiņā (protams, ar kolonām var rīkoties līdzīgi).

Ar pirmo jautājumu Jānis noskaidro, kādi skaitļi ierakstīti 1., 2., 3. un 4. rindiņā; ar otro -- 1., 2., 5. un 6. rindiņā; ar trešo -- 1., 3., 5. un 7. rindiņā. Tagad Jānim ir skaidrs skaitļu izvietojums pa rindiņām. Piemēram, pirmajā rindiņā atrodas skaitļi, kas pieder visām nosauktajām grupām, otrajā -- kas pieder pirmajai un otrai grupai, bet nepieder trešajai grupai, u.t.t.

Tagad pierādīsim, ka ar 5 jautājumiem nepietiek. Katra rūtiņa var vai nu piederēt rūtiņu grupai, par kuru uzdots jautājums, vai nu nepiederēt tai. Tā kā uzdoti 5 jautājumi, tad katrai rūtiņai ir iespējami 25 = 32 dažādi stāvokļi attiecībā uz piederību jautājumu rūtiņu kopām. Tā kā rūtiņu ir pavisam 64, tad noteikti atradīsies divas rūtiņas, kuras katrai jautājuma kopai pieder vai nepieder vienlaicīgi. Tādā gadījumā, samainot skaitļus, kas ierakstīti šajās rūtiņās, vietām, Andra atbildes nemainīsies, un Jānis precīzi noskaidrot situāciju nevarēs.
7.35. Aplūkojot taisnleņķa trijstūri ar hipotenūzu 1 un leņķi a, secinām, ka visiem 0 < a < 90° izpildās nevienādība  cosa + sina > 1. Tāpēc

(cosa1 + cosa2 + ... + cosa1) + (sina1 + sina2 + ... + sina1) > n .      (*)

No nevienādības  cosa 
[image: image8.wmf]£

 1seko, ka

(1 + cosa1) + (1 + cosa2) + ... + (1 + cosan) 
[image: image9.wmf]£

 2n, 

bet, ņemot vērā, ka kreisās puses izteiksme ir nepāra skaitlis, iegūstam nevienādību

(1 + cosa1) + (1 + cosa2) + ... + (1 + cosan) 
[image: image10.wmf]£

 2n - 1.

Tātad  cosa1 + cosa2 + ... + cosan 
[image: image11.wmf]£

 n - 1.         (**)

Atņemot no nevienādības (*) nevienādību (**), iegūsim prasīto.
7.36. Der, piemēram, nevienādība



.

7.37. Pārveidojot, iegūstam






.

x = 2pn - 1,  n 
[image: image12.wmf]Î

 Z;   x = 2pk,  k 
[image: image13.wmf]Î

 Z.
7.38. Izvēlēsimies uz taisnes t punktu A un novilksim no tā perpendikulu AB pret skaldni Q. No B novilksim perpendikulu BC pret l skaldnē Q. Taišņu t un l krustpunktu apzīmēsim ar D. Pēc triju perpendikulu teorēmas DC 
[image: image14.wmf]^

 CA. Apzīmēsim AB = h; tad 

, 

, 

 un 


. Tāpēc meklējamais leņķis ir 

.
7.39. Viena no funkcijām, kas apmierina uzdevuma nosacījumus, ir f(x) = x. Pierādīsim, ka citu tādu funkciju nav.

Pieņemsim, ka f(x) ir cita funkcija, kas apmierina uzdevuma nosacījumus. Tad vai nu eksistē tāds x0, ka x0 < f(x0), vai arī eksistē tāds x0, ka x0 > f(x0). Pirmajā gadījumā izvēlēsimies skaitli a tā, ka 

. To var izdarīt, piemēram, ņemot par a + 100 mazāko no skaitļiem x0 + 1 un 

. Tad 

, bet nevienādība f(x0) < a + 100 neizpildās; tas ir pretrunā ar uzdevuma nosacījumiem. Līdzīgi aplūko otru gadījumu.
7.40. Virknes bn locekļi pieņem visas vērtības no kopas {0, 1, 3, 4, 5, 6, 7, 9}.

Virkne ir periodiska ar perioda garumu 20, un tas sastāv no cipariem  

7, 6, 5, 6, 3, 6, 9, 0, 1, 6, 3, 6, 5, 6, 7, 6, 9, 0, 1, 6.
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