Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". Zīmējumu numerācija saglabāta kā grāmatā.

7. ATKLĀTĀ OLIMPIĀDE 4.-11. klasei (1979./80. m.g.)

4. klase

7.1. Ir uzrakstīts sešciparu skaitlis, kura pēdējie trīs cipari ir 261. Zināms, ka tas dalās ar 29; 

a) kāds ir dalījuma pēdējais cipars? 

b) atrodiet kaut vienu tādu sešciparu skaitli, kas apmierina uzdevuma nosacījumus.

7.2. Taisnstūra paralēlskaldnis ar izmēriem 5 cm × 6 cm × 8 cm salikts no baltiem kubiņiem, kuru izmēri ir 1 cm × 1 cm × 1 cm. Paralēlskaldņa ārpuse nokrāsota melnā krāsā. Cik ir tādu kubiņu, kuriem kaut viena skaldne nokrāsota melna?

7.3. Starp ceļotāju kluba biedriem ir 50 tādi, kas zina angļu valodu, 50 tādi, kas zina vācu valodu, un 50 tādi, kas zina spāņu valodu. No šiem cilvēkiem ir 18 tādi, kas zina tikai vācu valodu, un 14 tādi, kas zina tikai spāņu valodu, 12 biedri zina vācu un spāņu valodas, bet nezina angļu valodu; 2 biedri zina visas valodas. Cik klubā ir biedru, kas zina tikai angļu valodu?

7.4. Trīsciparu skaitlī pārlika ciparus citā kārtībā un iegūto skaitli saskaitīja ar sākotnējo. Vai varēja gadīties, ka rezultātā iznāca 999? Vai izdarot tādu pašu operāciju ar četrciparu skaitli, varēja gadīties, ka rezultāts iznāca 9999?

7.5. Lielu lauku ceļu šķērso taisns ceļš. Laukā ieraktas četras vertikālas asis, katrā pusē ceļam divas, un uz katras ass uzmontēts prožektors, kas apgaismo taisnu leņķi (skat. 6. zīm.). Pierādīt, ka neatkarīgi no tā, kurās vietās ieraktas asis, prožektorus var pagriezt tā, lai viss lauks būtu apgaismots. Pieņemsim, ka nekādas ēnas nerodas.


 EMBED Equation.2  



5. klase

7.6. Cik ir tādu veselu skaitļu, kuri ir lielāki par 9123135678 un reizē mazāki par 11564122251 un katram no kuriem tā pēdējie 7 cipari ir savā starpā vienādi?

7.7. Kā sagriezt 7. zīmējumā attēloto figūru 3 daļās, no kurām var salikt kvadrātu? Saliekot daļas nedrīkst pārklāties.
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7.8. Piecas pilsētas katru ar katru savieno ceļš. No viena ceļa uz otru var nogriezties tikai pilsētās. Autoinspekcija grib, lai pa katru ceļu kustība notiktu tikai vienā virzienā. Vai kustības virzienus uz ceļiem var izvēlēties tā, lai no katras pilsētas uz katru varētu aizbraukt, vai nu pa vienu, vai pa diviem ceļiem?

7.9. Dotas 2 sarkanas, 2 zilas, 2 baltas un 2 melnas lodītes. Divi spēlētāji pēc kārtas novieto pa vienai lodītei kuba virsotnēs. Turklāt tas spēlētājs, kas izdara gājienus otrais, grib, lai nekādas divas vienā krāsā nokrāsotas lodītes neatrastos uz vienas šķautnes. Vai viņš to noteikti var panākt (pat ja pirmais spēlētājs cenšas viņam traucēt)?

7.10. Uz galda atrodas 101 pēc ārējā izskata pilnīgi vienādas monētas. No tām 51 ir īstas, bet 50 -- viltotas. Visu īsto monētu svars ir vienāds (nav zināms, kāds), bet dažas viltotās monētas ir par 1 g smagākas nekā īstās, citas -- par 1 g vieglākas nekā īstās; nav zināms, cik viltoto monētu ir smagākas un cik -- vieglākas par īstajām. Jāņa rīcībā ir svari ar diviem svaru kausiem un ciparnīcu, kas parāda uz kausiem uzlikto smagumu starpību gramos. Andris norāda Jānim uz vienu monētu un lūdz noskaidrot, vai tā ir īsta vai viltota. Kā Jānis to var izdarīt, veicot tikai vienu svēršanu? (Ja uz kāda svaru kausa kaut kas tiek mainīts, tā jau skaitās cita svēršana.)

6. klase

7.11. Sastādīt vienādojumu, kura sakņu kopa ir {0; 1; 2}.

7.12. Uzrādīt kopu, kas sastāv no četriem dažādiem veseliem skaitļiem un kurai piemīt īpašība : lai cik un lai kurus šīs kopas skaitļus izvēlētos, izvēlēto skaitļu summa dalīsies ar to skaitu bez atlikuma. Pamatot to, ka atrastajai kopai piemīt prasītā īpašība. Vai var atrast šādu kopu, kas sastāv tikai no nepāra skaitļiem?

7.13. Divi spēlētāji pēc kārtas iekrāso pa vienai rūtiņai kvadrātā, kas sastāv no 8x8 rūtiņām, pie tam nedrīkst iekrāsot rūtiņu, kurai ir kopīga mala ar kādu jau iekrāsotu. Kas nevar izdarīt gājienu, zaudē. Kurš uzvar -- vai tas, kas izdara pirmo gājienu, vai tas, kas izdara otro gājienu, ja abi spēlētāji izvēlas sev visizdevīgākās stratēģijas? Atbildiet uz šo jautājumu arī, ja kvadrāta izmēri ir 9x9 rūtiņas.

7.14. Izteiksmē x2+ * x + * divi spēlētāji pēc kārtas zvaigznīšu vietā ieraksta pa veselam skaitlim (tātad katrs ieraksta vienu skaitli). Pierādīt, ka otrais var panākt, lai iegūtā izteiksme sadalītos reizinātājos (x+a)(x+b), kur a un b -- veseli skaitļi.

7.15. Kāds ir lielākais iespējamais daļu skaits, kādā plakni var sadalīt 10 taisnes?

7. klase

7.16. Punkti A, B, C un D atrodas vienā plaknē. Nogriežņu AB, BC un CD vidusperpendikuli krustojas vienā punktā O. Pierādīt, ka arī nogriežņa AD vidusperpendikuls iet caur punktu O.

7.17. Punkts E atrodas uz trapeces ABCD pamata AD. Dots, ka trijstūru ABE, BEC un CED perimetri ir savā starpā vienādi. Pierādīt, ka E ir malas AD viduspunkts.

7.18. Izmantojot tikai ciparus 1, 2, 3, 4 un 5, Uzrakstīt 21-ciparu skaitli, kura pierakstā divi vienādi cipari nekur nestāv blakus un visi blakus stāvošo ciparu pāri ir dažādi.

Vai var uzrakstīt garāku skaitli ar šādām īpašībām, izmantojot tikai ciparus no 1 līdz 5?

7.19. Atrast tādus naturālus skaitļus a un b, ka

90 < a + b < 100 un 0,9 < a / b < 0,91.

Jāatrod visas atbildes un jāpierāda, ka citu bez atrastajām nav.

7.20. Dots, ka skaitļu kopā S starp citiem tās elementiem ietilpst visi veselie skaitļi un skaitlis 
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. Bez tam dots, ka, ja kopai S pieder kaut kādi skaitļi x un y, tad tai pieder arī skaitļi xy un x + y.

Pierādīt, ka skaitlis 
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8. klase

7.21. Cik ir veselu pozitīvu trīsciparu skaitļu, kas sastādīti no cipariem 1, 2 un 3 un kuriem nekādi divi blakus stāvošie cipari neatšķiras vairāk kā par 1? Cik ir tādu sešciparu skaitļu?

7.22. ABCDEF ir regulārs sešstūris, M -- malas BC viduspunkts, N - malas CD viduspunkts, O -- nogriežņa AN un FM krustpunkts. Pierādīt, ka trijstūra AOF un četrstūra MCNO laukumi ir vienādi.

7.23. Plaknē dotas divas riņķa līnijas. Leņķis, kas izgatavots no caurspīdīga materiāla, slīd tā, ka tā malas katra pieskaras savai riņķa līnijai (8. zīm.). Pierādīt, ka eksistē tāds leņķa punkts, kas šajā kustībā apraksta riņķa līnijas loku.
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7.24. Dots, ka f(x) = ax2 + bx + c. Dots arī, ka vienādojumam f(x) = x nav atrisinājuma. Pierādīt, ka arī vienādojumam f(f(x)) = x nav atrisinājuma.

7.25. Veselam pozitīvam skaitlim n ir 22 cipari. Tā pirmie 10 cipari ir vieninieki, nākošie 11 cipari ir divnieki. Bez tam zināms, ka n ir kāda vesela skaitļa kvadrāts. Aprēķināt n pēdējo ciparu un noskaidrot, kāda skaitļa kvadrāts tas ir.

9. klase

7.26. Kā izteikt skaitli 99 kā a) divu; b) triju veselu pozitīvu saskaitāmo summu tā, lai to reizinājums būtu vislielākais iespējamais? Atbildi pamatot.

7.27. Izvēloties uz kuba šķautnes virzienu, iegūstam vektoru. Vai var izvēlēties virzienu uz visām 12 kuba šķautnēm tā, la visu 12 iegūto vektoru summa būtu nulles vektors? Vai virzienus var izvēlēties tā, lai visu vektoru summa būtu nulles vektors, bet nevienā skaldnē esošo 4 vektoru summa nebūtu nulles vektors? (Katra vektora garums vienāds ar kuba šķautnes garumu.)

7.28. Skaitļu virknē (an) pirmais loceklis a1 > 0, bet visiem naturāliem n pastāv 

vienādība an+1 = 
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1. Aprēķināt 
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, ja atļauts izmantot faktu, ka šī robeža eksistē.

2. Pierādīt, ka 
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3. Pierādīt, ka virknē ir vismaz viens iracionāls loceklis.

7.29. Dots, ka 0 < a < b < c < d. Pierādīt, ka 
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7.30. Tabula sastāv no n x n rūtiņām. Katrā rūtiņā ierakstīts kāds burts. Tabulas katras divas rindiņas atšķiras viena no otras vismaz vienā vietā.

Pierādīt, ka tabulā ir tāda kolonna, kuru izsvītrojot, atlikušajā tabulas daļā joprojām katras divas rindiņas atšķiras viena no otras vismaz vienā vietā.

10. klase

7.31. Divi spēlētāji pēc kārtas ieraksta izteiksmē x3 + *x2 +*x + * zvaigznīšu vietā veselus skaitļus. (Tātad pirmais spēlētājs ieraksta divus skaitļus, otrais -- vienu.) Pierādīt, ka pirmais spēlētājs var panākt, lai izteiksme sadalītos reizinātājos 
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 ar veseliem skaitļiem a, b un c.

7.32. Pierādīt, ka visiem x pastāv nevienādība sin4 x + cos4 x 
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7.33. Izvēloties uz trijstūra piramīdas šķautnes virzienu, iegūstam vektoru. Vai ir tāda piramīda, uz kuras šķautnēm var izvēlēties virzienus tā, lai visu 6 iegūto vektoru summa būtu nulles vektors? (Katra vektora garums vienāds ar atbilstošās šķautnes garumu.)

7.34. Andris ierakstījis katrā šaha galdiņa rūtiņā naturālu skaitli no 1 līdz 64 (katrā citu). Jānis ar vienu jautājumu par jebkuru rūtiņu kopu var uzzināt to skaitļu kopu, kas ierakstīti norādītajās rūtiņās. (Bet ne to, kurš skaitlis kurā rūtiņā ierakstīts.) Kāds vismazākais jautājumu skaits Jānim jāizmanto, lai uzzinātu par visiem skaitļiem no 1 līdz 64, kurā rūtiņā kurš skaitlis ierakstīts?

7.35. Dots, ka 0 < a1, a2, a3,... , an < 90° un (1 + cos a1) + (1 + cos a2) +... + (1 + cos an) -- nepāra skaitlis. Pierādīt, ka sin a1 + sin a2 +... + sin an 
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11. klase

7.36. Uzrakstīt nevienādību, kuras atrisinājumu kopa ir 

(- 
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7.37. Atrisināt vienādojumu sin x + sin 1 = sin (x + 1).

7.38. Divplakņu kakta skaldnes ir P un Q, bet šaurais leņķis ir a; kakta šķautne ir taisne l. Skaldnē P novilkta taisne t, kas ar l veido leņķi b. Cik lielu leņķi ar l veido taisnes t projekcija skaldnē Q? 

7.39. Funkcija f(x) ir definēta visām reālām x vērtībām. Bez tam visām reālām a un x vērtībām ir spēkā nosacījums: ja a < x < a + 100, tad a < f(x) < a + 100.

Atrast visas funkcijas f(x), kas apmierina šos nosacījumus.

7.40. Skaitļu virkni (an) veido šādi:



 ;

bn ir skaitļa an pēdējais cipars. Noskaidrot, 

a) kādas skaitliskās vērtības var būt virknes (bn) locekļiem; 

b) vai (bn) ir periodiska, un, ja ir, tad atrast tās mazāko periodu.
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