Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". 
10. atklātā olimpiāde (1982./83. m.g.)
Atrisinājumi

10.1. Var būt 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 vai bezgalīgi daudz kopīgu punktu. 

Šādus piemērus nav grūti uzkonstruēt. Jāpamato, ka nevar būt galīgs punktu skaits, kas ir lielāks par 6. Ja tā būtu, tad kādai no trijstūra malām būtu vismaz trīs kopīgi punkti ar kvadrāta kontūru. Taču tādā gadījumā kāda no kvadrāta malām ietu pa šo trijstūra malu, un kvadrāta kontūrai ar trijstūra kontūru būtu bezgalīgs skaits kopīgu punktu.
10.2. Var ņemt visus pāra skaitļus 2, 4, 6, ... , 20. 

Ja izvēlēti 11 skaitļi, tad vismaz divi no tiem atradīsies blakus (citādi izvēlēto skaitļu skaits plus pa skaitlim katrā atstarpē pārsniegtu 20). Blakusstāvošu skaitļu lielākais kopīgais dalītājs ir 1. Tiešām, ja d dala n un n+1, tad d dala arī šo skaitļu starpību - skaitli 1; tātad d ir 1.
10.3. Atrisinājums parādīts 10.1. zīmējumā.
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10.4. Meklējamais skaitlis ir 11113578.
10.5. Viens no atrisinājumiem parādīts 10.2. zīmējumā.
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10.6.  Viens no iespējamiem atrisinājumiem parādīts 10.3. zīmējumā.
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10.7. Tāds skaitlis neeksistē, jo naturālu skaitļu reizinājums no 1 līdz 799 beidzas ar 197 nullēm, bet naturālu skaitļu reizinājums no 1 līdz 800 beidzas ar 199 nullēm.
10.8. Tāda istaba attēlota 10.4. zīmējumā.
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10.9. Kā to izdarīt, parādīts 10.5. zīmējumā.
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10.10. Izvēlēsimies cilvēku A ar vislielāko naudas daudzumu (ja tādi ir vairāki, tad jebkuru no tiem). Apzīmēsim viņa naudas daudzumu ar x, bet viņa kaimiņu naudas daudzumu ar y un z. Tad y 
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 x, z 
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 x, un pēc dotā 2x = y + z. Saskaitot nevienādības, iegūstam, ka y + z 
[image: image8.wmf]£

 2x, un vienādība izpildās tikai, ja y = x un 

. Tātad A kaimiņiem B un C ir tikpat daudz naudas kā A. Līdzīgi arī B un C kaimiņiem ir tikpat daudz naudas kā A. Turpinot šo spriedumu, redzam, ka visiem cilvēkiem ir vienāds naudas daudzums, tātad katram tieši 1 rublis.
10.11. Skaitļa n2 pēdējais ir 6, ja n pēdējais cipars ir 4 vai 6. Tā kā skaitļa n2 pēdējie divi cipari ir atkarīgi tikai no skaitļa n pēdējiem diviem cipariem, tad jāaprēķina kādi ir divi pēdējie cipari šādu skaitļu kvadrātiem: 4, 14, 24, 34, 44, 54, 64, 74, 84, 94, 6, 16, 26, 36, 46, 56, 66, 76, 86, 96.

Pārbaudot, redzam, ka tie var būt šādi: 16, 36, 56, 76, 96. Tātad, ja naturāla skaitļa kvadrāta pēdējais cipars ir 6, tad tā priekšpēdējais cipars var būt 1, 3, 5, 7 vai 9.
10.12. Doto divciparu skaitli uzrakstīsim formā 10a + b, kur a un b ir nenulles cipari. Tad izpildās nevienādība



,

ko arī vajadzēja pierādīt.
10.13. Jebkuru taisnstūri var sadalīt divos un piecos neizliektos piecstūros tā, kā parādīts 10.6. zīmējumā.
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Tātad

· kvadrātu var sadalīt 5 neizliektos piecstūros;

· kvadrātu var sadalīt 6 neizliektos piecstūros, sadalot to 3 taisnstūros un katru no tiem divos piecstūros;

· kvadrātu var sadalīt 1983 neizliektos piecstūros, sadalot to 990 taisnstūros (parādiet kā!); 989 no tiem sadala divos piecstūros un vienu piecos piecstūros.
10.14. Doto trijstūru ABC un EFD kopīgās daļas kontūra ir  KLMNOP (skat. 10.7. zīm.)
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No trijstūru nevienādības seko, ka  

, 

, 

. Tātad






,

kas arī bija jāpierāda.

Kontūra garums var būt lielāks par 2,9 m; piemēram, ja trijstūri EFD iegūst no trijstūra ABC, pagriežot to ap centru par ‘‘ļoti’’ mazu leņķi.
10.15. Nē, ne noteikti. Pretpiemērā izmantojam to, ka četru riņķu konfigurācijā (skat. 10.8. zīm), ja izmantotas tikai 3 krāsas, riņķiem A un B ir jābūt nokrāsotiem vienā krāsā.
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No šādiem četriniekiem izveidojam ķēdi, kuras sākuma un beigu riņķi savā starpā saskaras. 
10.16. Doto izteiksmi pārveidojam



.

Tātad 2n + 1 ir skaitļa 9 dalītājs, t.i. 2n +1 var pieņemt vērtības -9, -3, -1, 1, 3, 9. Pārbaude parāda, ka visas atbilstošās n vērtības -5, -2, -1, 0, 1, 4 ir derīgas.
10.17. Trīs riņķa līnijas plakni var sadalīt 4, 5, 6, 7 vai 8 daļās.
10.18. Ievērosim, ka 



,



.

Tātad dotās izteiksmes vērtība jebkurai x vērtībai ir ne mazāka par 14. Ja x = 5, tad izteiksmes vērtība ir 14; tā arī ir izteiksmes mazākā iespējamā vērtība.
10.19. Novilksim taisni CO līdz tās krustpunktam M ar malu AD (skat. 10.9. zīm.). Tad trapeces BCMA laukums ir vienāds ar trijstūra MCD laukumu, jo tiem ir vienādi augstumi un viduslīnijas. Tā kā trijstūri OML un OCP ir vienādi, tad 

; no šejienes seko, ka



.
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10.20. Sadalīsim kvadrāta rūtiņas 4 grupās A, B, C, D. Katrā no šīm grupām, izpildot norādītos pārveidojumus, nemainās melno rūtiņu skaita paritāte. Tā kā sākumā katrā grupā ir tieši viena melna rūtiņa, tad arī beigās katrā grupā būs vismaz viena melna rūtiņa (precīzāk viena vai trīs), un kopā to būs ne mazāk kā 4.
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10.21. Tādu skaitļu pavisam ir 

.
10.22. Tā kā septiņstūra ABCDEFG visi leņķi ir vienādi, tad tie visi savelk vienādus lokus. Arī šo loku papildinājumi līdz pilnai riņķa līnijai ir vienādi. Tātad izpildās vienādības



.

No šīm vienādībām seko, ka 

. Vienādas ir arī hordas, kas savelk šos lokus; tātad vienādas ir visas septiņstūra malas, un septiņstūris ir regulārs.
10.23. Ievērosim, ka 

. Tātad patvaļīgam trijstūrim 

. Vienādība izpildās taisnleņķa trijstūrim, kura katetes ir vienādas. Tas nozīmē, ka prasītās izteiksmes lielākā iespējamā vērtība ir 

.
10.24. Visus prasītos saskaitāmos (un tikai tos) iegūstam, atverot iekavas izteiksmē 



.

Pārveidojot šo izteiksmi, iegūstam atbildi 

.
10.25. Uzdevumā izmanto izteiksmes 4a4 + b4 sadalījumu reizinātājos, ko iegūst šādi: 






.

Tātad 

. Viegli redzēt, ka abi reizinātāji ir lielāki par 1000.
10.26. Nē, nevar. Dotais šķēlums ir centrāli simetrisks daudzstūris, bet šādam daudzstūrim malu skaits ir pāra skaitlis (katrai malai atbilst otra -- simetriskā).
10.27. Sadalīsim dotos skaitļus 25 pāros. Skaidrs, ka vismaz vienā pārī skaitļu summa nav negatīva, jo pretējā gadījumā, saskaitot visas šīs summas, mēs iegūtu, ka visu doto skaitļu summa ir negatīva, bet tas ir pretrunā ar uzdevuma nosacījumiem. 

Lai pierādītu uzdevuma apgalvojumu, jāizveido 49 tādi skaitļu sadalījumi pa pāriem, kuros neviens pāris neatkārtojas. Tad no katra šāda sadalījuma var ņemt pa pārim un iegūt prasītos 49 pārus.

Vairāk nekā 49 pārus, kuros abu skaitļu summa nebūtu negatīva, var arī neizdoties atrast. Piemēram, ja ņemam vienu skaitli 49 un pārējos -1, tad ir tikai 49 iespējas izvēlēties pāri ar nenegatīvu summu.
10.28. No dotajām vienādībām seko, ka  

; līdz ar to trijstūri BOA1 un AOB1 ir līdzīgi. Tātad 

 un 

. Līdzīgi pierāda vienādības 

, 

. Tā kā 

 un 

, bet 

, tad vienādi arī otri saskaitāmie: 

. Šiem leņķiem attiecīgi vienādi ir leņķi 
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 EMBED Equation.2  
 un 
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BA1O, kuri summā dod 180°, un tādēļ šie leņķi ir taisni. Tātad nogriežņi BB1 un CC1 ir augstumi (protams arī nogrieznis AA1 ir augstums).
10.29. Apgalvojumu pierāda ar indukciju pēc vektoru skaita.
10.30. Ja izvēlamies a1 = 2n -2, tad dotās virknes pirmie n locekļi ir pāra skaitļi, bet an+1 ir nepāra skaitlis.
10.31. Tā kā funkcija y = sin x intervālā [p/2, p] ir dilstoša un pozitīva, tad 

. No šejienes seko nevienādība



.
10.32. Aplūkosim trīs gadījumus:

· n = 3k; tad 

 ir pirmskaitlis tikai, ja k = 1, t.i. n = 3.

· n = 3k +1; tad 

 var būt pirmskaitlis tikai, ja k = 1; pārbaudām, ka šī n vērtība 4 ir derīga.

n = 3k - 1; tad 

 var būt pirmskaitlis tikai, ja k = 1, taču arī šī vērtība neder, jo tad [n2] = 1 nav pirmskaitlis.

Atbilde: n 
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{3, 4}.
10.33. Trijstūra leņķi ir 

. Ja izvēlamies citādu trijstūri, tad palielinot mazāko leņķī un pamazinot lielāko par 

, mēs iegūsim trijstūri ar lielāku laukumu.
10.34. Uz kuba trīs skaldnēm novilksim diagonāles, kas veido regulāru trijstūri, un uz šīm diagonālēm uz kuba ārpusi konstruēsim kvadrātus (viena mala ir izvēlētā diagonāle), kuru plaknes ir perpendikulāras atbilstošajām kuba skaldnēm. 

Konstruēto kvadrātu pārējās trīs malas veido 9 posmu lauztu līniju, kurai visi posmi ir vienāda garuma un blakusstāvošie posmi ir perpendikulāri.
10.35. Apzīmēsim 

. Pārveidojot  iegūstam, ka 

. No šejienes seko, ka 

. Apvienojot pa pāriem dotās summas locekļus, redzam, ka dotā summa ir vienāda ar 6.
10.36. Doto izteiksmi var pārveidot formā 

. Tā kā funkcijas 

 vērtību kopa ir nogrieznis [0, 1], tad mums ir jāatrod kādas vērtības pieņem funkcija 

 nogrieznī [0, 1]. Izpētot funkcijas grafiku, secinām, ka vērtību kopa ir 

.
10.37. Dotajā trijstūra piramīdā ABCD aplūkojam šķautņu AB un CD viduspunktus E un F. EF ir vienādsānu trijstūra DEC mediāna, tātad arī augstums. Līdzīgi pierāda, ka AB perpendikulārs EF.

Pagriezīsim piramīdu ABCD ap nogriezni EF par 180°. Tad mainīsies vietām virsotnes A un B, kā arī C un D. Tātad AD = BC un AC = BD. Līdzīgi pierāda, ka  AB = CD. No šejienes seko, ka piramīdas visas skaldnes ir vienādas.
10.38. Vispirms atzīmēsim, ka norādītās garumu summas ir vienādas, ja O ir regulārā daudzstūra centrs. Pēc tam pierāda, ka šo summu starpība nemainās, ja punktu O pārvieto perpendikulāri kādai no daudzstūra malām (tas seko no simetrijas). Uzdevuma apgalvojums tagad seko no tā, ka ar šādiem pārvietojumiem punktu O var pārvietot uz jebkuru vietu.
10.39. Ja x 
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 6, tad x! dalās ar 9; tātad x! + 15 dalās ar 3, bet nedalās ar 9, un nevar būt vesela skaitļa kvadrāts. Pārbaudot pārējās x vērtības, atrodam atrisinājumu x = 1, y = 4.
10.40. Nē, nevar. Visu bezgalīgo plakni sadalīsim regulāros trijstūros, kurus iekrāsosim divās krāsās, kā parādīts 10.11. zīmējumā. Ja piramīda sākumā stāv uz melnā trijstūra, tad pēc viena gājiena tā stāvēs uz baltā trijstūra, pēc diviem -- uz melnā trijstūra, ... , pēc 1983 gājieniem tā stāvēs uz baltā trijstūra; tātad neatradīsies savā pozīcijā.

[image: image18.png]1011 7im.




_937237310.unknown

_937581276.unknown

_937583787.unknown

_937593524.unknown

_1020772860.unknown

_1196256362.unknown

_1196519751.unknown

_1020774650.unknown

_937593732.unknown

_937593838.unknown

_937593635.unknown

_937593131.unknown

_937593246.unknown

_937592964.unknown

_937582790.unknown

_937583252.unknown

_937583620.unknown

_937582940.unknown

_937582575.unknown

_937582651.unknown

_937581384.unknown

_937242880.unknown

_937580615.unknown

_937580768.unknown

_937580833.unknown

_937580689.unknown

_937243222.unknown

_937580407.unknown

_937243145.unknown

_937238063.unknown

_937238879.unknown

_937239169.unknown

_937238667.unknown

_937237651.unknown

_937237841.unknown

_937237467.unknown

_937231231.unknown

_937233420.unknown

_937235613.unknown

_937236834.unknown

_937235199.unknown

_937232208.unknown

_937233328.unknown

_937231975.unknown

_937229435.unknown

_937229597.unknown

_937229765.unknown

_937229472.unknown

_937226646.unknown

_937229365.unknown

_937220005.unknown

