Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". Zīmējumu numerācija saglabāta kā grāmatā.

10. ATKLĀTĀ OLIMPIĀDE 4.-11. klasei (1982./83. m.g.)
4. klase

10.1. Cik kopīgu punktu var būt kvadrāta un trijstūra kontūrām?

Uzrādiet visas iespējas un pierādiet, ka citu bez uzrādītajām iespējām nav.

10.2. Starp veseliem skaitļiem no 1 līdz 20 uzrādiet 10 skaitļus tā, lai katriem diviem no uzrādītajiem būtu kopīgs dalītājs, kas lielāks par 1.

Pierādiet, ka, lai arī kā uzrādītu 11 skaitļus, noteikti starp tiem atradīsies divi tādi, kuriem nav kopīga dalītāja, kas lielāks par 1.

10.3. Taisnstūra izmēri ir 10 cm × 12 cm. Parādiet, kā to var sagriezt 5 taisnstūros, kuru izmēri ir 2 cm × 3 cm, 3 cm × 6 cm, 4 cm × 7 cm, 4 cm × 8 cm un 6 cm × 6 cm.

10.4. Atrast mazāko veselo pozitīvo skaitli, kura ciparu reizinājums ir 840 un kas dalās ar 9.

10.5. Uz katras no 19. zīmējumā norādītajām līnijām starp 2 punktiem norādīt ar bultiņu virzienu tā, lai no katra punkta 2 bultiņas izietu un 2 tajā ieietu.

Pietiek parādīt vienu veidu, kā to izdarīt.
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5. klase

10.6. Kvadrāts sadalīts 10×10 rūtiņās. Iezīmēt dažās rūtiņās pa vienam krustiņam tā, lai katrā kvadrātā, kas satur 3×3 rūtiņas, būtu iezīmēts tieši viens krustiņš.

10.7. Vai eksistē tāds vesels pozitīvs skaitlis n, ka visu veselo pozitīvo skaitļu no 1 līdz n (ieskaitot) reizinājums beidzas tieši ar 198 nullēm (ne vairāk un ne mazāk)?

10.8. Ja kvadrātveida istabas vidū novieto sveci, tā pilnībā apgaismo visas šīs istabas sienas. Uzzīmējiet tādu istabu, kurai būtu 15 sienas un visu sienu pilnīgai apgaismošanai nepieciešamas vismaz 5 sveces. Pamatojiet savu risinājumu.

10.9. Katras divas no 7 pilsētām A, B, C, D, E, F, G savienotas ar citu ceļu. Vai var uz ceļiem izvēlēties vienvirziena kustību tā, lai no A varētu aizbraukt vismaz 3 virzienos, no B -- vismaz 2, no C -- vismaz 4, no D -- vismaz 3, no E -- vismaz 4, no F -- vismaz 2 un no G -- vismaz 2 virzienos?

10.10. Pa apli stāv 10 cilvēki. Visiem kopā ir 10 rubļi. Katram cilvēkam ir divas reizes mazāk naudas nekā viņa labajam un kreisajam kaimiņam kopā.

Pierādiet, ka katram cilvēkam ir tieši 1 rublis.

6. klase

10.11. Dots, ka n naturāls skaitlis, bet n2 beidzas ar ciparu 6. Kāds var būt skaitļa n2 priekšpēdējais cipars? Uzrādiet visas iespējas un pierādiet, ka citu bez uzrādītajām iespējām nav.

10.12. Pozitīvā divciparu skaitlī neviens no cipariem nav 0. Pierādiet, ka dalot šo skaitli ar tā ciparu reizinājumu, nevar iegūt mazāku dalījumu kā 
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10.13. Pierādiet, ka kvadrātu var sagriezt

a) 5,

b) 6,

c) 1983 piecstūros, no kuriem neviens nav izliekts.

10.14. Divos trijstūros katras malas garums ir 1 m. Tie novietoti tā, ka to kontūras krustojas 6 punktos. Pierādīt, ka trijstūru kopējās daļas kontūra garums mazāks par 3 m. Vai taisnība, ka tas noteikti mazāks par 2,9 m?

10.15. Plaknē novietoti vairāki vienādu izmēru riņķi. Daži savā starpā pieskaras, bet nekādi divi riņķi nekrustojas. Vai šos riņķus noteikti var izkrāsot ar 3 krāsām tā, ka katrs riņķis nokrāsots vienā krāsā un divi vienādi nokrāsoti riņķi nekur nesaskaras?

7. klase

10.16. Kādām veselām n vērtībām skaitlis 
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10.17. Cik daļās plakni var sadalīt 3 riņķa līnijas, no kurām nekādas divas nesakrīt? Atrodiet visas iespējas un pierādiet, ka citu iespēju bez atrastajām nav.

10.18. Atrast izteiksmes | x - 1| + | x - 3| + | x - 5| + | x - 7| + | x - 11| mazāko iespējamo vērtību.

10.19. Dots, ka ABCD -- trapece, bet O -- viduslīnijas viduspunkts. Caur O novilktā taisne krusto pamatu AD punktā L un sānu malu CD punktā K. Kuras daļas laukums lielāks -- ABCKL vai LKD? Atbildi pamatot, neizdarot mērījumus.

10.20. Kvadrāts sastāv no 4×4 rūtiņām. Četras rūtiņas nokrāsotas melnas tā, ka katrā rindiņā un katrā kolonnā ir tieši viena melna rūtiņa. Ar vienu gājienu atļauts izvēlēties vienu rindiņu vai vienu kolonnu un mainīt tajā krāsojumu uz pretējo -- melnās rūtiņas pārkrāsot baltas, bet baltās -- melnas.

a) Vai var gadīties, ka kvadrātā paliek tieši 3 melnas rūtiņas?

b) Vai melno rūtiņu skaits kvadrātā var kļūt mazāks par 4?

8. klase

10.21. Atrast visu to naturālo skaitļu summu, kas lielāki par 1000, mazāki par 2000 un dalās ar 7.

10.22. Riņķī ievilkts 7-stūris. Tā visi leņķi ir vienādi. Pierādīt, ka šis 7-stūris ir regulārs.

10.23. Trijstūra malu garumi ir a, b un c, turklāt a 
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 c. Trijstūra laukums ir S. Atrast izteiksmes 
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 lielāko iespējamo vērtību.

10.24. Apskatām visus iespējamos reizinājumus, kas sastādīti no skaitļiem 1, 2, 3,..., 10, ņemot vienu, divus,... , desmit reizinātājus. (Piemērs: no skaitļiem 1; 2; 3 var izveidot 7 šādus reizinājumus: 1, 2, 3, 1×2, 2×3, 1×3, 1×2×3.) Atrast šo reizinājumu apgriezto lielumu summu. 

(Piemērs: 
[image: image7.wmf].)
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10.25. Sadalīt skaitli 21982 + 1 divos veselos reizinātājos,

a) kas abi lielāki par 1,

b) kas abi lielāki par 1000.

Risinājumu pamatot.

9. klase

10.26. Caur kuba centru novilkta plakne. Vai tās šķēlums ar kubu var būt piecstūris? Atbildi pamatot.

10.27.Doti 50 veseli skaitļi, kuru summa ir 0. No tiem jāizvēlas 2 skaitļi tā, lai to summa nebūtu negatīva. Pierādīt, ka to var izdarīt vismaz 49 veidos. Vai to noteikti var izdarīt 50 veidos?

10.28. Šaurleņķa trijstūra ABC iekšpusē ņemts punkts O. Taisne AO krusto BC punktā A1, taisne BO krusto AC punktā B1, taisne CO krusto AB punktā C1. Dots AO × OA1 = BO × OB1 = CO × OC1. Pierādīt, ka AA1, BB1, CC1 ir trijstūra ABC augstumi.

10.29. Uz taisnes t ņemts punkts O. No tā atlikti 1983 vienības vektori tā, ka to galapunkti visi atrodas vienā pusē no t. Pierādīt, ka šo vektoru summas garums lielāks nekā 1. Vai taisnība, ka tas noteikti lielāks nekā 1,1? Vai uzdevuma apgalvojums paliek spēkā, ja vektoru skaits ir 1982?

10.30. Skaitļu virknē (an) katru nākamo locekli iegūst no iepriekšējā ar formulu 
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, n = 1, 2, 3,.... Vai var tā izvēlēties a1, lai virknes pirmie 4 locekļi būtu pāra skaitļi, bet piektais loceklis -- nepāra skaitlis?

Vai var tā izvēlēties a1, lai virknes pirmie 1983 locekļi būtu pāra skaitļi, bet 1984. loceklis -- nepāra skaitlis?

10. klase

10.31. Kurš no skaitļiem 
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 ir lielāks? Pamatot atbildi, neizmantojot tabulas vai kalkulatoru.

10.32. Kādām naturālām n vērtībām 
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10.33. Apskatām visus tādus trijstūrus, kam visas 3 virsotnes atrodas dota regulāra 217-stūra virsotnēs. No šiem trijstūriem izvēlamies trijstūri ar vislielāko laukumu. Atrast tā leņķu lielumus.

10.34. Pierādīt, ka telpā iespējams konstruēt 9 posmu slēgtu lauztu līniju tā, ka tās visi posmi ir vienāda garuma un ik divi blakus esošie posmi ir savstarpēji perpendikulāri.

10.35. Apzīmējam ar 
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11. klase

10.36. Atrast izteiksmes sin8x + cos8x iespējamo vērtību kopu.

10.37. Trijstūra piramīdā novilktas visu skaldņu mediānas. Katras divas mediānas, kas beidzas vienā un tai pašā šķautnes viduspunktā, ir vienādas. Pierādīt, ka visas piramīdas skaldnes ir vienādas.

10.38. Regulāra n-stūra iekšpusē ņemts punkts O. No tā novilkti perpendikuli pret visām n-stūra malām; perpendikulu pamati ir malu iekšējie punkti. Perpendikulu pamati un n-stūra virsotnes sadala tā kontūru 2n nogriežņos. Sanumurēsim tos pēc kārtas ar skaitļiem 1; 2; 3;...; 2n. Pierādīt, ka to nogriežņu garumu summa, kuru numuri ir pāra skaitļi, vienāda ar to nogriežņu garumu summu, kuru numuri ir nepāra skaitļi, ja a) n = 6; b) n = 5; c) vispārīgajā gadījumā.

10.39. Atrisināt naturālos skaitļos vienādojumu x! + 15 = y2.

10.40. Uz plaknes novietota trijstūra piramīda, kuras visas šķautnes vienādas. Ar vienu gājienu atļauts piramīdu ‘‘pārvelt’’ pār vienu pamata šķautni tā, ka tagad tā balstās plaknē ar skaldni, kas iepriekš bija sānu skaldne. Vai pēc 1983 gājieniem piramīda var atrasties sākotnējā pozīcijā?
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