Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". 
11. atklātā olimpiāde (1983./84. m.g.)
Atrisinājumi

11.1  Ar x apzīmēsim cik dienas abi zēni lasīja grāmatu. Iegūstam vienādību

25 x = 50 + 15 x ,

no kuras seko, ka x = 5. Tātad grāmatā ir 125 lappuses.
11.2. Skaitīsim kvadrātus, kuru malu garumi ir 1; tādu kvadrātu (ar atzīmētajām rūtiņām ) ir 9. Kvadrātu ar malu garumu 2 ir 7. Kvadrātu ar malu garumu 3 ir 5. Kvadrātu ar malu garumu 4 ir 1. Citu kvadrātu nav. Tātad kopā ir 22 kvadrāti, kuru virsotnes ir atzīmētas.
11.3. Tādi 6 skaitļi eksistē. Piemēram, 997, 998, 999, 1000, 1001, 1002.

Tādi 7 skaitļi neeksistē. Tiešām, no 7 pēc kārtas ņemtiem skaitļiem vismaz 4 atradīsies vienā desmitniekā (t.i. mainīsies tikai skaitļu pēdējais cipars). Šo 4 skaitļu ciparu summas būs 4 sekojoši naturāli skaitļi; tātad viena no šīm ciparu summām dalīsies ar 4.
11.4. Visu kvadrātu pirmais spēlētājs sadala lauciņos pa divām blakusstāvošām rūtiņām kā parādīts 11.1. zīmējumā.
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Katrā savā gājienā pirmais spēlētājs iebīda figūru iezīmētā lauciņa otrā rūtiņā; otrajam spēlētājam vienmēr jāieiet jaunā lauciņā, un pienāks brīdis, kad viņš to vairs nevarēs izdarīt. Pirmais spēlētājs savu gājienu var izdarīt vienmēr, jo lauciņa otra rūtiņa nevar būt aizņemta.
11.5. To var izdarīt 4 veidos. Viens no veidiem ir šāds: 1 - A, 2 - C, 3 - J, 4 - D, 5 - L, 6 - E, 7 - B, 8 - G, 9 - H, 10 - F, 11 - I, 12 - K.
11.6. Grāmatnīcā B bija x grāmatu; palika 0,9x grāmatu.

Grāmatnīcā A bija 1,1x grāmatu; palika 0,89 × 1,1x = 0,979x grāmatu.

Tātad grāmatnīcā A palika vairāk grāmatu.
11.7. Konstruēsim nogriežņa AB viduspunktu M; tā koordinātes ir (-1, -2). Konstruēsim nogriežņa MB viduspunktu O; tā koordinātes ir (0, 0). Caur punktu O vilksim taisni paralēli nogrieznim AM; tā ir koordinātu ass Oy.
11.8. Šajā procesā nemainās visu uzrakstīto skaitļu reizinājums. Sākumā tas ir vienāds ar -1, tātad arī beigās tas būs -1. Tātad pēdējie divi skaitļi būs 1 un -1.
11.9. Var iekrāsot 15 rūtiņas tā kā parādīts 11.2. zīmējumā.
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11.10. Uz katra no lokiem ierakstiet atšķirīgu pirmskaitli, bet katrā aplītī to pirmskaitļu reizinājumu, kādi loki ienāk šajā aplītī. Tad visi uzdevuma nosacījumi izpildīsies.
11.11. Ja k > 3 vai k < -5, tad dotais skaitlis nav pirmskaitlis, jo tas sadalās divos reizinātājos |k - 2| un |k + 4|, kas abi ir lielāki par 1. Pārbaudot pārējās k vērtības, atrodam, ka der tikai k vērtības - 5 un 3.
11.12. Turpināsim taisni AB līdz tās krustpunktam K ar malu CD (skat. 11.3. zīm.).
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Tad 

, kas arī bija jāpierāda. Mēs izmantojām to, ka trijstūra ārējais leņķis ir vienāds ar pārējo divu iekšējo leņķu summu.
11.13. Skaitļus pierakstīsim formā 2a. Tad automāts A skaitli a pārveido par 3a, bet automāts B pārveido a par a - 3. Sākumā dots skaitlis 1; to jāpārveido par skaitli 1983 pirmajā gadījumā, un par 1984 otrajā gadījumā.

Skaitli 1983 var iegūt. No sākuma, izmantojot automātu A, iegūsim skaitli 3n , kas ir lielāks par 1983. Pēc tam, izmantojot automātu B, iegūsim visus skaitļus, kas dalās ar 3 un ir mazāki par 3n; tajā skaitā arī skaitli 1983.

Skaitli 1984 nevar iegūt. Atzīmēsim, ka, ja kaut vienu reizi tiek izmantots automāts A, tad mēs iegūstam skaitli, kas dalās ar 3, un visi turpmākie skaitļi arī dalās ar 3. Tā kā 1984 ar 3 nedalās, tad, lai iegūtu skaitli 1984, automātu A nedrīkst izmantot. Taču, izmantojot automātu B, skaitlis tikai samazinās, un rezultātā no skaitļa 1 nevar iegūt skaitli 1984.
11.14. Aplūkosim vienu no bērniem A. Tā kā atlikuši ir 11 bērni, tad vairāk kā 11 dienas bērns A nevarēs atrast sev pārī atšķirīgus bērnus. Tātad iespējamais dienu skaits nepārsniedz 11.  Tabulā (11.4 zīm.) parādīts, kā sadalīt pa pāriem bērnus 11 dienu laikā. Tabulas rūtiņā ierakstītais numurs i norāda, ka i-tajā dienā bērni no atbilstošās kolonas un rindiņas būs vienā pārī; piemēram, 2. un 3. bērns vienā pārī būs 8. dienā.
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11.15. Izvēlēsimies taisni tā, ka nekādi no dotajiem punktiem neatrodas uz šai taisnei paralēlas taisnes. Šo taisni novietosim tā, ka visi dotie punkti atrodas vienā pusē no šīs taisnes; un sāksim to bīdīt punktu virzienā tā, ka tās virziens nemainās. Tiklīdz taisne virzoties atdalīs no visiem dotajiem punktiem 4 punktus, mēs no šiem punktiem izveidosim četrstūri un turpināsim bīdīt taisni. Tiklīdz taisne atdalīs nākošos 4 punktus, mēs no šiem punktiem izveidosim jaunu četrstūri, u.t.t.  Rezultātā visi punkti būs sadalīti pa četriniekiem, kas veido nešķeļošus četrstūrus.
11.16. Ja n ir nepāra skaitlis, tad n2 + 9 ir pāra skaitlis; tātad nav pirmskaitlis, jo 

. Atliek vienīgā iespēja n = 2; šajā gadījumā arī n2 + 9 = 13 ir pirmskaitlis.
11.17. Atbilde: x = 1.
11.18. Sakārtosim šos nogriežņus nedilstošā secībā:



.

Pieņemsim pretējo, ka nekādi trīs no šiem nogriežņiem neveido trijstūra malas. Tad ak+2 > ak+1 + ak. Tātad a1 
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 21, bet tas ir pretrunā ar uzdevuma nosacījumiem. Tas nozīmē, ka vienmēr var izvēlēties prasītos trīs nogriežņus.
11.19. No katras 12-stūra malas uz tai pretējo ved ceļš no paralelogramiem. Arī perpendikulārā virzienā ir šāds ceļš. To krustpunktā atradīsies taisnstūris. Izvēloties vēl divus  virzienus, atradīsim arī abus pārējos taisnstūrus.
11.20. Sadalot dotās 4 monētas 2 pāros noskaidrojam, ka a < b un c < d. Tālāk salīdzinām a ar c. Tā kā abi gadījumi ir līdzvērtīgi, uzskatīsim, ka a < c. Tātad 

. Atliek atrast monētas b vietu rindā a, c, d, ko var atrast ar atlikušajām divām svēršanām, salīdzinot b ar c un b ar d.
11.21. Apzīmējam x + y = a + b = p un xy = ab =q. Saskaņā ar Vjeta teorēmu (x, y) un (a, b) ir kvadrātvienādojuma t2 - pt + q sakņu pāri; no šejienes seko uzdevuma apgalvojums.
11.22. Apskatīsim kvadrātu, kas sastāv no 2×2 rūtiņām. Ja tajā iekrāsota viena rūtiņa, tad atlikušās veido stūrīti.

Apskatīsim kvadrātu no 4×4 rūtiņam, kurā iekrāsota viena rūtiņa. Sadalīsim kvadrātu četros 2×2 rūtiņu kvadrātos; melnā rūtiņa atrodas vienā no tiem. Varam pieņemt, ka tā atrodas augšējā labajā kvadrātā (skat. 11.5. zīm.).
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Izgriežot vienu stūrīti, kā redzams zīmējumā, katra kvadrāta 2×2 atlikušās rūtiņas veido stūrīti. Esam pierādījuši, ka, ja no kvadrāta 4×4 izmet vienu rūtiņu, tad atlikušās var noklāt ar stūrīšiem. Līdzīgi pierāda tādu pašu apgalvojumu par kvadrātu 8×8, sadalot to četros kvadrātos 4×4, un par kvadrātu 16×16.
11.23. No trijstūra nevienādības seko, ka AB + BC + CD > AC + CD > AD. Līdzīgi pierāda, ka AF + FE + ED > AD; tātad perimetrs P > 2 AD. Tāpat pierāda nevienādības P > 2 BE un P > 2 CF. Saskaitot šīs nevienādības, iegūstam 

, no kurienes seko prasītais.
11.24. Nē, tā nevar būt. Ja tā būtu, tad rezultātā visu skaitļu summa būtu palielinājusies par 

. Katru reizi summai tika pieskaitīts skaitlis 

, tātad pieskaitīšana būtu notikusi 

, bet šis skaitlis nav vesels skaitlis, un tā ir pretruna.
11.25. Ārējais daudzstūris sadalās četrstūros, viens no kuriem OMAN ir attēlots 11.6. zīmējumā. Tā kā četrstūra laukums nepārsniedz pusi no diagonāļu reizinājuma, tad 

. Saskaitot šīs nevienādības visiem sadalījuma četrstūriem, iegūstam 

, jeb 

, ko arī vajadzēja pierādīt ( P ir iekšējā daudzstūra perimetrs).
11.26. 

;



.
11.27 a) Nē. Apskatīsim regulāru trijstūri ar malas garumu 0,9 cm. Tā ortogonālā projekcija uz katras taisnes ir mazāka par 1; tomēr mazākais riņķis, kurš ietver šo figūru, ir trijstūrim apvilktais riņķis ar diametru 

.

b) Jā. Projicējot šo figūru uz divām savstarpēji perpendikulārām taisnēm, redzam, ka figūru var ievietot kvadrātā ar malu 1 cm. Šādu kvadrātu savukārt var ievietot riņķī ar diametru 

.
11.28. Apzīmēsim doto trīsciparu skaitli ar 

. Mums ir jāpēta izteiksme.



.

Pārbaude parāda, ka 

vislielāko vērtību pieņem, ja a = 6; 

 vislielāko vērtību pieņem, ja b =2; 

 vislielāko vērtību pieņem, ja c = 0. Tātad starpības vislielākā vērtība tiek sasniegta skaitlim 620, un tā ir 396.

Pierādīsim, ka šī starpība vienmēr dalās ar 3. Tiešām



.

Tātad mazākā pozitīvā vērtība nav mazāka par 3. Vērtība 3 ir iespējama, piemēram, skaitlim 437.
11.29. Pirmkārt, ievērojam, ka, bīdot parabolu x ass virzienā, nemainās aplūkojamo intervālu garumu summa, tāpēc varam uzskatīt, ka tiek aplūkota nevienādība 



   

.

Atsevišķi jāaplūko gadījumi c < -2, -2 
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· c < - 2; atrisinājumu nav;

· - 2 
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 2;  

; maksimālais nogriežņa garums ir 4, ja c=2.

· 2 < c;  

. Nogriežņu garumu summa ir 

; tā nepārsniedz 4, jo



.
11.30. To var izdarīt ar 29 gājieniem: Jānis var pakāpeniski mainīt 1. sējumu ar 30., 29., 28., ..., 3., 2. sējumu.
11.31. Jā, var. Apskatām, piemēram, trijplakņu kaktu kuba stūrī: abas apskatāmās summas ir 270°.
11.32. Ievērosim, ka 6n + 3 = 3(2n+1). Šī izteiksme būs kvadrāts, ja 2n + 1 būs trīskāršots nepāra skaitļa kvadrāts; t.i., 2n +1 = 3(2k+1)2, jeb n = 6k2 + 6k + 1, k
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11.33. 1) Skaitli 17 var iegūt šādi:






.

2) Ja  

, tad, pielietojot skaitlim x otro operāciju k reizes, iegūsim skaitli a. Tātad mums pietiek pierādīt, ka katram naturālam a eksistē tādi naturāli skaitļi n un k, kuriem izpildās nevienādības



.

Izvēlēsimies tik lielu k, lai 

 būtu lielāks par 1. Tad intervālā 

 atradīsies naturāls skaitlis n, un prasītais ir pierādīts.
11.34. Vispirms uzbūvēsim valstī šādu dzelzceļu sistēmu (skat. 11.5. zīm.).
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No katras pilsētas līdz uzbūvētajām līnijām var uzbūvēt līniju ne garāku kā 100 km (vertikālā virzienā). Kopējais dzelzceļa garums nepārsniegs 



.
11.35. Lielākais iespējamais regulāro trijstūru skaits ir 8 (skat. 11.6. zīm.).
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11.36. Pārveidojam doto nevienādību:






.

Visi reizinātāji ir nenegatīvi, tātad nevienādība izpildās. Tā kā sinx un cosx vienlaicīgi nav 0, tad vienādība izpildās, ja sinx = 0 vai cosx = 0, t.i., ja 

.
11.37. Ievērosim, ka 

 (pamatojiet vienādību !). Līdzīgi pierāda, ka 

. Summējot šīs nevienādības, iegūstam prasīto.



.
11.38. Pierādiet apgalvojumu, aplūkojot tikai divas blakusstāvošās kolonas.
11.39. Vispirms pierāda, ka vienā plaknē atrodas punkti A, B, A1, B1;  A, C, A1, C1; A, D, A1, D1;  B, C, B1, C1;  B, D, B1, D1;  C, D, C1, D1.

Apzīmēsim taišņu AA1 un BB1 krustpunktu ar K. Taisne CC1 krusto abas taisnes AA1 un BB1, un tā kā nepieder plaknei ABA1B1, tad iet caur punktu K. Līdzīgi pierāda, ka arī taisne DD1 iet caur punktu K.  Tātad visas norādītās taisnes krustojas punktā K.
11.40. Aplūkojot  virknes 2n pēdējos divus (trīs) ciparus, tātad rēķinot pēc moduļa 100 vai 1000, atrodam, ka skaitļa 2 14 pēdējie divi cipari ir 84, bet skaitļa 2 54 pēdējie trīs cipari ir 984.
_938950633.unknown

_939035170.unknown

_939037842.unknown

_939040256.unknown

_1020774650.unknown

_1196256362.unknown

_1020783394.unknown

_939040870.unknown

_939041049.unknown

_939040693.unknown

_939039829.unknown

_939040007.unknown

_939038989.unknown

_939036945.unknown

_939037341.unknown

_939037659.unknown

_939037057.unknown

_939035408.unknown

_939036734.unknown

_939035311.unknown

_938951219.unknown

_939034716.unknown

_939034940.unknown

_938952629.unknown

_938952798.unknown

_938950915.unknown

_938950974.unknown

_938950848.unknown

_938948928.unknown

_938949561.unknown

_938950143.unknown

_938950556.unknown

_938949941.unknown

_938949101.unknown

_938949373.unknown

_938949029.unknown

_938791350.unknown

_938948370.unknown

_938948441.unknown

_938947986.unknown

_938948303.unknown

_938789857.unknown

_938790391.unknown

_938785557.unknown

