Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". Zīmējumu numerācija saglabāta kā grāmatā.

11. ATKLĀTĀ OLIMPIĀDE 4.-11. klasei (1983./84. m.g.)
4. klase

11.1. Jānis no grāmatas bija izlasījis 50 lappuses, kad šo pašu grāmatu sāka lasīt Andris. Turpmāk Jānis katru dienu izlasīja pa 15 lappusēm, bet Andris -- pa 25 lappusēm. Abi zēni grāmatu lasīt beidza vienlaicīgi. Cik lappušu grāmatā?

11.2. Kvadrātisku rūtiņu režģī dažas virsotnes atzīmētas (sk. 20. zīm.). Cik ir tādu kvadrātu, kam malas paralēlas režģa līnijām un visas virsotnes atzīmētas?
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11.3. Vai eksistē 6 pēc kārtas ņemti naturāli skaitļi, no kuriem nevienam ciparu summa nedalās ar 4? Vai eksistē 7 tādi skaitļi?

11.4. Kvadrāts sadalīts 8×8 kvadrātiskās rūtiņās. Labajā augšējā rūtiņā atrodas figūriņa. Divi spēlētāji pēc kārtas pārbīda figūriņu uz blakus esošu rūtiņu, pie tam aizliegts iebīdīt figūriņu tādā rūtiņā, kurā tā jau reiz bijusi. (Rūtiņas sauc par blakus rūtiņām, ja tām ir kopīga mala.) Tas, kam nav kur izdarīt gājienu, zaudē. Pierādīt, ka spēlētājs, kas izdara pirmo gājienu, var uzvarēt, lai kā arī spēlētu pretinieks.

11.5. Katrs no 12 strādniekiem (tie apzīmēti ar numuriem no 1 līdz 12) prot strādāt ar diviem instrumentiem (instrumenti apzīmēti ar burtiem no A līdz L). Kurš no strādniekiem kurus instrumentus pārvalda, redzams tabulā.
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Pierādīt, ka šie strādnieki var vienlaicīgi strādāt katrs ar savu instrumentu. Cik dažādos veidos tas iespējams?

5. klase

11.6. Grāmatnīcā A ir par 10% vairāk grāmatu nekā grāmatnīcā B. Grāmatnīca A pārdeva 11% savu grāmatu, bet grāmatnīca B pārdeva 10% savu grāmatu. Kurā grāmatnīcā palika vairāk grāmatu?

11.7. Plaknē atzīmēja punktus A (-1; 4), B (1; 2) un C (-3; -6). Pēc tam koordinātu asis nodzēsa; palika tikai punkti A, B un C. Kā izmantojot cirkuli un lineālu, atjaunot vismaz vienu no koordinātu asīm?

11.8. Uz tāfeles uzrakstīti 1983 skaitļi ‘‘- 1’’ un 1984 skaitļi ‘‘+ 1’’. Atļauts nodzēst jebkurus divus uz tāfeles uzrakstītos skaitļus, to vietā uzrakstot viņu abu reizinājumu. Tā turpina, kamēr uz tāfeles paliek tikai divi skaitļi. Kādi tie būs? Kāpēc?

11.9. Kvadrāts sadalīts 5×5 rūtiņās. Kādu lielāko rūtiņu daudzumu var iekrāsot tā, lai nevienā kvadrātā 2×2 nebūtu triju iekrāsotu rūtiņu?

11.10. 21. zīmējumā aplīšos ierakstīt pa naturālam skaitlim tā, lai katriem diviem skaitļiem, kas savienoti ar līniju, būtu kopīgs dalītājs, lielāks par 1, bet katriem diviem skaitļiem, kas nav savienoti ar līniju, lielākais kopīgais dalītājs būtu 1. Pietiek uzrādīt vienu veidu, kā to izdarīt.
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6. klase

11.11. Atrast visas tās veselās k vērtības, pie kurām (k - 2) (k +4) ir pirmskaitlis, un pierādīt, ka citu bez atrastajām nav.

11.12. Punkts B atrodas trijstūra ADC iekšpusē. Pierādīt, ka leņķis ABC lielāks par leņķi ADC.

11.13. Dota kartīte, uz kuras uzrakstīts skaitlis 2, un divi automāti A un B. Ja automātam A padod kartīti, uz kuras uzrakstīts skaitlis x, viņš atpakaļ atdod šo kartīti un otru kartīti, uz kuras uzrakstīts x3. Ja automātam B padod kartīti, uz kuras uzrakstīts skaitlis x, viņš atpakaļ atdod šo kartīti un otru kartīti, uz kuras uzrakstīts x/8. Vai, izmantojot šos automātus, var iegūt kartīti, uz kuras uzrakstīts 

a) 21983,

b) 21984?

11.14. Bērnudārza grupā ir 12 bērni. Kāds ir lielākais iespējamais dienu skaits, kurā šie bērni var staigāt pa pāriem tā, ka neviens pāris neatkārtojas? Vienas dienas laikā pāri nemainās.

11.15. Plaknē doti 4000 punkti. Nekādi trīs no tiem neatrodas uz vienas taisnes. Pierādiet, ka var izveidot 1000 četrstūrus tā, ka katram no tiem visas virsotnes atrodas dotajos punktos, bet nekādiem diviem četrstūriem nav kopīgu punktu.

7. klase
11.16. Dots, ka n un n2 + 9 ir pirmskaitļi. Atrast visas iespējamās n vērtības un pierādīt, ka citu bez atrastajām nav.

11.17. Atrisināt vienādojumu
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11.18. Doti 8 nogriežņi. Neviens no tiem nav īsāks par 1 cm un neviens nav garāks par 20 cm. Pierādīt, ka eksistē trijstūris, kura malas vienādas ar trim no dotajiem nogriežņiem. 

11.19. Regulārs 12-stūris sagriezts paralelogramos. Pierādiet, ka vismaz 3 no šiem paralelogramiem ir taisnstūri.

11.20. Dotas vairākas pēc ārējā izskata vienādas monētas, kuru masas visas ir dažādas. Doti arī sviras svari bez atsvariem. Vienā svēršanas reizē atļauts uzlikt uz katra kausa pa vienai monētai un noskaidrot, kura no uzliktajām ir smagāka.

a) Monētu ir 4. Kā ar 5 svēršanām sakārtot tās svaru pieaugšanas kārtībā?

b) Monētu ir 8. No tām jāatdala 4 smagākās, bet nav noteikti jāuzzina, kura ir pati smagākā, kura ir otra smagākā, u.t.t. Pacentieties izstrādāt metodi, kā to izdarīt ar iespējami mazāku svēršanu skaitu.

8. klase

11.21. Dots, ka x + y = a + b un xy = ab. Pierādīt, ka vai nu x = a un y = b, vai arī x = b un y = a.

11.22. Kvadrāts sastāv no 16×16 rūtiņām. Viena no tām nokrāsota melna. Pierādīt, ka pārējo daļu var sagriezt tādos apgabalos, katrs no kuriem vienāds ar šādu figūru 
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11.23.Pierādīt, ka izliekta sešstūra ABCDEF perimetrs ir lielāks par 
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11.24. Pulksteņa ciparnīca tās centrā piestiprināta pie tāfeles un var pagriezties par jebkuru leņķi 30°×k, k -- vesels skaitlis. Blakus katram ciparnīcas skaitlim 1; 2; 3;... ; 12 uz tāfeles uzrakstīja nulli. Pēc tam ciparnīcu pagrieza un katram uz tāfeles uzrakstītajam skaitlim pieskaitīja to ciparnīcas skaitli, kas nonāca tam blakus. To atkārtoja vairākas reizes. Vai var iznākt tā, ka visi skaitļi uz tāfeles ir vienādi ar 1984?

11.25. Riņķī, kura rādiuss ir r, ievilkts daudzstūris ar laukumu S; riņķa centrs atrodas daudzstūra iekšpusē. Uz katras daudzstūra malas ņemts pa punktam, kas nav virsotne, un šie punkti pēc kārtas savienoti ar taisnes nogriežņiem. Šie nogriežņi veido jaunu, ‘‘iekšējo’’ daudzstūri. Pierādīt, ka ‘‘iekšējā’’ daudzstūra perimetrs ir vismaz 
[image: image7.wmf].
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9. klase

11.26. Apskatām divas skaitļu virknes (an) un (bn). Dots, ka 
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. Pierādīt, ka 
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11.27. Figūra atrodas plaknē. Tās ortogonālā projekcija uz katru taisni šajā plaknē ir nogrieznis, kas īsāks par 1 cm. Vai šo figūru noteikti var ievietot

a) riņķī ar diametru 1 cm; 

b) riņķī ar diametru 1,5 cm?

11.28. No trīsciparu naturāla skaitļa atņem tā ciparu kubu summu.

a) Kāda ir iegūtās starpības lielākā iespējamā vērtība?

b) Kāda ir iegūtās starpības mazākā iespējamā pozitīvā vērtība?

11.29. Aplūkojam nevienādību 
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, kur p un q ir konstantes. Pierādīt, ka to Ox ass intervālu garumu summa, kuros šī nevienādība ir spēkā, nepārsniedz 4.

11.30. Plauktā novietoti 30 sējumu kopotie raksti numuru pieaugšanas kārtībā. Andris pārlika 1. sējumu aiz trīsdesmitā, pārējo sējumu kārtību nemainot. Jānis ar vienu gājienu drīkst mainīt vietām jebkurus divus sējumus. Kāds ir mazākais gājienu skaits, ar kuru Jānis var atjaunot pareizo kārtību? Kāds tas būtu gadījumā, ja Andris aiz trīsdesmitā sējuma būtu novietojis 1., 2., 3. sējumus (tieši šādā kārtībā)?

10. klase

11.31.Vai var gadīties, ka trīsplakņu kaktā triju virsotnes leņķu summa vienāda ar visu divplakņu kaktu leņķu summu?

11.32. Pierādīt, ka starp skaitļiem 6n + 3, kur n -- naturāls skaitlis, ir bezgalīgi daudz naturālu skaitļu kvadrātu..

11.33. Dots, ka kopa M satur skaitli 1. Bez tam zināms, ka izpildās šādas divas īpašības:

1) ja M satur x, tad M satur arī 4x;

2) ja M satur x, tad M satur arī 
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. Pierādīt, ka a) M satur skaitli 17; b) M satur visus naturālos skaitļus.

11.34. Valsts teritorijai ir kvadrāta forma, kvadrāta malas garums 1000 km. Valstī ir 51 pilsēta. Transporta ministrijai pietiek līdzekļu, lai uzbūvētu dzelzceļu 11 000 km garumā. Vai var uzbūvēt dzelzceļu tā, lai no katras pilsētas uz katru varētu aizbraukt ar vilcienu?

11.35. Plaknē dotas 6 taisnes. Apskatām visus regulāros trijstūrus, kuru malas atrodas uz taisnēm. Kāds ir lielākais iespējamais šādu trijstūru skaits, starp kuriem nav vienādu trijstūru?

11. klase

11.36. Pierādīt nevienādību sin6x + cos6x ³ sin8x + cos8x. Kad pastāv vienādība?

11.37. Regulāra trijstūra ABC iekšpusē ņemts punkts O. Taisne AO krusto BC punktā A1, taisne BO krusto AC punktā B1, taisne CO krusto AB punktā C1. Pierādīt, ka OA1 + OB1 + OC1 < a, kur a -- trijstūra ABC malas garums.

11.38. Uz 50 kartītēm uzrakstīti dažādi skaitļi, uz katras kartītes viens skaitlis. Kartītes izkārtoja taisnstūra formā 5 rindās un 10 kolonās. Katrā rindā kartītes sakārtoja tā, ka skaitļi pieaug no kreisās uz labo pusi. Pēc tam katrā kolonnā kartītes pārkārtoja tā, ka katrā kolonnā skaitļi pieaug no augšas uz leju. Pierādīt, ka pēc tam joprojām katrā rindā skaitļi pieaug no kreisās uz labo pusi.

11.39. Trijstūra piramīdas ABCD skaldnē BCD ņemts punkts A1, skaldnē ACD -- punkts B1, skaldnē ABD -- punkts C1 un skaldnē ABC -- punkts D1. Neviens no tiem nepieder piramīdas šķautnēm. Zināms, ka katri divi no punktiem A1, B1, C1, D1 atrodas vienā plaknē ar divām piramīdas virsotnēm. Pierādīt, ka taisnes AA1, BB1, CC1, DD1 krustojas vienā punktā.

11.40. Vai eksistē tāds naturāls skaitlis n, ka 2n beidzas ar cipariem a) 84; b) 984?
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