Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". 
12. atklātā olimpiāde (1984./85. m.g.)
Atrisinājumi

12.1. Otrais skaitlis par 1 lielāks nekā pirmais skaitlis.
12.2. Ciparu 1, 9, 8 un 5 summa ir 23. Lai skaitļa ciparu summa dalītos ar 9, tai jāpieskaita vēl cipars 4. Mazākais skaitlis, ko var izveidot no šiem cipariem ir 14589. Ja cipara 4 vietā ņemtu vairākus ciparus, tad iegūtajam skaitlim būtu vairāk ciparu par uzrakstīto, un tas būtu lielāks.
12.3. Ja atmetīsim nokrāsotās skaldnes, tad iegūsim paralēlskaldni ar izmēriem 

. Tātad nokrāsotas ir 

 skaldnes.
12.4. Ar an apzīmēsim cik veidos var skaitli n izsacīt kā vieninieku un divnieku summu. Tad a1 = 1, a2 = 2, an = an-1 + an-2, jo katra summa, kas izsaka n-1 sākas ar 1 vai 2; pirmo summu skaits ir an-1, otro summu skaits ir an-2.

Tālāk aprēķinām a3 = a1 + a2 =3, a4 = 5, a5 = 8, a6 = 13, a7 = 21. Tātad meklējamais veidu skaits ir 21.
12.5. Vispirms atzīmēsim, ka 2 dienās draugi nevar noskaidrot visus jaunumus, jo pirmajā dienā katrs no viņiem uzzina 3 jaunumus (ieskaitot savu), bet otrajā var uzzināt vēl ne vairāk kā 6 jaunumus. 

Parādīsim kā 3 dienu laikā tie var uzzināt visus jaunumus. Pirmajā dienā tie apvienojas grupās (1, 2 , 3),  (4, 5, 6),  (7, 8, 9), (10, 11, 12), otrajā dienā -- grupās (1, 5, 9),  (2, 6, 10),  (3, 7, 11),  (4, 8, 12), bet trešajā atkal tādās pašās grupās kā pirmajā dienā. Tādā veidā viņi uzzinās visus jaunumus. Piemēram, pirmās grupas pārstāvji otrajā dienā uzzināja visus jaunumus no pārējām grupām: pirmais no grupas (4, 5, 6), otrais no grupas (10, 11, 12), trešais no grupas (7, 8, 9). Trešajā dienā tie dalījās savstarpēji ar visiem jaunumiem. Līdzīgi notika arī citās grupās.
12.6. Jā, var. Jāuzzīmē trīs paralēli nogriežņi un četri tiem perpendikulāri nogriežņi. Skaidrs, ka tas ir lielākais iespējamais pāru skaits.
12.7. No nevienādības ab > 0 seko, ka skaitļiem a un b ir vienādas zīmes. Ja tie abi būtu negatīvi, tad neizpildītos nevienādība a + b > 0. Tātad tie abi ir pozitīvi.
12.8. Klasē ir 17 + 17 - 3 = 31 skolēns, kas dejo vai dzied. Atradīsim cik ir skolēnu, kas zīmē, bet nedejo un nedzied. Tādu ir  20 - 5 - 4 +1 = 12. Kopā klasē ir  43 skolēni.
12.9. Daļu skaits var būt no 3 līdz 10. 
12.10. Uzskatīsim, ka visi dotie skaitļi ir nenegatīvi (pēc pirmā soļa tā noteikti būs). Ar s apzīmēsim lielāko no grupas skaitļiem. Ja grupā nav skaitļa 0, tad pēc viena gājiena lielums s samazinās. Ja kaut viens no skaitļiem ir 0, tad lielums s samazinās vismaz pēc 4 gājieniem (pārbaudiet to). Tātad rezultātā visi skaitļi kļūs vienādi ar 0.
12.11. Tie veido 80° leņķi.
12.12. a) Ja daļa 

 ir saīsināma ar skaitli k, tad arī daļa 

 ir saīsināma ar skaitli  k.

b) Nē, nevar. Piemēram, daļa 

 nav saīsināma, bet daļa 

 ir saīsināma.
12.13. 




.
12.14. Aplūkojot divas figūras (skat. 12.1. zīm.), secinām, ka skaitļi, kas ierakstīti atzīmētajās rūtiņas dod vienādus atlikumus dalot ar 9. Līdzīgi pierāda, ka visi 5 atzīmētie skaitļi dod vienādus atlikumus dalot ar 9. Bet tā nevar būt, jo starp skaitļiem no 1 līdz 36 var atrast lielākais 4 skaitļus, kas dod vienādus atlikumus dalot ar 9.
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12.15. Vispirms atzīmēsim, ka dāma var būt apdraudēta, ja atrodas uz kāda no 18 atzīmētajiem lauciņiem (skat. 12.2. zīm.). Katrā no diviem apvilktajiem kvadrātiem vismaz viena dāma ir jāizmet, citādi vidējā nebūs apdraudēta. Tātad var būt ne vairāk kā 16 dāmu. Izvietot 16 dāmas var, ja izmetam divas dāmas no centrālajiem atzīmētajiem lauciņiem.
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12.16. Atbilde 

.
12.17. Nē, nedalās. Tā kā skaitlis 1111 dalās ar 101, tad arī skaitlis 

dalās ar 101. Skaidrs, ka sekojošais aiz viņa skaitlis nevar dalīties ar 101.
12.18. Pieņemsim, ka doti trijstūra ABC malu viduspunkti A1, B1, C1. Tad taisni AB konstruē, velkot taisni caur C1 paralēli A1B1. Līdzīgi konstruē pārējās malas.

Pieņemsim, ka A, B, C, D, E ir dotā piecstūra malu viduspunkti. Ņemsim patvaļīgu punktu X un konstruēsim punktus Y = SA(X), Z = SB(Y), U = SC(Z), V = SD(U), W = SE(U) (Ar SA(X) apzīmējam punktam X simetrisku punktu pret punktu A). Tad nogriežņa XW viduspunkts ir dotā piecstūra virsotne. Pārējās virsotnes atrod, izmantojot šīs pašas simetrijas.
12.19. No dotajiem 5 punktiem atradīsim divus punktus A un B, kuriem ir vienādas abu koordinātu paritātes (tādus var atrast, jo paritāšu kombinācijas ir 4, bet punkti ir 5). Tad nogriežņa AB viduspunkta M koordinātas ir veseli skaitļi, jo 

 ir veseli skaitļi.
12.20. Tā kā no vienas virsotnes A izejošajiem 7 nogriežņiem (malām un diagonālēm) ir jābūt vienādi nokrāsotiem, tad nepieciešamas vismaz 7 krāsas. Ar 7 krāsām pietiek, ja vienādā krāsā krāsojam tās 8-stūra malas un diagonāles, kas ir savā starpā paralēlas (ir 7 šādu paralēlu nogriežņu grupas).
12.21. Atbilde: 

.
12.22. Nosvītrojot daļas, dotais reizinājums palielinās par






,

tātad nemainās.
12.23. Tā kā no 4 skaitļiem var izvēlēties tieši 6 pārus, un katrs skaitlis ieiet tieši 3 pāros, tad katra no vienādojumu saknēm 3 reizes pieņem katru no norādītajām 4 vērtībām. Tātad šo 4 vērtību (4 dažādo sakņu) summa ir 

.
12.24. Aplūkojot 12.3. zīmējumā atzīmētos trijstūrus, redzam, ka tie nevar būt nokrāsoti trīs krāsās tā, lai attālumā 4 neatrastos vienādi nokrāsoti trijstūri.
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12.25. Ar O apzīmēsim trijstūra DEF augstumu krustpunktu (skat. 12.4. zīm.) un  novilksim nogriežņus OD, OE, OF. Aplūkojamais sešstūris ir sadalīts trīs paralelogramos; šo paralelogramu puses veido trijstūri DEF. Tātad aplūkojamā sešstūra laukums ir 

 (trijstūri DEF un ABC ir līdzīgi ar līdzības koeficientu 2).
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12.26. Aplūkosim trīs deviņstūra malas AB = BC = CD = a un trijstūra malu AD (skat. 12.5. zīm.). Tā kā leņķi 
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ACD un 
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ABD ir plati, tad no kosinusu teorēmas seko nevienādības 

; t.i. vienas regulārā trijstūra malas kvadrāts ir lielāks par 3 regulārā 9-stūra malu kvadrātu summu. Tātad arī visu 3 trijstūra malu kvadrātu summa ir lielāka par visu 9 9-stūra malu kvadrātu summu.
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12.27. Ja doto skaitļu zīmes ir vienādas, tad ab > 0, ac > 0, bc > 0, un prasītās nevienādības izpildās.

Apzīmējot ab = x, ac = y un bc = z, pierāda, ka no dotajām nevienādībām seko, ka ab > 0, ac > 0, bc > 0; tātad visu skaitļu a, b, c zīmes ir vienādas.
12.28. Ar 

 apzīmēsim ar kādu lielāko divnieka pakāpi dalās skaitlis k. Iegūstam









.
12.29. a) Jā, var. Parādiet kā !

b) Nē, nevar. Visu skaitļu vietas uz riņķa līnijas sadalīsim trīs grupās periodiski: 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 ... . Pēc katra gājiena vieninieku skaits katrā grupā maina paritāti, jo mainās pa vienam skaitlim no katras grupas. Sākumā vienā grupā ir nepāra skaits vieninieku (viens), bet divās citās pāra skaits vieninieku (nulle). Tātad arī beigās visās grupās vieninieku skaita paritātes nebūs vienādas, un visas nulles iegūt nevarēs.
12.30. Apzīmēsim lokomotīves ar cipariem no 1 līdz 8, kas norāda kādā secībā tām jāpienāk galapunktā. Pirmajā posmā lokomotīves ar numuriem 5, 6, 7, 8 laidīsim pa augšējo līniju un aizturēsim, panākot, ka lokomotīvju grupa (5, 6, 7, 8) (patvaļīgā secībā) brauc aiz grupas (1, 2, 3, 4) (patvaļīgā secībā). Otrajā posmā, aizturot lokomotīves (3, 4) no pirmās grupas un (7, 8) no otrās grupas, panāksim ka tās virzās secībā (1, 2), (3, 4), (5, 6), (7, 8) (pāros secība nav noteikta). Pēdējā pārbrauktuvē sakārtojam pārus pareizā secībā.
12.31. Der, piemēram, a = 150°.
12.32. Ja p < 30, tad, dalot ar 30, tas dod atlikumā p, un apgalvojums pierādīts. Uzskatīsim, ka p 
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 30. Dalot ar 30, tas nevar dot atlikumā pāra skaitli (citādi tas pats būtu pāra skaitlis un nebūtu pirmskaitlis. Līdzīgi pamato, ka tas nevar dot atlikumā skaitli, kas dalās ar 3 vai 5. Atlikumi, kas nedalās ar 2, 3 vai 5 ir šādi: 1, 7, 11, 13, 17,19, 23, 29. Tie visi ir pirmskaitļi vai 1.
12.33. Apzīmēsim attālumu no punkta O līdz taisnei AB ar  r(O, AB). Ievedam apzīmējumus 

. Ar šiem lielumiem izsakām trijstūra MNK laukumu, un, ņemot vērā vienādību x + y + z = 1, algebriski pierāda prasīto nevienādību.
12.34. 

.
12.35. Iezīmēsim rūtiņu, ko A pirmajā gājienā iekrāsoja zilu, un aplūkosim kvadrātu, kura centrs ir šī rūtiņa (skat. 12.6. zīm.).

[image: image9.png]12.6. zim.





Nākošajos 4 gājienos B nokrāso sarkanas kvadrāta stūra rūtiņas. Ar savu 5 gājienu A vēl nevar iziet ārpus iezīmētā kvadrāta robežām. Tālākā B stratēģija ir šāda. Tiklīdz A iekrāso kvadrāta malējo rūtiņu, B krāso blakus esošo ārējo rūtiņu. Skaidrs, ka B neizlaidīs A no uzzīmētā kvadrāta.
12.36. Tā kā trijstūri BMO un DCO ir līdzīgi ar līdzības koeficientu 

, tad to augstumu OL un OK attiecība ir 2, bet summa 1 (skat. 12.7. zīm.). Tātad 

, un 

.
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12.37. a) Jā; piemēram, tā kā parādīts 12.8. zīm.
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b) Nē, nevar. Vispirms pierādīsim, ka visiem punktiem būtu jāatrodas uz vienas taisnes. Tiešām, izvēlēsimies punktus A un B, starp kuriem attālums ir 1. Tad, ņemot jebkuru citu punktu C, kas neatrodas uz taisnes AB, mēs iegūtu, ka 

. Tā kā AC un BC veseli skaitļi, tad AC = BC, bet tā nevar būt.  Tālāk pierāda, ka arī uz taisnes nevar izvietot 1985 punktus, lai izpildītos uzdevuma nosacījumi.
12.38. Jā, dalās. Izmantosim īpašību, ka nepāra skaitlim n  an + bn dalās ar a + b. Iegūstam , ka  270 + 370 = 435 + 935 dalās ar  4 + 9 = 13.
12.39. Ja x = 0, tad dotās izteiksmes vērtība ir  

 Ja x = p, tad dotās izteiksmes vērtība ir  

 No nevienādības




 seko, ka vismaz viena no dotajām vērtībām ir ne mazāka par 

.
12.40. Novilksim plaknē 4 riņķus ar dažādiem rādiusiem, kas ārēji pieskaras viens otram. Šo četru riņķu centri apmierina uzdevuma nosacījumus. Tiešām, visi attālumi starp punktiem ir dažādi, un katras slēgtas lauztas līnijas garums ir 

, kur r1, r2, r3, r4  ir novilkto riņķu rādiusi.
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