Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". 
13. atklātā olimpiāde (1985./86. m.g.)
Atrisinājumi

13.1 

;  



;



.
13.2. Tā kā 1986 dalās ar 3, tad jāpierāda, ka n nedalās ar 3. Skaitļa n ciparu summa  

 nedalās ar 3, tātad arī skaitlis n nedalās ar 3.
13.3. Iespējami 0, 1, 3, 4, 5, 6 krustpunkti. 
13.4. Jā, var. Piemēram, tā, kā parādīts 13.1. zīmējumā.
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13.5. Izmantojot 6 l trauku, no 21 litra trīs reizes atlejam 6 litrus, iegūstot atlikumā 3 l ūdens. 

Nevar iegūt 5 l, jo ūdens daudzums litros visos traukos dalās ar 3; tāpēc katrā traukā vienmēr ielietā ūdens daudzums litros dalīsies ar 3, bet 5 nedalās ar 3.
13.6. Pasažieru skaits dalās ar 3, 4 un 5, tātad dalās ar 60. Redzam, ka pasažieru ir 60, un ir 10 brīvas vietas.
13.7. Ejot pa riņķi, skaitīsim cik reizes mainās skaitļa zīme. Tā mainās, ja reizinājums ir negatīvs. Apejot riņķi, pirmā skaitļa zīme nemainījās, tāpēc zīmju maiņu skaits ir pāra skaitlis. Tas nozīmē, ka negatīvo reizinājumu skaits nevar būt 993. Tas var būt 986; piemēram, uzrakstot pa riņķi skaitļus +1, -1, +1, -1, ... , +1 (kopā 987 skaitļi) un pārējos +1.
13.8. Taisni leņķi veidojas katrā skaldnes iekšējā punktā 4×81×6 (katrā punktā 4 leņki, skaldnes ir 6, katrā skaldnē 81 punkts);  uz katras šķautnes 4×9×12; virsotnēs 3×8. Kopā 4×81×6 + 4×9×12 + 3×8 = 2390.
13.9. Jā, var. Sadalīsim kvadrāta rūtiņas 41 melnā rūtiņā un 40 baltās rūtiņās, kā uz šaha galdiņa. Ierakstīsim skaitli a melnajās rūtiņās un skaitli b baltajās rūtiņās. Ir jāizpildās nevienādībām 41a + 40 b > 0 un 2a + 2b < 0. Var izvēlēties, piemēram, skaitļus a = 41, b= - 42.
13.10. To var izdarīt šādi (skat. 13.2. zīm.).
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13.11. x = 0.
13.12. a) Nevar, jo rūtiņu skaits nedalās ar 4.

b) Var, sadalot kvadrātu 20×20 kvadrātos ar izmēriem 4×4. Katru kvadrātu 4×4 var sadalīt šādās figūrās.

c) Nevar. Iekrāsosim kvadrātu 10×10 divās krāsās kā šaha galdiņu. Tad dotās figūras var iedalīt divās grupās: n figūras, kas nosedz 3 baltos lauciņus un m figūras, kas nosedz 3 melnos lauciņus. Iegūstam vienādības




No šejienes seko, ka n = m = 12,5, bet tā nevar būt, jo n un m ir veseli skaitļi.
13.13. Jā, var. Uz zilajām kartiņām jāuzraksta skaitļi 0, 4, 8, 12, bet uz sarkanajām skaitļi 1, 2 , 3, 4.
13.14. Mazākais n ir 6 (skat. 13.3. zīm.).
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13.15. Jā, var (skat. 13.4. zīm.).
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13.16. 

.
13.17. No dotā seko, ka šādi trijstūru pāri ir līdzīgi: AOB un DOE, BOC un EOF, COD un FOA. no šejienes seko vienādības



.

Tātad AO = DO, un punkti A un D ir simetriski pret O. Līdzīgi pierāda, ka simetriski ir punkti B un E, C un F.
13.18. Nē, nedalās, jo 

.
13.19. Sakārtosim dotos skaitļus augošā secībā a
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b
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c
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d
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e. Tad visas prasītās nevienādības izpildās. Pierādīsim vienu no tām, piemēram, a + b + c
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 0. Ja šī nevienādība neizpildītos, tad c < 0; līdz ar to d < 0 un e < 0. Bet tādā gadījumā  a + b + c +d + e < 0, kas ir pretrunā ar doto.
13.20. Režģī ir 12 virsotnes, no kurām iziet tieši 3 nogriežņi. Katrā šādā virsotnē ir jābūt līnijas galapunktam; tātad to skaits ir vismaz 6, un ar 5 līnijām nepietiek. Ar 8 līnijām režģi uzzīmēt var. Parādiet kā !

13.21. Apzīmēsim aritmētiskās progresijas diferenci ar d. Tad 



.

Izteiksme 

 var pieņemt patvaļīgu vērtību.

13.22. Aplūkosim vienu no šiem trijstūriem BKL  (skat. 13.5. zīm.).
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Trijstūri BKL un ABL ir līdzīgi (pierādiet to !). Tātad 

, un BL × BK = KL. Līdzīgi pierāda pārējās vienādības.
13.23. Ar c1 un c2 apzīmēsim malu a un b projekcijas uz malas c, bet ar h trijstūra augstumu, kas vilkts pret malu c. Vispirms pierāda, ka šie skaitļi ir racionāli. Pareizinot šos skaitļus ar to kopsaucēju, iegūstam veselus skaitļus. Trijstūri ar šādiem parametriem var novietot plaknē tā, ka visu virsotņu koordinātes ir veseli skaitļi, t.i. rūtiņu virsotnēs.
13.24. Aplūkosim, piemēram, četrciparu skaitli 

. Tad




Līdzīgi apgalvojumu pierāda patvaļīgam n-ciparu skaitlim.
13.25. Otrais spēlētājs sev labvēlīgu rezultātu var panākt sekojoši: viņš vienmēr ņems konfekti no kastītes, kurā ir nepāra skaits konfekšu, turklāt vispirms no tādas, kurā ir viena konfekte (ja tāda kastīte ir).
13.26. Tā kā dotā funkcija ir nepārtraukta, tad visiem x izpildās vienādība



,

jo, kad 

, tad 

. Tātad f(x) ir konstanta funkcija.
13.27. a) Vienādojumu pārveidojam formā



.

Abi labās puses reizinātāji ir divnieka pakāpes ar veseliem nenegatīviem kāpinātājiem. To starpība ir 2; tātad 

.

b) Ja n=2k-1, tad iegūstam a) punkta vienādojumu; tātad n =1, x = 3, y = 3.

Ja n = 2k, tad vienādojumu pārveidojam formā



.

Otrā iekava ir nepāra skaitlis, kas lielāks par 1, tātad nevar būt divnieka pakāpe; šājā gadījumā atrisinājumu nav.
13.28. Pārbaudām, ka x1 = 3, x2 = 48 un 

. No šejienes seko, ka visi virknes locekļi ir veseli skaitļi.
13.29. Sadalīsim katru  no četrstūriem divos trijstūros, un sadalīsim šos trijstūrus divās grupās -- melnajos un baltajos (skat. 13.6. zīm.).
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Katrā grupā trijstūru pamati ir vienādi, bet augstumi veido aritmētisku progresiju; tātad trijstūru laukumi katrā grupā veido aritmētisku progresiju. Tā kā, saskaitot divas aritmētiskās progresijas, arī iegūstam aritmētisku progresiju, tad doto četrstūru laukumi veido aritmētisku progresiju; tā ir 5, 6, 7, 8, 9. Tātad ABCD laukums ir 35.
13.30. Visas 30 vietas sadalīsim 2 grupās: 1., 2., 1., 2, ... . Pieņemsim, ka 1. grupā melno figūru skaits ir lielāks (vismaz 8 melnās figūras). Ar vienu gājienu melno figūru skaits 1. grupā nevar palielināties vairāk kā par 1. Tātad vismaz 7 gājieni ir jāizpilda, jo iespējama sākotnējā situācija, kad 1. grupā ir tieši 8 melnās figūras. Var redzēt, ka gadījumā, ja visas melnās figūras neatrodas 1. grupas lauciņos, tad vienā gājienā var melno figūru pārvietot uz 1. grupas lauciņu, izmetot no tās balto figūru; tas nozīmē, ka vienā gājienā var palielināt melno figūru skaitu 1. grupas lauciņos par 1. Rezultātā pierādīts, ka ar 7 gājieniem vienmēr pietiek.
13.31. Vienādojumu pārveidojam formā  

. No šejienes



.   

/
13.32. Viena no šīm starpībām ir 

. Tātad reizinājuma vērtība ir 0.
13.33. Ar indukciju pierāda, ka 

.Tātad



. Līdz ar to arī visas nākošās funkcijas f34(x), f35(x), ... , f1986(x) ir nenegatīvas.
13.34. Nevar konstruēt tādu izliektu daudzskaldni. Katram punktam O jāaplūko skaldne, kas atrodas vistuvāk šim punktam. Tad projekcija pret šo skaldni atradīsies skaldnē.

Taču iespējams konstruēt šādu neizliektu daudzskaldni (skat. 13.7. zīm.).
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13.35. Novilksim riņķa līnijai w trīs pieskares paralēli trijstūra malām. Atšķeltajos trijstūrīšos ievilksim pa riņķa līnijai ar rādiusiem r1, r2, r3. Protams, šo riņķa līniju rādiusi nav mazāki, par uzdevuma nosacījumos minēto 3 riņķa līniju rādiusiem. Pierāda, ka r1 + r2 + r3 = r. No šejienes seko uzdevuma apgalvojums.
13.36. a) Šī funkcija ir periodiska ar periodu 1985 × 2p.

b) Dotā funkcija nav periodiska. Pierādījumā izmanto to, ka funkcijai, kuras periods ir T, arī atvasinājums ir periodiska funkcija ar periodu T.
13.37. Doto skaitli uzrakstīsim šādi:



.

Pirmajās n iekavās uzrakstīti savstarpēji pirmskaitļi ( pamatojiet to !). Katram no šiem skaitļiem ir vismaz viens pirmreizinātājs, un tie visi ir dažādi. Esam ieguvuši n dotā skaitļa dalītājus, kas visi ir pirmskaitļi.
13.38. Ievedot telpā Dekarta koordinātu sistēmu ar asīm, kas paralēlas dotajām hordām , pierāda, ka hordu garumu kvadrātu summa ir vienāda ar 12 R2 - 80 r2, kur R ir lodes rādiuss, bet r ir attālums no punkta M līdz lodes centram.
13.39. Aplūko virknītes, kas sastāv no sarkanām un zilām šķautnēm, pārmaiņus sekojošām viena otrai. Virknē, kurā ir nepāra skaits posmu, un sarkano ir par 1 vairāk nekā zilo, maina krāsas uz pretējām.
13.40. Pieņemsim, ka starp šiem 1986 zinātniekiem ir divi tādi A un B, kuri nerunā vienā valodā. Apskatīsim visus iespējamos 1984 trijniekus A, B, C. No uzdevuma nosacījumiem seko, ka vismaz 992 zinātnieki ( no C) runā vienā valodā ar A (vai B). Tā kā A prot ne vairāk kā 5 valodas, tad vismaz 199 zinātnieki no apskatāmajiem 992 zina viņiem visiem un A kopīgu valodu x. Šajā valodā runā vismaz 200 zinātnieki.

Līdzīgi aplūko gadījumu, kad nav zinātnieku pāra A, B, kas nerunā vienā valodā.
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