Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". Zīmējumu numerācija saglabāta kā grāmatā.

13. ATKLĀTĀ OLIMPIĀDE 4.-11. klasei (1985./86. m.g.)
4. klase

13.1. Cipari no 9 līdz 1 uzrakstīti rindā: 987654321. Ievietojot starp dažiem no tiem aritmētisko darbību zīmes un iekavas, var iegūt rezultātā dažādus skaitļus. Piemēram, (987 - 65) × (4 - 3) : 2 +1 = 462.

Kā iegūt skaitļus a) 20; b) 100; c) 1986?

13.2. Naturāls skaitlis n satur tikai ciparus 0, 1 un 2, turklāt vieninieku tā pierakstā ir par 1 vairāk nekā divnieku. Pierādīt, ka n + 1986 nedalās ar 3. 

13.3. Plaknē novilktas 4 dažādas taisnes. Cik dažādu krustpunktu tām var būt? Atrast visas iespējas un pierādīt, ka citu bez atrastajām nav.

13.4. Kvadrāts sastāv no 6×6 rūtiņām. Vai var nokrāsot tajā dažas rūtiņas tā, lai katrā horizontālē , katrā vertikālē un katrā diagonālē būtu nokrāsots pāra skaits rūtiņu? (Par diagonālēm sauc ne tikai abas lielās diagonāles, kas katra sastāv no 6 rūtiņām, bet arī tām ‘‘paralēlās’’ rūtiņu virknes, kas sastāv no 5, 4, 3, 2 vai 1 rūtiņas (stūra rūtiņas); tātad šajā uzdevumā minētajai tabulai ir 22 diagonāles.)

13.5.Dots ar ūdeni piepildīts trauks, kura tilpums ir 21 litrs. Doti arī tukši 6 litru un 12 litru trauki. Uz traukiem nav nekādu iedaļu. Vai izmantojot tikai šos traukus, var vienā no tiem atdalīt a) 3 litrus; b) 5 litrus?

5. klase

13.6. Septiņdesmitvietīgā autobusā brauc ekskursanti. Trešā daļa no tiem prot angļu valodu, ceturtā daļa -- vācu valodu, piektā daļa -- franču valodu. Cik vietas autobusā ir neaizņemtas?

13.7. Pa apli izrakstīti 1986 skaitļi. Katru skaitli pareizināja ar tam sekojošu skaitli pulksteņa rādītāju kustības virzienā. Vai var gadīties, ka no iegūtajiem reizinājumiem

a) tieši 993 ir pozitīvi un 993 negatīvi; 

b)tieši 1000 pozitīvi un 986 negatīvi?

13.8. Kubs sastādīts no 10×10×10 maziem kubiņiem. Cik taisnu leņķu uz kuba virsmas veido mazo kubiņu šķautnes?

13.9. Kvadrāts sastāv no 9×9 rūtiņām. Vai var katrā rūtiņā ierakstīt pa skaitlim tā, lai visu ierakstīto skaitļu summa būtu pozitīva, bet katrā 2×2 rūtiņu lielajā kvadrātā ierakstīto skaitļu summa -- negatīva?

13.10. 7×7 rūtiņas lielā kvadrātā nokrāsot 20 rūtiņas tā, lai neviena figūra, kas parādīta 26. zīmējumā nesastāvētu tikai no nenokrāsotām rūtiņām, neatkarīgi no tā, kādā stāvoklī tā ir novietota kvadrāta iekšpusē.
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6. klase

13.11. Atrisināt vienādojumu 
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13.12. Vai taisnstūri ar izmēriem a) 50×51; b) 20×20; c) 10×10 rūtiņas var sagriezt tādās figūrās, kāda attēlota 27.zīmējumā?
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13.13. Jānis grib uzrakstīt četrus skaitļus uz zilām kartītēm un četrus -- uz sarkanām tā, lai izpildītos šāda īpašība: aprēķinot visos iespējamos veidos divu skaitļu summu, no kuriem viens ir uz zilās, bet otrs -- uz sarkanās kartītes, jāiegūst 16 pēc kārtas ņemti veseli pozitīvi skaitļi. Vai Jānis to var izdarīt?

13.14. Plaknē jāatzīmē n zili punkti tā, lai attālumā 1 cm no zilā punkta atrastos tieši 3 citi zili punkti. Kāds ir mazākais n, kad to var izdarīt?

13.15.Vai taisnstūrī, kas sastāv no 3×6 kvadrātiskām rūtiņām, var daļu rūtiņu nokrāsot melnas un atlikušās baltas tā, lai nekādu četru vienā krāsā nokrāsotu rūtiņu centri neatrastos tāda taisnstūra virsotnēs, kura malas paralēlas dotā taisnstūra malām?

7. klase

13.16. Atrisināt nevienādību x(x +1)(x+2) > 0.

13.17. Izliektā sešstūrī ABCDEF diagonāles AD, BE un CF krustojas vienā punktā O, bet sešstūra pretējās malas ir pa pāriem paralēlas. Pierādīt, ka O ir sešstūra simetrijas centrs.

13.18. Vai visu naturālo skaitļu 1 līdz 50 reizinājums dalās ar 250?

13.19. Doti 5 skaitļi, kuru summa ir 0. Pierādīt, ka tos var apzīmēt ar burtiem a, b, c, d un e tā, lai vienlaikus būtu spēkā nevienādības a 
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 0, a + b 
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 0, a + b + c 
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 0, a + b + c + d 
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 0.

13.20. Vai kvadrātisku režģi, kas attēlots 28. zīmējumā, var uzzīmēt, novelkot

a) 5 lauztas līnijas, katru ar garumu 8;

b) 8 lauztas līnijas, katru ar garumu 5?

Katras rūtiņas malas garums ir 1.
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8. klase

13.21. Aritmētiskā progresijā a1, a2, a3, a4,... dots, ka a100 + a200 =1986. Aprēķināt a50 + a250. Vai var aprēķināt a100 + a300?

13.22. Regulāra astoņstūra ABCDEFGH malas garums ir 1. Apskatām tos trijstūrus, kuros diagonāles BH, BG, BF, BE, BD sadala trijstūri ABC. Pierādīt, ka katrā no šiem trijstūrīšiem vienas malas garums ir vienāds ar abu pārējo malu garumu reizinājumu.

13.23. Trijstūra laukums un to malu garumi ir veseli skaitļi. Pierādīt, ka tam līdzīgu trijstūri var uzzīmēt rūtiņu lapā tā, ka visas virsotnes atrodas rūtiņu virsotnēs. (Rūtiņu malas garums ir 1.)

13.24. Par naturāla skaitļa n fragmentu sauc katru skaitli, kuru iegūst, nosvītrojot vienu vai vairākus skaitļa n pēdējos ciparus. Piemēram, 1986 fragmenti ir 198, 19 un 1. Pierādīt šādu apgalvojumu: ja no naturāla skaitļa atņem deviņkāršotu visu fragmentu summu, tad iegūst sākotnējā skaitļa ciparu summu.

13.25. n kastēs kaut kā izvietotas 2n konfektes. Divi spēlētāji pēc kārtas ņem pa vienai konfektei. Pierādīt, ka otrais spēlētājs var rīkoties tā, lai abas pēdējās vēl nepaņemtās konfektes paliktu vienā kastē.

9. klase

13.26. Funkcija f(x) ir nepārtraukta un definēta visiem x. Bez tam katram x pastāv vienādība f(2x) = f(x). Atrast visas šādas funkcijas.

13.27. Atrisināt naturālos skaitļos vienādojumus

a) 2x + 1 = y2n; 

b) 2x + 1 = yn+1.

13.28. Skaitļu virkni x1, x2, x3,... definē šādi: x1 = 3; 
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 1. Pierādīt, ka visi tās locekļi ir veseli skaitļi.

13.29. Četrstūra ABCD divas pretējās malas sadalītas katra 5 vienādos nogriežņos un dalījuma punkti savienoti taišņu nogriežņiem. Divu izveidojušos četrstūrīšu laukumi ir doti (29. zīm.). Atrast ABCD laukumu.
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13.30. Pa apli kaut kādā kārtībā novietotas 15 melnas un 15 baltas figūriņas. Ar vienu gājienu var izvēlēties divas figūriņas un mainīt tās vietām. Kāds ir mazākais gājienu skaits, ar kuru garantēti var panākt, ka nevienā vietā divas vienas krāsas figūriņas neatrodas blakus?

10. klase

13.31. Atrisināt vienādojumu sinx × sin2x = cosx × cos2x.

13.32. Atrast visu dažādo starpību 

 reizinājumu, ja 1 < i < j < 1986, i un j ir naturāli skaitļi.

13.33. Funkcija f(x) ir periodiska ar periodu 64. Definējam funkciju virkni f1(x), f2(x), f3(x),... :

f1(x) = f(x); fn+1(x) = fn(x - 1) × fn(x +1), ja n 
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 1. Pierādīt, ka f1986(x) 
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 0 visiem x.

13.34. Vai var konstruēt daudzskaldni M un punktu O šī daudzskaldņa iekšpusē tā, lai O ortogonālā projekcija pret katru M skaldni atrastos nevis pašā skaldnē, bet tās turpinājumā?

13.35. Trijstūrī ievilka riņķa līnija w ar rādiusu r. Bez tam novilktas trīs dažādas riņķa līnijas, katra no tām pieskaras w un divām trijstūra malām. Pierādīt, ka šo triju riņķa līniju rādiusu summa nav mazāka par r.

11. klase

13.36. Vai funkcija a) 

, b) 

 ir periodiska?

13.37. Dots, ka a -- pāra skaitlis, a 
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 2. Pierādīt, ka skaitlis 

 dalās ar vismaz n dažādiem pirmskaitļiem.

13.38. Lodes iekšpusē fiksēts punkts M. Caur M novilktas trīs savstarpēji perpendikulāras šīs lodes hordas. Pierādīt, ka šo hordu garumu kvadrātu summa nav atkarīga no tā, kādas hordas novilktas.

13.39. Daudzskaldņa M katra šķautne nokrāsota vienā no n krāsām. Katrā virsotnē ieejošās šķautnes nokrāsotas dažādās krāsās. Starp krāsām ir sarkanā un zilā, turklāt sarkano šķautņu ir vairāk nekā zilo. Pierādīt, ka šķautnes var nokrāsot citā veidā tā, ka sarkano šķautņu skaits par 1 samazinās, zilo šķautņu skaits par 1 palielinās un joprojām katrā virsotnē ieejošās šķautnes visas nokrāsotas dažādās krāsās.

13.40. Kongresā piedalās 1986 zinātnieki. Katrs no tiem runā ne vairāk kā 5 valodās. Zināms, ka starp katriem trim zinātniekiem var atrast divus, kas runā vienā un tajā pašā valodā. Pierādīt, ka var atrast 200 zinātniekus, kas runā vienā un tajā pašā valodā.
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