Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". 
14. atklātā olimpiāde (1986./87. m.g.)
Atrisinājumi

14.1. Atrisinājumi parādīti 14.1. zīmējumā.
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14.2. Tā kā katru ciparu var izvēlēties 8 veidos, tad šādu skaitļu ir 64. Tos var sadalīt pa pāriem tā, ka katrā pārī skaitļu summa ir 99. Tātad visu šādu skaitļu summa ir 99×32 = 3168.
14.3. Skaitlis 198619871988 dalās ar 3, bet skaitlis n ar 3 nedalās, jo tā ciparu summa ir 2k + (k +1) = 3k + 1. Tas nozīmē, ka skaitlis n + 198619871988 nedalās ar 3; tātad nedalās arī ar 6.
14.4. Vajadzēja pārraidīt vienādību 945 + 1038 = 1983.
14.5. Kvadrātā 7×7 var novietot 12 taisnstūrus 1×4 bez kopīgiem kvadrātiņiem (parādiet kā !). Tātad jānokrāso vismaz 12 rūtiņas. Tas, ka ar 12 rūtiņām pietiek, parādīts 14.2. zīmējumā.
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14.6. To var izdarīt šādi:
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Ar 10 kolonnām šādu tabulu sastādīt nevar. Starpībām būtu jāpieņem visas vērtības no 0 līdz 9; to summa ir 45, bet šai summai ir jābūt pāra skaitlim. Pamatojiet to !
14.7. Ejot pa riņķi, skaitīsim cik reizes mainās skaitļa zīme. Tā mainās, ja reizinājums ir negatīvs. Apejot riņķi, pirmā skaitļa zīme nemainījās, tāpēc zīmju maiņu skaits ir pāra skaitlis. Tas nozīmē, ka negatīvo reizinājumu skaits nevar būt 993. Tas var būt 986; piemēram, uzrakstot pa riņķi skaitļus +1, -1, +1, -1, ... , +1 (kopā 987 skaitļi) un pārējos +1.
14.8. Tas jādara 2 reizes nedēļā.
14.9. Jā, var (skat. 14.3. zīm.).
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14.10. Ja katrs bruņinieks sardzē bijis k reizes, m reizes tie sūtīti pa 9, bet n reizes pa 10, tad 33k = 9m + 10n. Ja k = 1, tad šādus skaitļus atrast nevar. Ja k = 2, tad m = 4 un n = 3. Tātad mazākais iespējamais vakaru skaits ir 7. To var izdarīt 7 vakaros, nostādot bruņiniekus aplī un katru vakaru sūtot 10 vai 9 sekojošos pa apli bruņiniekus.
14.11. No zīmējuma redzams, ka c > a un b > 0 > d. Tātad c - a > 0, b - d > 0, un šo skaitļu reizinājums lielāks par 0.
14.12. a) Nevar, jo rūtiņu skaits nedalās ar 4.

b) Var, sadalot kvadrātu 20×20 kvadrātos ar izmēriem 4×4. Katru kvadrātu 4×4 var sadalīt šādās figūrās.

c) Nevar. Iekrāsosim kvadrātu 10×10 divās krāsās kā šaha galdiņu. Tad dotās figūras var iedalīt divās grupās: n figūras, kas nosedz 3 baltos lauciņus un m figūras, kas nosedz 3 melnos lauciņus. Iegūstam vienādības




No šejienes seko, ka n = m = 12,5, bet tā nevar būt, jo n un m ir veseli skaitļi.
14.13. Jā, var; skat. 14.4. zīmējumu.

[image: image5.png]144 7im.




14.14. Jā, var. Ar indukciju var pierādīt, ka dažādo izmēru skaits var būt patvaļīgs naturāls skaitlis. Sadalīsim kvadrātu n kvadrātos tā, lai mazāko kvadrātu skaits būtu lielāks par 1.

Ja n = 1, tad to izdarīt var, sadalot kvadrātu 4 vienādos kvadrātos.

Pieņemsim, ka kvadrāts sadalīts kvadrātos, starp kuriem ir tieši k dažādi un mazāko kvadrātu skaits ir lielāks par 1. Tad, sadalot vienu mazāko kvadrātu 4 vienādos kvadrātos, mēs iegūstam sadalījumu, kurā ir tieši k +1 dažādi kvadrāti, un mazāko kvadrātu skaits ir lielāks par 1.
14.15. Pierādīsim, ka torņi izvietoti tā, ka izpildās vismaz viena no šādām iespējām: a) katrā kolonnā ir tornis, b) katrā rindiņā ir tornis. Tiešām, ja neizpildās abi punkti, tad atradīsies kolonna, kurā nav torņa, un rindiņa, kurā nav torņa. Tad šīs kolonnas un rindiņas krustpunktā būs lauciņš, kas nav apdraudēts, bet tā nevar būt.

Ja izpildās iespēja a), tad atstāsim pa vienam tornim katrā kolonnā; ja izpildās b), tad atstāsim pa vienam tornim katrā rindiņā.
14.16. x 
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14.17. Nē, nevar. Apzīmēsim nogriežņu galapunktus ar a1, b1; a2, b2; a3, b3. Tā kā nogriežņu garumi ir pāra skaitļi, tad skaitļu ak un bk paritātes ir vienādas. Starp skaitļiem a1, a2, a3  atradīsies divi vienādas paritātes skaitļi (piemēram, a1 un a2). Tad visu skaitļu a1, b1, a2, b2 paritātes ir vienādas, un šo divu nogriežņu kopīgās daļas garums ir pāra skaitlis.
14.18. Tā kā 1987 ir pirmskaitlis, tad to var sadalīt trīs naturālu skaitļu reizinājumā tikai šādā veidā 1987 = 1×1×1987. Tādi arī būs paralēlskaldņa izmēri.
14.19. Dots, ka 99999(a - f) + 9900(b - d) + 990(c - e) dalās ar 271. Tā kā 99999 dalās ar 271, tad arī skaitlim 

 jādalās ar 271. Tā kā 990 un 271 ir savstarpēji pirmskaitļi, tad 10(b - d) + (c - e) dalās ar 271. Tā kā uzrakstītā izteiksme nepārsniedz 100, tad 10(b - d) + (c - e) = 0; tas ir iespējam tikai, ja b = d un c = e.
14.20. Jāņa atsvari sver 1, 2, 4, 8, 16, 32 gramus.
14.21. No dotā seko, ka a2 + b2 = c2  = 400 un a + b - 4 = c = 20. Atrisinot šo vienādojumu sistēmu, iegūstam atbildes:



.
14.22. No dotā seko, ka 

; no tā izriet, ka  d > 0. Tāpēc progresija ir augošā, un tā satur patvaļīgi lielus locekļus.
14.22. Pieņemsim pretējo, ka visi laukumi ir vienādi. Tad no vienādības 

 seko, ka BC = CD, jo šo trijstūru augstumi ir vienādi (skat. 14.5. zīm.). Tātad 

, jo vienādi ir šo trijstūru pamati ( BC un CD ) un augstumi. Iegūstam  

, bet tas ir pretrunā ar uzdevuma nosacījumiem. Apgalvojums pierādīts.
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14.24. Ģeometriski vienādojums ax + by + c = 0 apraksta taisni koordinātu plaknē, bet nevienādība izpildās pusplaknē. Izvēloties nevienādības zīmi, mēs izvēlāmies vienu no pusplaknēm. Trīs taisnes sadala plakni augstākais 7 daļās, bet iespējams zīmes nevienādībās izvēlēties 8 veidos. Izvēloties zīmes tā, ka nevienādības neizpildās nevienā no sadalījuma apgabaliem, mēs iegūstam nevienādību sistēmu, kurai nav atrisinājumu.
14.25. a) Uzvar otrais spēlētājs, dzēšot visu laiku nepāra skaitļus, izņemot 3 un 9.  Ja pirmais nodzēš skaitli 3 vai 9, otrais spēlētājs nodzēš atlikušo no šiem skaitļiem. Beigās atliks vai nu divi pāra skaitļi, vai skaitļi 3 un 9. Abos gadījumos tie nav savstarpēji pirmskaitļi.

b) Uzvar pirmais spēlētājs. Pirmajā gājienā viņš nodzēš skaitli 1. bet pārējos skaitļus domās sadala pāros: (2, 3), (4, 5), ... ,(1986, 1987). Tālāk, tiklīdz otrais spēlētājs nodzēš skaitli no kāda pāra, pirmais spēlētājs nodzēš otru šī pāra skaitli. Rezultātā pirmais spēlētājs panāks, ka atlikušie skaitļi ir no viena pāra, bet divi sekojoši skaitļi vienmēr ir savstarpēji pirmskaitļi.
14.26. Vienādojumu pārveidojam formā



.

No šejienes  

. Abu vienādojumu atrisinājumus var apvienot un uzrakstīt formā   

.
14.27. Skaitli 

 izteiksim kā 9 bezgalīgu decimāldaļu summu, katrai no kurām aiz komata ir tikai cipari 0 vai 1 (pamatojiet, ka to var izdarīt !). Tad, katru no šīm daļām pareizinot ar 7, iegūsim prasītās daļas.
14.28. Pārbaudām, ka  

. Tāpēc meklējamā summa ir 

.
14.29. Sadalīsim kvadrātu ar izmēriem 8×8  16 kvadrātos ar izmēriem 2×2. Katrā no šiem kvadrātiem jābūt aizņemtām vismaz 2 rūtiņām ( citādi šajā kvadrāta var ievietot stūrīti). Tātad kopā jābūt aizņemtām vismaz 32 rūtiņām; tas nozīmē, ka jāievieto vismaz 11 stūrīši (jo 10 × 3 < 32). Parādiet zīmējumā, ka ar 11 stūrīšiem pietiek.
14.30. a) un b) punktu atrisinājums redzams tabulā
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14.31. Vienādojumu pārveidojam šādi:



.

Atbilde: 

.
14.32. Pieņemsim, ka vienādi ir piecu neiezīmēto trijstūru laukumi (skat. 14.6. zīm.).
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No trijstūru AOC1 un BOC1 laukumu vienādības seko, ka AC1 = BC1; no trijstūru BOA1 un COA1 laukumu vienādības seko, ka  BA1 = CA1. Tātad AA1 un CC1 ir mediānas, O ir mediānu krustpunkts; BB1 arī ir mediāna, AB1 = CB1 un tāpēc 

.
14.33. Pierakstīsim formulu veidā divus šādus apgalvojumus:

· katrs spēlētājs izspēlēja 9 spēles:  

;

· uzvaru kopskaits ir vienāds ar zaudējumu kopskaitu: 



.

Pierādāmo vienādību var pārveidot formā



Šī vienādība seko no otrās vienādības.
14.34. Nē, nevar. Katrā daļā, kas izgriezta no kuba, lielākais attālums starp punktiem nepārsniedz  

 (kuba diagonāles garums). Ja savienosim šīs 20 daļas, tad lielākais attālums starp punktiem nepārsniegs 

, un taisnstūri ar izmēriem 1×1×216 iegūt nevar.
14.35. Pirmais spēlētājs var uzvarēt. Ar savu pirmo gājienu viņš uzraksta skaitli 6; pēc tam spēlē drīkst izmantot tikai skaitļus 4, 5, 7, 8, 9, 10. Domās viņš sadala šos skaitļus pāros (9, 7), (8, 10), (4, 5). Uz katru otrā spēlētāja uzrakstīto skaitli a viņš atbild, uzrakstot to skaitli, kas ir vienā pārī ar a. Redzams, ka šādi spēlējot, pirmais spēlētājs uzvarēs.
14.36. Ja n ir nepāra skaitlis, tad 2n + 65 pēc moduļa 5 nav kvadrāts; tātad 2n + 65 nav vesela skaitļa kvadrāts. Tātad jāaplūko gadījums, kad n = 2k. Iegūstam vienādojumu 

, ko pārveidojam šādi:



.

Ņemot vērā, ka  y - 2k < y + 2k, pastāv šādas iespējas:



    un     

.

Katrai sistēmai ir viens atrisinājums, kuriem atbilst n vērtības 10 un 4.
14.37. Atzīmēsim, ka AN un BN ir trijstūra ABM bisektrises; tātad N ir bisektrišu krustpunkts; no tā seko, ka arī MN ir trijstūra ABM bisektrise. No šejienes seko prasītā leņķu vienādība.
14.38. Ievietojot  g = p - (a + b), ar identiskiem pārveidojumiem pārveidojam pierādāmo nevienādību par



.

Ja  cos(a + b) 
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 0, tad šī nevienādība ir acīmredzama.

Pretējā gadījumā nevienādību pierāda izmantojot nevienādību starp vidējo aritmētisko un vidējo ģeometrisko.
14.39. Ja n = 2k, tad sadalīsim doto kvadrātu k2 kvadrātos ar izmēriem 2×2. Tā kā katrā mazajā kvadrātā ierakstīto skaitļu summa ir 0, tad arī kopīgā visu ierakstīto skaitļu summa ir 0.

Ja n = 2k + 1, tad sadalīsim kvadrātu 2k + 1 joslā pa horizontālēm. Pirmajā joslā ierakstīsim +1, otrajā ierakstīsim -1, trešajā ierakstīsim +1, u.t.t. .Tabulā izpildīsies uzdevuma nosacījumi, un visu tabulas skaitļu summa būs vienāda ar n.

Ar indukciju pierāda, ka šī summa nevar būt lielāka par 2k + 1.
14.40. Telpa sadalās 59 daļās.
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