Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". Zīmējumu numerācija saglabāta kā grāmatā.

14. ATKLĀTĀ OLIMPIĀDE 4.-11. klasei (1986./87. m.g.)
4. klase

14.1. Uzzīmēt piemēru, kas parāda, ka taisne var sadalīt astoņstūri a) 2 daļās; b) 3 daļās; c) 4 daļās; d) 5 daļās.

14.2. Cik ir tādu divciparu skaitļu, kas nesatur ne ciparu 0, ne ciparu 9? Atrast visu šādu skaitļu summu.

14.3. Naturāla skaitļa n pierakstā ir tikai cipari 0, 1 un 2, turklāt vieninieku ir par 1 vairāk nekā divnieku. Pierādīt, ka n + 198619871988 nedalās ar 6.

14.4. Pa Ziedu pilsētas telegrāfu var noraidīt 30. zīmējumā attēlotās zīmes. Pārraidot skaitlisku vienādību, vienā zīmē tika pieļauta kļūda un tika pārraidīta vienādība 9 × 5 + 1038 = 1983. Kādu vienādību patiesībā vajadzēja pārraidīt?
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0. zim.




14.5. Kvadrāts sastāv no 7×7 rūtiņām. Tās visas sākumā ir baltas. Kāds vismazākais daudzums rūtiņu jānokrāso melnas tā, lai katra 31. zīmējumā attēlotā figūra, lai kā tā arī būtu novietota kvadrāta iekšpusē, saturētu vismaz vienu melnu rūtiņu?
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5. klase

14.6. Tabulā ir 2 rindiņas un 5 kolonnas (32.zīm.). Katrā rindiņā jāieraksta skaitļi no 1 līdz 5 (katrā rūtiņā -- citu skaitli) tā, lai ierakstīto skaitļu starpības visās kolonnās būtu dažādas (dažādu skaitļu starpību atrod, no lielākā skaitļa atņemot mazāko).

Vai to var izdarīt?

Vai līdzīgu uzdevumu var atrisināt tabulai ar 2 rindiņām un 10 kolonnām?
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14.7. Pa apli uzrakstīti 1987 skaitļi. Katru skaitli pareizināja ar tam sekojošu pulksteņa rādītāju kustības virzienā. Vai var gadīties, ka

a) no iegūtajiem reizinājumiem tieši 994 ir pozitīvi un tieši 993 -- negatīvi;

b) no iegūtajiem reizinājumiem tieši 1001 ir pozitīvi un tieši 986 -- negatīvi?

14.8. Istabā vienmērīgi nosēžas putekļi -- katru diennakti 1 g. Mazgājot grīdu, putekļu daudzums samazinās par 90%, bet slaukot par 50%. Grīdu mazgā reizi nedēļā. Minimāli cik reižu nedēļā grīda jāslauka, lai nevienu brīdi uz grīdas nebūtu vairāk par 4 g putekļu? Pirmās nedēļas sākumā istaba ir tīra.

14.9. Vai var uzcelt mūra sienu astoņstūra formā un ārpus tās nostādīt sargkareivi tā, lai viņš nevienu no astoņiem taisnajiem sienas posmiem neredzētu pilnībā?

14.10. Karalim ir 33 bruņinieki; katru vakaru karalis sūta sardzē 9 vai 10 no tiem (pēc savas izvēles). Kāds ir mazākais vakaru skaits, pēc kura var gadīties, ka visi bruņinieki devušies sardzē vienādu reižu skaitu?

6. klase
14.11. Koordinātu plaknē konstruēti funkciju y = ax + b un y = cx + d grafiki (33. zīm.). Pierādīt, ka (c - a)(b - d) > 0.
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14.12. Vai iespējams taisnstūri ar izmēriem a) 50x51; b) 20x20; c) 10x10 rūtiņas sagriezt tādās figūrās, kāda attēlota 34.zīmējumā?
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14.13. Vai var uzcelt mūra sienu sešstūra kontūra formā un tās iekšpusē nostādīt sargkareivi tā, lai viņš nevienu no sešiem taisnajiem sienas posmiem neredzētu pilnībā?

14.14. Vai kvadrātu var sagriezt mazākos kvadrātos tā, lai starp griežot iegūtajiem kvadrātiem būtu tieši 5 dažādi kvadrāti? Bet tieši 1987 dažādi?

14.15. Uz šaha galdiņa novietoti vairāki torņi tā, ka katrs neaizņemtais lauciņš ir pa sitienam vismaz vienam tornim. Pierādīt, ka daļu torņu var noņemt no galdiņa tā, ka uz tā paliek tikai 8 torņi un arī tagad katrs neaizņemtais lauciņš ir pa sitienam vismaz vienam tornim. (piezīme: tos 8 torņus, kas paliek uz galdiņa, aizliegts pārvietot uz citiem lauciņiem.)

7. klase

14.16. Atrisināt nevienādību x(x + 1)(x + 2) > 0.

14.17. Vai var uz skaitļu ass atzīmēt 3 nogriežņus tā, ka katra nogriežņa garums ir pāra skaitlis, bet katru divu nogriežņu kopējās daļas garums -- nepāra skaitlis?

14.18. No 1987 vienādiem kubiņiem jāsaliek taisnstūra paralēlskaldnis. Kubiņa izmēri ir 1 cm × 1 cm × 1 cm. Kādi var būt paralēlskaldņa izmēri?

14.19. Sešciparu skaitļa 
[image: image6.wmf]abcdef

 ciparus pārlika citā kārtībā un ieguva skaitli 
[image: image7.wmf]fdebca

. Dotā un iegūtā skaitļu starpība dalās ar 271. Pierādīt, ka b = d un c = e.

14.20. Jānim ir 6 atsvaru komplekts. Ar atsvariem no šī komplekta var līdzsvarot a + 1 gramus, a + 2 gramus, a + 3 gramus,... , a + 63 gramus, kur a -- kaut kāds vesels skaitlis (atsvarus liek tikai uz viena svaru kausa). Atrast, cik sver Jāņa atsvari.

8. klase

14.21. Taisnleņķa trijstūrim apvilktās riņķa līnijas rādiuss ir 10 cm, ievilktās riņķa līnijas rādiuss ir 2 cm. Atrast trijstūra malu garumus.

14.22. Dota bezgalīga aritmētiskā progresija a1, a2, a3,.... Zināms, ka a113 + a161 > a120 + a153. Pierādīt, ka progresijā noteikti ir skaitlis, kas lielāks par 1987.

14.23. Izliektā piecstūrī novilktas visas diagonāles, kas sadala piecstūri 11 daļās. Pierādīt, ka visu 11 daļu laukumi nevar būt vienādi.

14.24. Pierādīt, ka jebkurā izteiksmju sistēmā
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zvaigznītes var aizstāt ar ‘‘>‘‘ vai ‘‘<‘‘ zīmēm tā, lai iegūtajai nevienādību sistēmai nebūtu atrisinājuma (a1, a2, a3, b1, b2, b3, c1, c2, c3 -- skaitliski koeficienti).

14.25. Uz tāfeles uzrakstīti veseli pozitīvi skaitļi no 1 līdz n ieskaitot. Divi spēlētāji pēc kārtas nodzēš pa vienam skaitlim, kamēr uz tāfeles paliek tikai divi skaitļi. Ja tiem ir kopējs dalītājs, kas lielāks par 1, tad uzvar otrais spēlētājs; pretējā gadījumā uzvar pirmais spēlētājs. Kas uzvar, pareizi spēlējot, ja a) n = 1986; b) n = 1987?

9. klase

14.26. Atrisināt vienādojumu cos 2x = sin x.

14.27. Dots, ka 0 < y < 1. Pierādīt, ka y var izsacīt kā 10 bezgalīgu decimāldaļu summu, katrai no kurām aiz komata ir tikai cipari 0 un 7 (varbūt arī tikai viens no tiem).

14.28. Dots, ka
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14.29. Kāds mazākais daudzums tādu figūru, kas parādītas 35.zīmējumā, jāievieto kvadrātā 8×8 rūtiņas, lai tajā vairs nevarētu novietot nevienu tādu figūru bez pārklāšanās ar jau novietotajām? Figūru kontūras iet pa kvadrāta malām vai rūtiņu līnijām.

[image: image11.png]35.7im.




14.30. Kvadrāts sastāv no 3×3 rūtiņām. Rūtiņās jāieraksta pa vienam veselam pozitīvam skaitlim (tiem visiem deviņiem ir jābūt dažādiem) tā, lai visās trijās rindiņās un visās trijās kolonnās ierakstīto skaitļu reizinājumi būtu vienādi.

a) Pierādīt, ka to var izdarīt.

b) Pierādīt, ka to var izdarīt tā, lai visi reizinājumi būtu vienādi ar 120.

c) Vai var panākt, lai reizinājumi būtu mazāki par 120?

10. klase

14.31. Atrisināt vienādojumu cos 2x = sin x + cos x.

14.32.Trijstūra ABC iekšpusē atrodas punkts O. Taisnes AO, BO, CO sadala ABC sešos mazos trijstūrīšos. Ir zināms, ka piecu trijstūrīšu laukumi ir vienādi. Pierādīt, ka sestā trijstūrīša laukums ir tāds pats.

14.33.Tenisa turnīrā piedalījās 10 tenisisti. Katrs spēlēja ar katru citu vienu spēli (neizšķirtu nav). Pirmais spēlētājs guva x1 uzvaras un piedzīvoja y1 zaudējumus, otrais guva x2 uzvaras un piedzīvoja y2 zaudējumus, utt. Pierādīt, ka
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14.34. Vai kubu, kura izmēri ir 6×6×6, var sagriezt 20 daļās tā, lai no tām varētu salikt taisnstūra paralēlskaldni, kura izmēri ir 1×1×216?

14.35. Divi spēlētāji pēc kārtas raksta uz tāfeles naturālus skaitļus, kas nepārsniedz 10. Aizliegts rakstīt tādus skaitļus, kas ir jau uzrakstīto skaitļu dalītāji. Zaudē tas, kas nevar izdarīt gājienu.

Noskaidrot, kuram spēlētājam ir uzvaroša stratēģija, un atrast to.

11. klase

14.36. Kādiem naturāliem n skaitlis 2n + 65 ir naturāla skaitļa kvadrāts?

14.37. Trijstūrī ABC leņķi A un B sadalīti katrs 5 vienādās daļās. Pierādīt, ka 
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14.38. Pierādīt, ka katrā trijstūrī, kura leņķa lielumi ir a, b un g, pastāv nevienādība cos2a + cos2b + cos2g > 

.

14.39. Kvadrāts sastāv no n×n rūtiņām. Katrā rūtiņā ierakstīts skaitlis; neviens ierakstītais skaitlis nav lielāks par 1 un nav mazāks par -1. Bez tam zināms, ka katrā kvadrātā, kas sastāv no 2×2 rūtiņām, ierakstīto skaitļu summa ir 0. Kāda vislielākā vērtība var būt visu kvadrātā ierakstīto skaitļu summai?

14.40. Divas vienādas regulāras četrstūra piramīdas novietotas tā, ka to pamati sakrīt, bet virsotnes nesakrīt. Apskatām tās astoņas plaknes, kurās atrodas šo piramīdu sānu skaldnes. Cik daļās šīs plaknes sadala telpu?
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