Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". 
15. atklātā olimpiāde (1987./88. m.g.)
Atrisinājumi

15.1. Tā kā intervālā no 1 līdz 1988 ir pāra skaits (994) nepāra skaitļu, tad visa summa ir pāra skaitlis.
15.2. Tāds, piemēram, ir skaitlis 0,5000000000555.
15.3. Nē, nevar. Ja skaitlim ir tieši divi dalītāji, tad tas ir pirmskaitlis. Tā kā pirmskaitļa pēdējais cipars nav 0 (citādi tas dalītos ar 2), tad atliek vienīgi skaitlis 100001. Taču arī šis skaitlis nav pirmskaitlis, jo tas dalās ar 11.
15.4. Dotā izteiksme ir vienāda ar



.
15.5. a) Nevar, jo trim kvadrātiņiem, kas atrodas pie vienas virsotnes ir jābūt nokrāsotiem dažādās krāsās.

b) Var; uzzīmējiet kā !
15.6. 

.
15.7. a) 2; b) 25; c) 299.
15.8. Skaitot leņķus pretēji pulksteņa rādītāja virzienam, tiks uzzīmēti stari šādos virzienos: 0°, 150°, 300°, 90°, 240°, 30°, 180°, 330°, 120°, 270°, 60°, 210°. Tālāk tie sāks atkārtoties. Kopā iznāk 12 stari.
15.9. Ja visas summas būtu vienādas ar 999, tad jebkuru divu cilvēku, starp kuriem atrodas viens cilvēks, nosauktie skaitļu būtu ar dažādu paritāti. Uzskatīsim, ka pirmais cilvēks nosauca pāra skaitli (apzīmēsim 1 -- p). Tad iegūstam 3 -- n, 5 -- p, ... , 999 -- n, 1001 -- p, 2 -- n, 4 -- p, ... , 1000 -- p, 1 -- n. Iegūtā pretruna pierāda apgalvojumu.
15.10. Juris noskaidro iedomāto skaitli ar vienu šādu jautājumu:

‘‘ Andri, es iedomājos vienu no skaitļiem 1 vai 2. Vai tavs iedomātais skaitlis ir lielāks par manu iedomāto ?’’

Atbilde ‘‘nē’’ nozīmē, ka Andris iedomājies skaitli 1; atbilde ‘‘jā’’, ka Andris iedomājies skaitli 3; atbilde ‘‘nezinu’’, ka Andris iedomājies skaitli 2.
15.11. Nē, nav, jo vienai x vērtībai atbilst vairākas y vērtības.
15.12. 

.
15.13. Nē, ne noteikti; vienam no trijstūriem augstuma pamats var atrasties uz malas, bet otram uz malas pagarinājuma (skat. 15.1. zīm.).
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15.14. Ja klasē ir z zēnu un m meiteņu, tad saskaitot draudzīgo pāru skaitu, iegūsim, ka tas ir vienāds ar 10z un arī ar 10m. (Pirmajā gadījumā mēs skaitām draudzīgos pārus, uzskaitot zēnus, otrajā -- uzskaitot meitenes). No vienādības 10z = 10m seko, ka z = m.
15.15. Pietiek atzīmēt 6 punktus katras malas viduspunkta tuvumā.
15.16. Tas seko no nevienādības




15.17. Ņemot divas rūtiņu lapas blakuslīnijas, mēs iegūstam paralēlas taisnes, attālums starp kurām ir 1, un neviena rūtiņu virsotne starp tām neatrodas. Šo attālumu palielināt nevar. Tiešām, ja joslas platums būtu lielāks par 1, tad aplūkosim kādu no rūtiņu lapas līnijām, kas krusto šo joslu. Nogriežņa garums, kas atradīsies joslā būs lielāks par 1, un uz šī nogriežņa atradīsies kāda rūtiņu virsotne; šī virsotne piederēs joslai.
15.18. Dalot ar b, mēs katru reizi iegūstam atlikumu mazāku par b. Šis atlikums nav 0, jo tad mēs neiegūtu periodisku decimāldaļu, jo dalīšanas process beigtos. Tātad iespējamo atlikumu skaits ir b - 1, un, tiklīdz atlikumi ir vienādi, sākas atkārtošanās. Tas nozīmē, ka atkārtošanās sāksies ne vēlāk kā pēc b - 1 soļa, t.i., periods satur ne vairāk kā b -1 ciparu.
15.19. Nē, neeksistē. Pieņemsim, ka trijstūris ABC sagriezts divos vienādos trijstūros ar nogriezni BM (skat. 15.2. zīm.).
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Tad leņķis 
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AMB ir vienāds ar vienu no leņķiem 
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BMC. Tā kā 
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MBC ( no vienādības sekotu, ka AC || BC), un 
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MCB (no vienādības sekotu, ka BM || BC), tad 
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AMB = 
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BMC. Tas nozīmē, ka BM ir trijstūra ABC augstums; tas sadala trijstūri divos vienādos taisnleņķa trijstūros; to hipotenūzas AB un BC ir vienādas, bet tas ir pretrunā ar pieņēmumu, ka sākotnējam trijstūrim visas malas ir dažādas.
15.20. Atzīmētajās 16 melnajās rūtiņās vabole var ierāpot tikai no 9 pelēkajām rūtiņām (skat. 15.3. zīm.).
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Tātad vismaz 7 no melnajām rūtiņām paliks tukšas. Atliek parādīt, ka vaboles var pārvietoties tā, ka tukšas paliks tieši 7 rūtiņas. Sadalīsim visas baltās rūtiņas pa pāriem un 9 melnās pa pāriem ar 9 pelēkajām rūtiņām (vienā pārī rūtiņas ar kopīgu stūri). Vaboles no viena pāra samainīsies vietām; atlikušās 7 var iet kur tām patīk. Redzam, ka brīvas paliks tikai 7 rūtiņas.
15.21. Ja aritmētiskās progresijas diference ir d, tad skaitļi 

 veido ģeometrisko progresiju ar kvocientu 2d, jo



.
15.22. Skaitlim y = x12 - 1 ir  dalītāji 

. Pārējos piecus dalītājus iegūst izdalot  y ar katru no norādītajiem dalītājiem. Pamatojiet, ka visi norādītie dalītāji ir dažādi!
15.23. No Talesa teorēmas seko, ka 

. No vienādības 

 un Talesa teorēmas seko, ka ML || BD.
15.24. Doto vienādību varam pārrakstīt formā 

. Tā kā  

 visiem a, tad arī a > 0. Vienādību var pārveidot formā 

. No šejienes 

.
15.25. Aplūkosim visas pilsētas, uz kurām var aizlidot no galvaspilsētas (arī ar pārsēšanos). Pieņemsim pretējo, ka šajā grupā nav Tullas. No galvaspilsētas iziet 31 aviolīnija, no pārējām k šīs grupas pilsētām -- 16 aviolīnijas. Pavisam kopā šajā grupā ir 

aviolīnijas (dalām ar 2, jo katru aviolīniju ieskaita divas reizes ). Iegūta pretruna, jo aviolīniju skaitam jābūt veselam skaitlim. Apgalvojums pierādīts.
15.26. Nē. Ņemot  x = 60°, pirmā vienādība izpildās, bet otrā nē.
15.27. No 4 trijstūriem, kuru laukumi ir vienādi, atradīsies divi ar kopīgu malu. Uzskatīsim, ka tie ir trijstūri ABC un BCD. Šiem trijstūriem ir vienādi laukumi un kopīga mala BC; tātad arī atbilstošie augstumi ir vienādi. Tas nozīmē, ka punkti A un D atrodas vienādā attālumā no taisnes BC; tātad sešstūra mala BC ir paralēla diagonālei AD.
15.28. Ciparus, kuri sastopami bezgalīgajā decimāldaļā A tikai galīgu skaitu reižu uzrakstīsim jaunās decimāldaļas B sākumā. Pārējie cipari a, b, ... , c sastopami decimāldaļā A bezgalīgu skaitu reižu. Turpināsim decimāldaļu B, atkārtoti rakstot ciparus ab...cab...cab...c... . Redzam, ka decimāldaļa B ir periodiska (periods ab...c) un iegūta no A pārkārtojot ciparus.
15.29. Ievedīsim rūtiņu lapā koordinātu sistēmu ar sākumpunktu dotā riņķa centrā un asīm paralēlām rūtiņu līnijām. Pieņemsim, ka kāda rūtiņu virsotne P(x, y) pieder dotajai riņķa līnijai. Tad, šai riņķa līnijai pieder 8 rūtiņu virsotnes ar koordinātēm 

 ( virsotne P ieskaitīta). Pieņemsim, ka visos gadījumos katrā šajā 8 punktu grupā visi punkti ir dažādi. Tad visas rūtiņu virsotnes uz dotās riņķa līnijas apvienojas grupās pa 8 punktiem, bet tas nozīmē, ka šo virsotņu skaits dalās ar 8. Tā kā 1988 nedalās ar 8, tad kādā no grupām dažiem punktiem ir jāsakrīt. Tas iespējams tikai šādos gadījumos: x = 0, y= 0 vai 

. Pirmajos divos gadījumos punkts P atrodas uz koordinātu ass; tas nozīmē, ka R ir vesels skaitlis. Pēdēja gadījumā punkts P atrodas uz koordinātu asu leņķu bisektrises; tas nozīmē, ka 

 ir vesels skaitlis.
15.30. Kāpināsim doto vienādību kvadrātā. Iegūsim



.

Ja xy = 0, tad  1- xy = 12.

Ja xy 
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 0, tad  

.
15.31. Prasīto pierāda, atkārtoti pielietojot funkciju reizinājuma atvasinājuma formulu.
15.32. Pielietosim nevienādību par vidējo aritmētisko un vidējo ģeometrisko skaitļiem 2a, b un b. Iegūsim



.

Vienādība izpildās, ja  

.
15.33. Tāds daudzskaldnis attēlots 15.4. zīmējumā.
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15.34. Izvēlēsimies patvaļīgu punktu O, un vektoru 

 apzīmēsim ar x (X ir patvaļīgs burts). Tad




Protams, arī vektoru garumiem izpildās atbilstošā vienādība.
15.35. Ja A1A2 ... An ir dotais daudzstūris, tad aplūkosim vektorus 

, 

, ..., 

. To koordinātes apzīmēsim ar (x1, y1), (x2, y2), ... . (xn, yn), bet garumus ar a1, a2, ... , an. Mums jāpierāda, ka  

 ir pāra skaitlis. Izmantojot acīmredzamu kongruenci u2 
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 u (mod 2) un to, ka aplūkoto vektoru summa ir 0, iegūstam prasīto.



.
15.36. Ja trīs no dotajiem skaitļiem ir vienādi, tad vai nu sin x = cos x, vai arī tg x = ctg x. Šādas vienādības var izpildīties tikai, ja 

. Nevienai no šīm x vērtībām trīs no dotajiem skaitļiem nav vienādi.
15.37. Dotā summa 

 dalās ar 1988 = 4 × 7 × 71, ja n(n+1) dalās ar 8 × 7× 71. No tā, ka 71 dala n(n+1) seko, ka 71 dala n vai 71 dala n +1. Tātad skaitli n var izteikt vai nu formā 71k vai 71k - 1. Pārbaudot k vērtības augošā secībā, atrodam, ka mazākais n, kuram izpildās uzdevuma nosacījumi ir  8 × 71 -1 = 567.
15.38. Pieņemam, ka x1 > x2 . Tad no vienādības 

 seko, ka 

, jo 

. Līdzīgi iegūstam, ka  

, 

, 

, 

. Iegūta pretruna. Analoģiski iegūstam pretrunu, ja  x1 < x2. Tātad x1 = x2; no šejienes seko, ka visi nezināmie ir vienādi. Apzīmēsim to kopīgo vērtību ar x. Tad 

; x = 2. 

Atbilde: x1 = x2 = x3 = x4 = x5 = 2.
15.39. Nē, ir iespējams izvēlēties punktus tā, ka no norādītajiem nogriežņiem nevar izveidot trijstūra piramīdu. Punktu M izvēlas netālu no trijstūra centra, bet tā, lai nogriežņi MA, MB, MC būtu dažādi un atšķirtos ne mazāk kā par e. Punktu N izvēlamies tā, ka NA < e. Tā kā NA ir viena no trijstūra piramīdas šķautnēm, tad tā ieiet divos trijstūros, bet tas nav iespējams, jo izsauc pretrunu ar trijstūra nevienādību.
15.40. Vispirms atzīmēsim, ka nogriežņi, kas savieno regulāra 1988-stūra virsotnes veido 1988 virzienus plaknē. Tātad lauztās līnijas posmi, kas veido 1988 nogriežņus, satur nogriežņus no visiem 1988 virzieniem. Jāpierāda, ka tas nav iespējams.
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