Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". 
16. atklātā olimpiāde (1988./89. m.g.)
Atrisinājumi

16.1. Nē, ne visām. Piemēram, ja a = b = c = 0, bet d = 1, tad iegūstam pretrunīgu vienādību 0 = 8.
16.2. No dotā a | b, b | c, c | d seko, ka a | d. Tā kā arī d | a, tad a = d. Līdzīgi pierāda, ka visi skaitļi a, b, c, d ir vienādi. Tātad a + b + c + d = 4a dalās ar 4.
16.3. Šī summa ir vienāda ar 

.
16.4. Kastītē A ieliksim visas kartiņas, kuru pirmais cipars ir 1; kastītē B -- kartiņas, kuru pirmais cipars ir 2; kastītē C -- kartiņas, kuru pirmais cipars ir 3. Redzam, ka uzdevuma nosacījumi izpildās.
16.5. Jā, var. Ievedīsim kustības virzienu šādi:




 16.6. Tā kā veselie skaitļi no - 1000 līdz 1000 summā dod 0 ( jo visi nenulles saskaitāmie saīsinās), tad meklējamā summa ir vienāda ar 



.
16.7. Uz dotā 1 m gara nogriežņa atzīmējam punktus, kādos to sadala izvietotie zilie un sarkanie nogriežņi. Atliekam papildus punktus tā, lai visi nogriežņi, kādos sadalīts 1 m nogrieznis būtu dažādi. Visus sākotnējos nogriežņus sadalām tā, kā atzīmēts uz 1 m nogriežņa. Redzams, ka uzdevuma nosacījumi ir izpildīti.
16.8. Iespējamie starpības moduļi pieņem vērtības no 1 līdz 1988; tātad pieņem 1988 vērtības. Pavisam ir 1989 pāri, kuru starpības moduli aprēķina. No Dirihlē principa seko, ka vismaz divi starpību moduļi būs vienādi.
16.9. a) Jā, var. Uz katras no dotajām taisnēm jāņem tik gari nogriežņi, kas satur visus taišņu krustpunktus. Tad taišņu un nogriežņu krustpunktu skaits būs vienāds.

b) Nē, ne noteikti. Var uzzīmēt 4 nogriežņus, kas krustojas 2 punktos, bet nevar uzzīmēt 4 taisnes, kas krustojas 2 punktos.
16.10. Aplūkosim kartiņu 211. Tā nevar atrasties kastē A, jo kastē A atrodas kartīte 122, ar kuru tai nesakrīt neviens cipars; tā nevar atrasties arī kastē B, jo tajā atrodas kartiņa 333. Tātad kartiņa 122 atrodas kastē B. Līdzīgi pamato, ka kartīte 311 atrodas kastē B ( neatrodas kastē A, jo nav kopīgu ciparu ar 122; neatrodas kastē B, jo nav kopīgu ciparu ar 222); kartīte 211 atrodas kastē B; kartīte  133 atrodas kastē A; kartīte 233 -- kastē  B; kartīte 312 -- kastē C.
16.11. Trijstūru COB un AOD vienādība seko no trijstūru vienādības 2. pazīmes. Tiem ir vienādi leņķi 
[image: image1.wmf]Ð

COB = 
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AOD un vienādas leņķa C piemalas.
16.12. Apzīmēsim attiecību 

 ar t. Tad x = ty, a = tb, c = td. No šejienes seko, ka



 .
16.13. Kāpinot kvadrātā doto skaitli, iegūstam



.

Šāda skaitļa ciparu summa ir  9 × 1989.
16.14. Apgalvojumu pierādām ar indukciju pēc taišņu skaita n.

Pieņemam, ka k taišņu krustpunkti jau nokrāsoti prasītajā veidā. Tad novelkot nākošo taisni, tā krusto dažās no iepriekšējām. Ja A ir kāds no šiem krustpunktiem, tad to nokrāsojam krāsā, kas nesakrīt ar blakus esošo krustpunktu krāsām. Apgalvojums pierādīts.
16.15. Viņiem to neizdosies izdarīt. Aplūkosim kvadrātu 8×8, kurā atzīmētas rūtiņas tā, kā tas parādīts 16.1 zīm.
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Katrs kvadrāts 2×2 pārklāj tieši vienu melno rūtiņu, bet katrs taisnstūris 1×4 pārklāj pāra skita melno rūtiņu. Tāpēc, lai pārklātu šo kvadrātu vajag pāra skaitu kvadrātu 2×2. Ja šādu kvadrātu skaitu izmaina par 1, tad to vairs izdarīt nevar.
16.16. Nē nevar. Pieņemsim, ka skaitļi m un n ir savstarpēji pirmskaitļi, kuriem izpildās dotā vienādība; tad 3n2 = m2. Tātad m dalās ar 3; m = 3k. Ievietojot vienādībā, iegūstam n2 = 3k2. Tātad arī n dalās ar 3, un n un m nav savstarpēji pirmskaitļi. Iegūtā pretruna pierāda, ka dotā vienādība nekad neizpildās.
16.17. Tā kā CFME ir taisnstūris, tad FE = CM. Attālums CM no punkta C līdz taisnes AB punktam būs vismazākais, ja CM būs perpendikuls pret taisni AB. Tātad par punktu M ir jāizvēlas augstuma pamats, kas vilkts no virsotnes C.
16.18. Lielāko vērtību dotā izteiksme sasniedz, ja visi xk ir vienādi ar 1; tā ir 1989. Lai noskaidrotu, kāda ir mazākā izteiksmes vērtība, atzīmēsim, ka visi summas reizinājumi  xkxk+1 nevar būt vienādi ar -1. Ja tas būtu tā, tad skaitļu xk un xk+1 būtu pretējas visiem k. Tas nozīmē, ka tās būtu vienādas visiem pāra skaitlim k un visiem nepāra skaitļiem k; bet tādā gadījumā x1989 x1 = - 1. Tātad summā ir vismaz viens skaitlis - 1; un visa summa ir - 1987. Tādu summu var iegūt, ņemot  xi =(- 1)I.
16.19. Ja kāds no dotā četrciparu skaitļa cipariem ir pāra skaitlis vai 5, tad, novietojot to beigās, iegūsim skaitli, kas dalās ar 2 vai 5; šis skaitlis nebūs pirmskaitlis. Atliek 4 cipari 1, 3, 7, 9. Tā kā dotā skaitļa visi cipari ir dažādi, tad skaitlis sastāv tieši no šādiem cipariem. Tad izvēlēsimies skaitli 1397, kas nav pirmskaitlis, jo dalās ar 11.
16.20. Tāds pāris ir (3482, 531).
16.21. Ja figūras perimetrs ir P, tad regulāra trijstūra laukums ir 

, bet kvadrāta laukums ir 

. Salīdzinot šos skaitļus, redzam, ka kvadrāta laukums ir lielāks.
16.22. Skaitļus, kas nepārsniedz 1000 un nedalās ar 2 vai 5 var uzrakstīt formā 




Aprēķinot šādu 4 aritmētisko progresiju summu, iegūsim atbildi 200 000.
16.23. Ja n < 10, tad prasītā nevienādība neizpildās, jo vienādības kreisā puse mazāka par 10, bet kreisā ir ne mazāka par 10. Vērtība n = 10 der, jo varam ņemt šādas mainīgo vērtības 

.
16.24. Ar S apzīmēsim dotā leņķa virsotni, ar O -- trijstūrī ABC ievilktās riņķa līnijas centru. Pierāda, ka 

lielums ir fiksēts.
16.25. Nē, nevar. Pieņemsim pretējo, ka to izdevies izdarīt. Tādā gadījumā kastes skaldne ar izmēriem 89×1989 pārklāta ar ar klucīšu skaldnēm, kuru izmēri ir 1×5 vai 5×5. Tātad skaldnes laukumam būtu jādalās ar 5, bet tas tā nav. Iegūta pretruna. 
16.26. Pakāpeniski iegūstam




16.27. Piemēram, tā: 

.
16.28. Jā, var. Savienosim ar hordām virsotnes ar numuriem

1 -  33, 2 - 32, 3 - 31, ... , 16 - 18;  34 - 63, 35 - 62, ... , 40 - 57;

43 - 56, 44 - 55, ... , 48 - 51; 17 - 50;  41 - 42;  49 - 64.
16.29. Pierādījums balstās uz teorēmu par ievilktajiem leņķiem.
16.30. Varam uzskatīt, ka a
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c. Pierādāmo nevienādību iegūstam, saskaitot divas acīmredzamas nevienādības 

 un 

.
16.31. 1) Nē; piemēram, tas tā nav, ja x = 30° un y = 150°.

2) Jā, jo 

, un tāpēc 

.
16.32. Dotās nevienādības sareizinot un rezultāta abas puses izdalot ar abcd, iegūstam abcd < 1. Tas nevar būt, ja skaitļi a, b, c, d visi ir lielāki par 1.
16.33. Uz malas AC izvēlamies punktus T un V tā, ka ET || FV un TM = MV. Tad TEFV ir trapece, M -- malas TV viduspunkts. Tātad



.
16.34. Apzīmēsim dotā trijstūra malas ar a, b, c. Tad visu aplūkojamo trijstūru ABM, BCM, ACM laukumi ir vienādi ar 

. Tātad mums ir jāpierāda, ka veseliem skaitļiem a, b, c, kuriem a2 + b2 = c2, skaitlis ab dalās ar 12. Atsevišķi pierāda, ka ab dalās ar 3 un ar 4.
16.35. Aplūkosim procesu, kas sākas ar skaitļiem 1989, 1989, 1989, 1989. Pārbaudiet, ka pēc dažiem soļiem mēs iegūsim skaitļus 9725, 7461, 6966, 9 ! Tā kā aprakstītais process ir ciklisks, tad skaitļu grupa 1989, 1989, 1989, 1989 atkal atkārtosies. Tas nozīmē ka no skaitļiem 9725, 7461, 6966, 9 pēc kāda laika tiks iegūta skaitļu grupa 1989, 1989, 1989, 1989.
16.36. Vienādojumu pārveido formā 

.
16.37. Ja skaitlis n2 + 1 dalās ar  n + 1, tad arī skaitlis 

 dalās ar n + 1. Tātad n = 1.
16.38. Parādiet, ka 10 torņus var izvietot tā, ka uzdevuma nosacījumi izpildās. 

Pierādīsim, ka lielāku torņu skaitu izvietot nevar. Ja torņu skaits būtu lielāks par 10, tad atrastos trīs horizontāles, katrā no kurām ir 2 torņi. Tiem visiem jāatrodas dažādās vertikālēs. Šajās 6 vertikālēs citu torņu nav; atlikušajās 2 vertikālēs var novietot ne vairāk par 4 torņiem. Kopā iznāk ne vairāk kā 10 torņi.
16.39. Izvēlamies tādu skaitli a, kuram 

, un tādu skaitli b, kuram 

. Pārbaudiet, ka šiem skaitļiem izpildās prasītās nevienādības.
16.40. Trijstūri jāpārloka pār vienu no tā bisektrisēm. Ja trijstūra malu garumi ir 

, tad iegūto figūru laukumi būs 

, 

, 

. Jāpierāda, ka vismaz viens no šiem skaitļiem ir mazāks par 

.
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