Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". Zīmējumu numerācija saglabāta kā grāmatā.

17. ATKLĀTĀ OLIMPIĀDE 5.-12. klasei (1989./90. m.g.)
5. klase

17.1. Vai vienādība a (b + c) + b (c + d) + c (d +a) + d (a + b) = 18 (a + b +c + d) ir spēkā visām iespējamām burtu a, b, c, d vērtībām? Atbildi pamatot.

17.2. Kvadrāts sastāv no 6x6 rūtiņām. Pierādīt, ka tajā var novietot 12 domino kauliņus (katrs kauliņš pārklāj tieši divas rūtiņas) tā, lai nevienu citu domino kauliņu kvadrātā novietot vairs nevarētu.

17.3. Divciparu skaitli pareizināja vispirms ar tā pirmo ciparu, bet iegūto rezultātu pareizināja ar sākotnējā skaitļa otro ciparu. Ieguva trīsciparu skaitli, kuram visi cipari vienādi. Atrast sākotnējo divciparu skaitli.

17.4. Pa vienai reizei uzrakstīta katrs veselais pozitīvais skaitlis no 1 līdz 1990 ieskaitot. Cik reizes uzrakstīts cipars 1?

17.5. Doti trīs desmitciparu skaitļi A, B un C. Andris vispirms saskaitīja A un B, bet pēc tam rezultātam pieskaitīja C. Abās saskaitīšanās kopā radās 5 pārnesumi no vienas šķiras nākamajā. Juris vispirms saskaitīja B un C, bet pēc tam rezultātam pieskaitīja A. Vai var gadīties, ka abās viņa veiktajās saskaitīšanās kopā radās 4 pārnesumi no vienas šķiras nākamajā?

6. klase
17.6. Koordinātu plaknē atzīmēti 5 punkti; neviens no tiem neatrodas ne uz vienas no koordinātu asīm. Pierādīt, ka no tiem punktiem var izvēlēties divus tā, lai gan to abscisu, gan ordinātu reizinājums būtu pozitīvs.

17.7. Atrast divus naturālus skaitļus, kuru lielākais kopīgais dalītājs ir 2, bet mazākais kopīgais dalāmais ir 960. (Pietiek atrast vienu šādu skaitļu pāri.)

17.8. Kvadrāts sastāv no 4×4 rūtiņām. Parādīt, kā visas 16 rūtiņas var pārsvītrot ar 3 taisnēm. (Uzskata, ka taisne pārsvītro rūtiņu, ja tā iet caur kādu rūtiņas iekšējo punktu.)

17.9. Uz skaitļu ass atzīmēti ar sarkanu krāsu 10 veseli punkti, bez tam atzīmēti vēl divi veseli punkti A un B. Vai var būt, ka attālumu summa no sarkanajiem punktiem līdz A ir 1990, bet līdz B -- 991?

17.10. Parādīt, ka taisnstūri, kura izmēri ir 5×9 rūtiņas, var sagriezt 15 šādos stūrīšos.




7. klase

17.11. Dotas divas funkcijas f(x) = ax + b un g(x) = cx + d. Zināms, ka katrai veselai x vērtībai pastāv nevienādība f(x) > g(x). Noskaidrot, vai a - c ir pozitīvs, negatīvs skaitlis vai nulle.

17.12. Pierādīt, ka ne skaitlis 3599, ne skaitlis 359999 nav pirmskaitlis.

17.13. Vai eksistē 12-stūris, kuru var pārklāt ar diviem trijstūriem? (Trijstūri nedrīkst iziet ārpus 12-stūra robežām.) Vai eksistē tāds 13-stūris?

17.14. Trijstūra iekšpusē atzīmēti 10 punkti. Tie savienoti ar nogriežņiem savā starpā un ar trijstūru virsotnēm tā, ka novilktie nogriežņi nekrustojas un nevienu citu nogriezni bez krustošanās ar jau novilktajiem vairs nevar novilkt. (Zināms, ka nekādi 3 no apskatāmajiem 13 punktiem -- 10 atzīmētajiem un 3 virsotnēm -- neatrodas uz vienas taisnes.)

Cik trijstūros sadalījies sākotnējais trijstūris? Pierādīt, ka atbilde visiem zīmējumiem ir viena un tā pati.

17.15. Ievai ir 100 konfekšu kastes: vienā ir viena konfekte, vienā -- divas, vienā -- trīs,..., vienā -- 100 konfektes. Katru dienu Ieva izvēlas vairākas kastes un no visām izraudzītajām kastēm apēd vienādu daudzumu konfekšu. Kāds ir mazākais dienu skaits, kuru laikā Ieva var apēst visas konfektes?

8. klase

17.16. Pierādīt, ka a)
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17.17. Vienādsānu trapeces ABCD pamati BC un AD katrs sadalīti 4 vienādās daļās. Pierādīt, ka MNKL arī ir vienādsānu trapece (37. zīm.).
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17.18. Atrisināt vienādojumu x4 + 2x3 + 4x2 + 3x - 4 = 0.

17.19. Desmit komandas katra ar katru spēlē vienu reizi (neizšķirtu nav). Pēc turnīra noslēguma izrādījās, ka visām komandām ir dažāds uzvaru skaits. Komandai A bija sešas, bet komandai B -- piecas uzvaras. Kas uzvarēja spēlē starp A un B?

17.20. Skaitļi x1; x2; x3;... ; x10 visi ir dažādi, un to vērtības ir naturāli skaitļi no 1 līdz 10. Kāda ir izteiksmes |... |||x1 - x2| - x3| - x4| -...- x10| mazākā vērtība?

9. klase

17.21. Atrisināt vienādojumu sistēmu
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17.22. Andris sareizināja 10 pēc kārtas ņemtus naturālus skaitļus. Vai var būt, ka rezultātā ieguva skaitli, kas sastāv no trim devītniekiem, pieciem astotniekiem, sešiem četriniekiem, astoņiem vieniniekiem un vienas nulles?

17.23. Kādām naturālām a vērtībām vienādojuma x2 - ax + 9a = 0 saknes ir naturāli skaitļi?

17.24. Dotas 8 pēc ārējā izskata vienādas monētas. No tām 4 ir īstas (visas ar vienādu svaru) un 4 viltotas (arī visas ar vienādu svaru); īstās monētas ir smagākas par viltotajām. Kā ar 6 svēršanām uz sviras svariem bez atsvariem atrast visas īstās monētas?

17.25. Doti četri punkti. Konstruēti divi dažādi kvadrāti, katram no tiem uz katras malas (ne virsotnēs) atrodas viens no dotajiem punktiem. Konstruēts vēl viens taisnstūris, kuram uz katras malas (ne virsotnēs) atrodas viens no dotajiem punktiem. Pierādīt, ka šis taisnstūris ir kvadrāts.

10. klase

17.26. Atrisināt vienādojumu sistēmu cos x = cos 2x = cos 3x =... = cos nx = 0.

17.27. Doti 27 kubiņi, kuru izmēri ir 1×1×1, deviņi no tiem ir balti, deviņi -- sarkani, deviņi zaļi. Vai no tiem var izveidot kubu ar izmēriem 3×3×3 tā, lai katrā no 27 triju kubiņu stabiņiem, kas paralēli kādai no kuba šķautnēm, būtu tieši divu dažādu krāsu kubiņi?

17.28. Pieci taisni stienīši savienoti ar galiem tā, kā parādīts 38. zīm. Vai tas iespējams? Atbildi pamatot.
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17.29. Vai Andris var nosaukt 5 veselus skaitļus, kas neviens nav 0, tā, lai patvaļīgā kārtībā ierakstot tos zvaigznīšu vietā vienādībā 




 iegūtajam vienādojumam būtu vismaz viena vesela sakne?

17.30. Koordinātu plaknē Oxy uzzīmēti 100 kvadrāttrinomu grafiki 

 (n = 1; 2; 3;...; 100). Kāds ir lielākais daļu skaits, kurā šie grafiki var sadalīt plakni?

11. klase

17.31. Vai eksistē tāds polinoms P(x), kas nav konstante un kas katram x apmierina nevienādību P(x) > 100 × P’(x)?

17.32. Apskatīsim 12 kuba šķautnes un tā skaldņu 12 diagonāles. Cik no šiem 24 nogriežņiem var izveidot savstarpēji perpendikulāru nogriežņu pārus?

17.33. Doti 4 atsvari; katrs no tiem sver vai nu 9 g, vai 10 g. Mūsu rīcībā ir svari ar graduētu skalu. Kā ar trim svēršanām noteikt katra atsvara svaru?

17.34. Atrast lielāko iespējamo laukumu četrstūrim, kura triju malu garumi ir 1 m, bet viens leņķis ir taisns.

17.35. Rindā stāv 15 ziloņi; katrs no tiem sver veselu skaitu kilogramu. Ja katra ziloņa svaram (izņemot pašu labējo) pieskaitām divkāršotu tā ziloņa svaru, kas stāv no viņa pa labi, iegūstam 15 tonnas. Atrast, cik sver katrs no 15 ziloņiem.

12. klase

17.36. Ar kādu ciparu beidzas skaitļi a) 21990; b) 


17.37. Doti 4 skaitļi, neviens no tiem nav 0. Ir zināms, ka tie ir sin x, cos x, tg x un ctg x vērtības kādam x, kur 0 < x < 2p. Nav dots, kurš skaitlis ir kura vērtība. Vai var gadīties, ka x vērtība nav viennozīmīgi nosakāma?

17.38. Četras riņķa līnijas pa pāriem pieskaras tā, kā parādīts 39. zīm. Konstruēts izliekts četrstūris; katra tā mala pieskaras divām riņķa līnijām. Zināms, ka šajā četrstūrī var ievilkt riņķa līniju. Pierādīt, ka diviem no sākotnēji dotajiem četriem riņķiem rādiusi ir vienādi.
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17.39. Vai eksistē izliekts daudzskaldnis, kuram eksistē trijstūrveida šķēlums, kas neiet ne caur vienu virsotni, un turklāt no katras daudzskaldņa virsotnes iziet tieši 5 šķautnes?

17.40. Saimniece izcepa torti. Tā jāsagriež gabalos jau pirms viesu atnākšanas. Zināms, ka viesos atnāks vai nu p, vai q ciemiņi (p un q -- savstarpēji pirmskaitļi). Kādā mazākajā skaitā gabalu jāsagriež torte, lai neatkarīgi no tā, cik ciemiņu atnāks, torti visiem varētu sadalīt vienādā daudzumā? (Gabaliem nav noteikti jābūt vienādiem.)
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