Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". 
8. atklātā olimpiāde (1980./81. m.g.)
Atrisinājumi

8.1.  Kā to izdarīt abos gadījumos, parādīts 8.1. zīmējumā.
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8.2. Visas iespējamās figūras attēlotas 8.2. zīmējumā.
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8.3. Uzdevumā prasīts atrast visus tos veselos pozitīvos skaitļus, kurus tikai vienā veidā var izteikt kā triju dažādu veselu pozitīvu skaitļu summu.

Vismazākais skaitlis, kurš ir triju dažādu pozitīvu skaitļu summa ir  6 = 1 + 2 + 3. Atzīmēsim, ka arī skaitli 7 var izteikt kā dažādu skaitļu summu tikai vienā veidā: 

. Ja vesels skaitlis x lielāks par 7, tad to var izteikt kā trīs dažādu veselu pozitīvu skaitļu summu vismaz divos veidos: 

 un 

. Tātad Jāņa rezultāts varēja būt 6 vai 7.
8.4. Nē, nevar. Lai blakus esošo aplīšu skaitļu summa būtu nepāra skaitlis, pa riņķi aiz katra pāra skaitļa ir jāseko nepāra skaitlim, bet aiz katra nepāra skaitļa -- pāra skaitlim. Riņķīti, kurā ierakstīts kāds nepāra skaitlis, sauksim par pirmo; tad otrajā riņķītī ierakstīts pāra skaitlis, trešajā -- nepāra, ceturtajā -- pāra, ... , devītajā -- nepāra skaitlis. Tas nozīmē, ka divi nepāra skaitļi (pirmajā un devītajā aplītī) atrodas blakus, bet tā nedrīkst būt.
8.5. Viens no iespējamajiem atrisinājumiem parādīts 8.3. zīm.
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8.6. Tā kā B iesita trīs vārtus un nezaudēja nevienu, tātad B nevienā spēlē nezaudēja un vismaz vienā spēlē uzvarēja. B nevarēja uzvarēt abās spēlēs, jo no visām trim spēlēm vienā uzvarēja A, bet vēl viena spēle beidzās neizšķirti. Tātad B vienā spēlē uzvarēja ar 3 : 0, bet otrajā spēlēja neizšķirti 0 : 0. Tā kā A neuzvarēja B, tad A uzvarēja C; tas nozīmē, ka C spēlēja neizšķirti 0 : 0 ar B, bet A zaudēja 0 : 3 pret B. Atlikušajā spēlē A ar rezultātu 4 : 2 uzvarēja C (jo spēlēs pret B šīs komandas vārtus neguva).
8.7. Ir divi šādi skaitļi:  321654 un 123654.
8.8. Uzskatīsim, ka punkti izvietoti regulāra 21-stūra virsotnēs. 

Ja abi zēni vieniniekus pierakstījuši pie viena punkta, tad apgalvojums izpildās. Pretējā gadījumā šie vieninieki sadala riņķa līniju divos lokos; uz viena no šiem lokiem atrodas nepāra skaits atlikušo punktu (jo kopā tādu ir 19). Šī loka viduspunkts ir viens no atzīmētajiem punktiem, un tam abi zēni ir piešķīruši vienādus numurus, jo vienādos attālumos no vieniniekiem pretējos virzienos zēni pieraksta vienādus numurus.
8.9. Tabulas iekšienē atrodas 62 vertikālas un 36 horizontālas līnijas. Dotais nogrieznis (diagonāle) krusto visas šīs 62 + 36 = 98 līnijas. Katru reizi, krustojot kādu līniju, tas ieiet citā rūtiņā. Sākot no kreisās augšējās rūtiņas, tas, krustojot 98 līnijas, iegāja vēl 98 rūtiņās. Tātad pavisam šis nogrieznis šķērso 99 rūtiņas.
8.10. Viena no iespējamajām kopām ir  A = {1, 2, 4, 8, 16, 32}.

Piecus šādus skaitļus atrast nevar, jo izmantojot 5 skaitļus, var sastādīt tikai 31 summu (pārbaudiet to!), un 50 dažādus skaitļus tādā veidā iegūt nevar.
8.11. Tabulu viegli aizpildīt, ievērojot, ka otrā rindiņa ir vienāda ar pirmo, pareizinātu ar 3, bet trešā -- ar pirmo, pareizinātu ar 4. Atrisinājums parādīts 8.4. zīmējumā.
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8.12. Pieņemsim, ka šo četrstūru šķēlums nav tukša kopa, punkts vai nogrieznis. Tādā gadījumā tas ir izliekts daudzstūris, kuram ir ne vairāk kā 8 malas, jo katra daudzstūra mala atrodas uz kādas no doto četrstūru malām, un tādas kopā ir 8 (dažādas daudzstūra malas nevar atrasties uz vienas taisnes --  četrstūra malas). Uzzīmējiet piemērus, kuros būtu redzams, ka daudzstūra malu skaits var būt 3, 4, 5, 6, 7, 8.
8.13. No 12 pēc kārtas ņemtiem skaitļiem izvēlēsimies to, kas dalās ar 12. Šim skaitlim 12a ir dalītāji a, 2a, 3a, 4a, 6a (varbūt arī vēl citi). Tātad visu dalītāju summa ir ne mazāka kā 

, t.i., lielāka par izvēlēto skaitli.
8.14. Trīs kolonās ierakstīto skaitļu summām ir jābūt ne mazākām par 17, bet vienā kolonā summai jābūt ne mazākai par 22. Tātad visu skaitļu summa tabulā ir ne mazāka par  

. Tā kā visās rindiņās ierakstīto skaitļu summām ir jābūt vienādām, tad ciparu summa katrā rindiņā ir ne mazāka par 73 / 3 = 

, tātad ne mazāka par 25. Izvēlēsimies kolonu un rindiņu, kurās ierakstīts skaitlis 0. Pārējo 5 skaitļu summai, kas atrodas izvēlētajās rindiņā un kolonā, ir jābūt ne mazākai par 17 + 25 = 42. Taču pieci lielākie skaitļi, kas var būt ierakstīti ir 9, 9, 8, 8, 7, bet to summa ir mazāka par 42. Tātad šāda tabula nav iespējama.
8.15. Mazākais posmu skaits lauztajai līnijai ir 9 (skat. 8.5. zīm.). Pierādīsim, ka ar 8 posmiem nepietiek. Ja līnijas posmu skaits būtu 8, tad tā saturētu 4 horizontālus un 4 vertikālus posmus. Tā kā pavisam ir 5 rindiņas un 5 kolonas, tad atrastos tāda rindiņa a un tāda kolona b, kuras nesatur līnijas posmus. Tad caur punktu, kas atrodas a un b krustpunktā, lauztā līnija neietu.

[image: image5.png]8.6, Zim.





8.16. Atverot iekavas un savelkot līdzīgos locekļus, iegūstam



, jeb  6 < 2.

Atbilde: x 
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Ø.
8.17. Tā kā punkts O atrodas uz leņķa A bisektrises, tad tas atrodas vienādos attālumos no taisnēm AB un AD. Līdzīgi, tas atrodas vienādos attālumos no BA un BC, kā arī no CB un CD. Tātad punkts O atrodas arī vienādos attālumos no taisnēm DC un DA; līdz ar to pierādīts, ka tas pieder leņķa D bisektrisei.
8.18. Skat. 8.6. zīm.
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,  

. Diagonāle CP dala paralelogramu PLCN divos vienādos trijstūros CPN un CPL. Tātad atliek pierādīt, ka trijstūru CPM un CPK laukumi ir vienādi. Tā kā tiem ir kopīgs pamats PC, tad atliek pierādīt, ka to augstumi MS un KR ir vienādi. Tas seko no tā, ka MS un KR ir divu vienādu trijstūru PAM un APK atbilstošie augstumi. Apgalvojums pierādīts.
8.19. Vislētākā operāciju virkne maksā 37 kap., un tā ir šāda:



.

Atrast šo virkni var, pārveidojot skaitli 1979 ar apgrieztajām operācijām par skaitli 1. No visiem iespējamajiem ceļiem, kurus jāattēlo grafa veidā, jāizvēlas vislētākais.
8.20. Pieņemsim, ka tabula aizpildīta tā, ka prasītās īpašības izpildās. Aplūkosim kvadrātu 3 x 3 (skat. 8.7. zīm.).
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Skaitļi 

 un 

 dalās ar 10; arī to starpība 

 dalās ar 10. Tātad skaitļu a un e pēdējie cipari ir vienādi. Līdzīgi pierāda, ka skaitļu b un d pēdējie cipari ir vienādi. 

No šejienes izriet, ka skaitļiem, kas ierakstīti iesvītrotajās rūtiņās (8.8. zīm), pēdējie cipari ir vienādi, taču tas nav iespējams, jo starp skaitļiem no 1 līdz 64 var izvēlēties ne vairāk kā 7, kuru pēdējie cipari ir vienādi. Tātad prasītajā veidā tabulu aizpildīt nevar.
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8.21. Mazākais šāds skaitlis ir 1188.
8.22. Izmantojot automātus A un B var iegūt visus pozitīvos racionālos skaitļus un tikai tos. 

Vispirms atzīmēsim, ka nevar iegūt citādus skaitļus, jo automāti A un B, saņemot pozitīvus racionālus skaitļus, rezultātā izdod arī pozitīvus racionālus skaitļus, un sākumā dotais skaitlis 2 ir pozitīvs un racionāls.

Parādīsim, kā iegūt visus pozitīvos racionālos skaitļus.

1) Skaitli 1 var iegūt šādi:



;   

;   

;   

;  

;  

;  

;  

.

2) Jebkuru naturālu skaitli n > 2 var iegūt, skaitlim 2 pieskaitot n - 2 reizes skaitli 1.

3) Skaitli 

 (m, n -- naturāli skaitļi) iegūst šādi:

· m = 1;   

.

· m = 2;  

;  

;  

.

· m > 2;   

 iegūst no 

, atkārtoti pieskaitot 

.
8.23. Uzskatīsim, ka trijstūrī ABC leņķi A un C ir šauri un BC > BA. Ar M apzīmēsim malas BC viduspunktu, un uz malas AC ņemsim tādu punktu K, ka 

 (skat. 8.9. zīm.). Izdarīsim griezumu pa nogriezni MK un pārvietosim trijstūri MKC stāvoklī MK1B. Iegūsim vienādsānu trapeci ABK1K, ap kuru, kā zināms, var apvilkt riņķa līniju.
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8.24. Nē, neeksistē. Pieņemsim, ka tāda progresija eksistē, un tās diference ir d (naturāls skaitlis). Tad katrā skaitļu ass intervālā (sākot no noteiktas vietas, teiksim pirmā progresijas locekļa), kurš satur vismaz d naturālus skaitļus, atradīsies kāds progresijas loceklis. Taču intervālā 

 atrodas  2d > d naturāli skaitļi, kas nav veselu skaitļu kvadrāti, jo starp diviem pēc kārtas ņemtu naturālu skaitļu kvadrātiem vesela skaitļa kvadrāts nevar atrasties. Tātad aritmētiskās progresijas loceklis, kurš noteikti atrodas šajā intervālā, nebūs vesela skaitļa kvadrāts.
8.25. Rūtiņu lapā ievedīsim koordinātu sistēmu tā, ka koordinātu sākumpunkts atrodas rūtiņas virsotnē, koordinātu asis iet pa rūtiņu līnijām un vienas rūtiņas malas garums ir 1. Tad visu 5 atzīmēto punktu koordinātas ir veseli skaitļi. Katra punkta koordinātas var pieņemt šādas paritātes: (p, p), (p, n), (n, p), (n, n) (p -- pāra skaitlis, n -- nepāra skaitlis). Tā kā punktu ir 5, bet iespējas četras, tad atradīsies divi punkti ar vienādām koordinātu paritātēm. Apzīmēsim šos punktus ar A un B un aplūkosim trijstūri ABC, kur C ir jebkurš no atlikušajiem punktiem. Malas AB viduspunktu apzīmēsim ar M. Atzīmēsim, ka M koordinātas arī ir veseli skaitļi. Tad trijstūra AMC laukums ir naturāls skaitlis, dalīts ar 2 (skat. 6.38. uzd. atrisinājumu). Trijstūra ABC laukums ir 2 reizes lielāks par trijstūra AMC laukumu un, tātad, ir vesels skaitlis.
8.26. Ar {x} apzīmēsim skaitli 

. Protams, 0 
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 {x} < 1. No šejienes seko, ka



 un  

.
8.27. Apzīmēsim ar 

 visu doto vektoru 

 summu. Jebkuru 9 vektoru summu var atrast, atņemot no 

 vienu no dotajiem vektoriem. Tātad visiem i izpildās nevienādība  

. No šejienes seko, ka  



 EMBED Equation.3  [image: image12.wmf]¹

0. Par projekcijas ass virzienu izvēlēsimies vektora 

 virzienu. No uzrakstītās nevienādības seko, ka projicējot uz šo asi, iegūsim nevienādību  

. Tātad



,

kas arī bija jāpierāda.
8.28. Nē, nevar. Aplūkosim virkni




Tādā gadījumā

· Virknei xn robeža neeksistē, jo patvaļīgi tālu tajā būs sastopami abi skaitļi 0 un 1.

· Katram naturālam skaitlim a > 1 virknes  xa, x2a, x3a, ... robeža ir 0, jo visi tās locekļi, sākot ar otro ir vienādi ar 0 (skaitlis k×a ir salikts, ja k >1 un a >1).
8.29. Novilksim nogriežņus 

 un 

(skat. 8.10. zīm.). Iegūsim rombu ABCD, jo tā pretējās malas ir paralēlas, un AB = BC.
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Tātad 

. Atņemot no dotās vienādības 

 šo vienādību, iegūstam 

, un 

. No šejienes izriet, ka trijstūri AED un AOD ir vienādi (AE = AO, AD -- kopīga mala, 

). Ņemot vērā, ka AED (tātad arī AOD) ir vienādsānu trijstūris, secinām, ka AODE ir rombs. DOC ir vienādmalu trijstūris, jo OD = AO = OC = CD. Tātad 

; tā kā leņķa 

 malas paralēlas leņķa ŅDOC malām, tad 

.
8.30. Pieņemsim pretējo, ka ir vairāk nekā 30 nogriežņu, kuru garumi ir tieši 1 cm.

Aplūkosim šo nogriežņu galapunktus; to ir vairāk nekā 60, un tie atrodas 10 punktos. Tātad ir tāds punkts, no kura iziet vismaz 7 vienības nogriežņi. Apzīmēsim šo punktu ar O. Šo 7 nogriežņu otrie galapunkti atrodas uz vienības riņķa līnijas un sadala to 7 lokos. Vismaz viens no lokiem ir ne lielāks par 

, tātad mazāks par 60°. Tā galapunktus apzīmēsim ar A un B. Trijstūrī OAB malas AB pretleņķis ir mazāks par 60°, tātad AB ir mazāka par pārējām trijstūra malām, kuras ir 1 cm garas, jo to pretleņķi ir lielāki par 60°. Tā ir pretruna ar uzdevuma nosacījumu, ka visi nogriežņi ir lielāki vai vienādi par 1 cm. Apgalvojums pierādīts.
8.31. 




.
8.32. Piramīdas ABCD malu, kura ir 2 cm gara uzskatīsim par AB. Neviens no nogriežņiem. kas iziet no punktiem A vai B nevar būt 8 cm garš, jo tad veidotos trijstūris ar malām 2, x, 8. No trijstūra nevienādības seko, ka 2 + x > 8, x > 6, bet tādu šķautņu piramīdai nav. Tātad CD = 8. Nogriežņu AB un CD galapunktus, kurus savieno 3 cm garais nogrieznis sauksim par A un C; t.i. AC = 3. Lai trijstūrim ACD izpildītos trijstūra nevienādība AC + AD > CD , nepieciešams, lai AD = 6. Nogrieznis BD nevar būt 4 cm garš, jo tad trijstūra ADB malu garumi būtu 2, 4 un 6, bet tas ir pretrunā ar trijstūra nevienādību. Tātad BD = 5, un BC = 4. Trijstūra piramīdas malu garumi (tātad arī pati piramīda) viennozīmīgi noteikti. Tas nozīmē, ka abas piramīdas ar dotajiem malu garumiem ir vienādas.
8.33. Lemma. Ja x
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0, tad |x| > |sinx|. Pierādiet to, aplūkojot gadījumus x>0, x<0.

Sareizinot dotās vienādības, iegūsim 

 

.         (*)

 Ja x
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0, y
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0 un z
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0, tad no lemmas seko, ka 



,

un vienādība (*) neizpildās. Ja kāds no nezināmajiem (piemēram, x) vienāds ar 0, tad iegūstam: x = 0, 

, 

. Tas arī ir sistēmas vienīgais atrisinājums.
8.34. Uzdevuma nosacījumus apmierina šādi polinomi:

· P(x) = x + a,   a 
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 Z;

· P(x) = 

, a 
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 Z.
8.35. Izvēlēsimies patvaļīgi vienu no iekrāsotajiem trijstūriem un ierakstīsim tajā skaitli 0. Tālāk katrā no iekrāsotajiem trijstūriem ierakstīsim skaitli m, kas norāda minimālo soļu skaitu, ejot no trijstūra ar numuru 0 uz šo trijstūri (no viena trijstūra var pāriet uz otru, ja tiem ir kopīga mala). Pieņemsim, ka lielākais ierakstītais numurs ir n. Tad izvēlēsimies vienu no trijstūriem ar numuru n - 1, kuram blakus atrodas 1 vai 2 ( vairāk būt nevar) trijstūri ar numuriem n. Izmetīsim šos 2 vai 3 trijstūrus, izgriežot vienu rombu. Atlikusī iekrāsotā figūra ir sakarīga (pamatojiet to), un ar to atkārtojam iepriekšējo procedūru. Katru reizi, izmetot ne vairāk kā 3 trijstūrus, tiek izgriezts viens rombs. Tātad kopā būs izgriezti vismaz 33 rombi.
8.36.

. Pārbaude parāda, ka šī x vērtība der.
8.37. Vienu no iespējamiem uzdevuma atrisinājumiem skat. 8.11. zīmējumā.
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8.38. Vispirms pierādīsim, ka eksistē vismaz viens punkts a, kuram f(a) = 0. Pretējā gadījumā f(x) > 0 visiem x 
[image: image21.wmf]Î

 [0. 1] (gadījumu f(x) < 0 aplūko analoģiski). Taču tad 

, bet tas ir pretrunā ar uzdevuma nosacījumu.

Tagad pieņemsim, ka punkts a, kuram f(a) = 0 ir tikai viens. Tad f(x) > 0 visiem 

, un f(x) < 0 visiem 

 (otru gadījumu aplūko analoģiski). Tas nozīmē, ka funkcija 

ir pozitīva visiem 

. Tātad 



; taču pēc dotā 

= 0. Iegūta pretruna, kas pierāda, ka punktu, kuros f(x)=0 ir vismaz divi.
8.39. Kuba ABCDA1B1C1D1 iekšpusē var izvēlēties trijstūra piramīdu ACB1D1, kuras tilpums ir 

 un ortogonālā projekcija uz katru kuba skaldni sakrīt ar šo skaldni. 

Daudzskaldņa M tilpumu samazināt nevar.
8.40. Direktors noregulē seifa slēdzeni tā, lai tā atveras, ja nosaukts sešciparu skaitlis abcde. Pirmajam vietniekam tiek paziņoti cipari abc, otrajam -- ade, trešajam -- bdf, ceturtajam -- cef. Pārbaudiet, ka uzdevuma prasības izpildītas.
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