Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". Zīmējumu numerācija saglabāta kā grāmatā.

8. ATKLĀTĀ OLIMPIĀDE 4.-11. klasei (1980./81. m.g.)

4. klase

8.1. Uzzīmēt astoņus taišņu nogriežņus tā, lai katrs no tiem krustotu tieši divus citus. Vai var uzzīmēt astoņus nogriežņus tā, lai katrs no tiem krustotu tieši trīs citus? Nekādi trīs nogriežņi nedrīkst krustoties vienā punktā.

8.2. Uzzīmēt visas dažādas figūras, kas sastāv no 5 rūtiņām. Figūru un tās spoguļattēlu uzskatām par vienādām figūrām; katrai figūrai jāsastāv no viena gabala; nav pieļautas figūras, kuru atsevišķas daļas savienotas tikai ar rūtiņu stūriem kā 9. zīmējumā.
[image: image1.png]9. zim.




8.3. Jānis saka Andrim, ka viņš (Jānis) ir saskaitījis trīs dažādus veselus pozitīvus skaitļus, un paziņo Andrim iegūto rezultātu. Zinot šo rezultātu, Andris var precīzi noskaidrot, kādus skaitļus Jānis saskaitījis, neko viņam nejautājot. Kāds varēja būt Jāņa iegūtais rezultāts? Norādiet visas iespējamās atbildes un pierādiet, ka citu bez Jūsu uzrādītajām nav.

8.4. Vai var ierakstīt 10. zīmējumā attēlotajā figūrā katrā aplītī pa vienam ciparam no 1 līdz 9 (katrā aplītī -- citu ciparu) tā, lai nekādos divos blakus aplīšos ierakstīto ciparu summa nebūtu pāra skaitlis?
[image: image2.png]



8.5. Tabulā, kas sastāv no 4×4 rūtiņām, katrā rūtiņā ierakstīta ‘‘ + ‘‘ zīme. Ar vienu gājienu var izvēlēties jebkuru kvadrātu, kas sastāv no 2×2 rūtiņām, un šajā kvadrātā mainīt visas zīmes uz pretējām. Parādīt, kā pēc kārtas izpildot vairākus gājienus, no sākuma dotās tabulas var iegūt tabulu, kas attēlota 11. zīmējumā.
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5. klase

8.6. Trīs futbolkomandas -- A, B un C -- katra ar katru nospēlēja vienu spēli. A uzvarēja vienā spēlē; C vienu spēli beidza neizšķirti. A visā turnīrā iesita 4 vārtus, bet C visā turnīrā iesita 2 vārtus; B visā turnīrā iesita 3 vārtus, bet nezaudēja nevienu. Atrast visu spēļu rezultātus.

8.7. Atrast kaut vienu sešciparu skaitli, kas satur ciparus 1, 2, 3, 4, 5, 6 (katru ciparu vienu reizi) un kam piemīt šāda īpašība: tā pirmo divu ciparu veidotais skaitlis dalās ar 2, pirmo triju ciparu veidotais skaitlis dalās ar 3, pirmo četru ciparu veidotais skaitlis dalās ar 4, pirmo piecu ciparu veidotais skaitlis dalās ar 5, bet pats skaitlis dalās ar 6.

8.8. Uz riņķa līnijas atzīmēts 21 punkts. Andris izvēlas vienu no tiem un, sākot ar to, numurē punktus ar skaitļiem 1, 2, 3, 4,..., 21 pulksteņa rādītāja virzienā. Jānis izvēlas citu atzīmes punktu un, sākot ar to, veic tādu pašu numerāciju, tikai pretēji pulksteņa rādītāja kustības virzienam. Pierādīt, ka var atrast punktu, kuram abi zēni piešķīruši vienādus numurus.

8.9. Aplūkosim taisnstūrveida tabulu, kas sastāv no 63×37 rūtiņām. No tās kreisā augšējā stūra A uz labo apakšējo stūri B novilkts taisnes nogrieznis. Zināms, ka tas neiet caur citiem rūtiņu stūriem, izņemot A un B. Cik rūtiņu šķērso šis nogrieznis?

8.10. Atrast 6 tādus skaitļus, lai katru veselu pozitīvu skaitli no 1 līdz 50 ieskaitot varētu izsacīt kā summu, kuru veido daži (varbūt viens pats) no šiem 6 skaitļiem. Pie tam katrā summā nevienu no 6 izvēlētajiem skaitļiem par saskaitāmo nedrīkst izmantot vairāk nekā vienu reizi.

Pietiek uzrādīt vienu šādu skaitļu sistēmu un pierādīt, ka tā apmierina uzdevuma prasības.

Vai var atrast 5 skaitļus ar tādu īpašību?

6. klase

8.11. Ierakstiet 12. zīmējumā attēlotajā tabulā tukšajās rūtiņās skaitļus tā, lai iegūtajā tabulā visas rindiņas būtu savā starpā proporcionālas.

[image: image4.png]12, zim.





8.12. Cik malu var būt divu izliektu četrstūru šķēlumam? Uzrādiet visas iespējas un pierādiet, ka citu iespēju bez uzrādītajām nav.

8.13. Pierādiet, ka no 12 pēc kārtas ņemtiem veseliem pozitīviem skaitļiem vismaz viens ir mazāks par visu savu pozitīvo dalītāju summu (pašu skaitli pie dalītājiem nepieskaitām).

8.14. Vai 13. zīm. attēlotās tabulas rūtiņās var ierakstīt pa ciparam tā, lai vienlaicīgi izpildītos šādas prasības:

a) vismaz vienā rūtiņā ierakstīta 0,

b) neviens cipars nav ierakstīts vairāk nekā divas reizes,

c) rindiņās ierakstīto ciparu summas ir vienādas,

d) katrā kolonnā ierakstīto ciparu summa ir lielāka par 16, bet vismaz vienā kolonnā -- lielāka par 21.

[image: image5.png]13, zim.





8.15. Dots, ka 25 punkti izvietoti kvadrātiska režģa veidā. Kāds ir mazākais iespējamais posmu skaits lauztā līnijā, kas iet caur visiem šiem punktiem? Visiem lauztās līnijas posmiem jābūt paralēliem kvadrāta malām.

7. klase

8.16. Atrisināt nevienādību
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8.17. Izliektā četrstūrī ABCD tā iekšējo leņķu A, B un C bisektrises krustojas vienā punktā O. Pierādīt, ka arī leņķa D bisektrise iet caur punktu O.

8.18. Paralelogramā ABCD caur diagonāles AC patvaļīgu punktu P novilktas taisnes MN un KL paralēli paralelograma malām (skat. 14. zīm.). Pierādīt, ka trijstūru CMN un CKL laukumi ir vienādi.
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8.19. Ja automātā A ievada veselu skaitli x, tad automāts izdod ārā skaitli 3x; šī operācija maksā 5 kap. Ja automātā B ievada veselu skaitli x, tad automāts izdod ārā skaitli x + 4; šī operācija maksā 2 kap. Nekādas citas operācijas ar automātiem izdarīt nevar.

No sākuma dots skaitlis 1. Kā ar šādām operācijām, izmantojot tikai automātus A un B, no tā var iegūt 1979, lai kopējā izmaksa būtu viszemākā?

8.20. Dota kvadrātveida tabula ar 8×8 rūtiņām. Vai var katrā tās rūtiņā ierakstīt veselu skaitli no 1 līdz 64 (katrā rūtiņā -- citu skaitli) tā, lai katrā figūrā, kāda parādīta 15. zīmējumā, ierakstīto skaitļu summa dalītos ar 10? (Figūru drīkst novietot arī citā stāvoklī.)

[image: image8.png]15. Zim.




8. klase

8.21. Atrast mazāko no tiem veselajiem pozitīvajiem skaitļiem, kas dalās ar 99 un kura pierakstā nav neviena cipara 9.

8.22. Ja automātā A ievada skaitli x (x 
[image: image9.wmf]¹

 0), tad automāts izvada skaitli 
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1

. Ja automātā B ievada skaitļus x un y (x 
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 y), tad automāts B izvada skaitli x + y, bet, ja automātā B ievada divus vienādus skaitļus, tad salūzt un vairs nav lietojams.

Sākumā dots skaitlis 2. Kādus skaitļus no tā var iegūt, izmantojot tikai automātus A un B? (Jaunu skaitļu iegūšanā var izmantot arī pirms tam ar automātu iegūtos skaitļus.)

8.23. Dots trijstūris, kura visas malas ir dažāda garuma. Pierādīt, ka to var sagriezt divās daļās tā, ka no tām var salikt četrstūri, ap kuru var apvilkt riņķa līniju.

8.24. Vai eksistē bezgalīga augoša aritmētiskā progresija, kuras visi locekļi ir veselu skaitļu kvadrāti?

8.25. Rūtiņu lapā rūtiņas malas garums ir 1. šajā lapā atzīmētas piecas rūtiņu virsotnes tā, ka nekādas trīs no tām neatrodas uz vienas taisnes. Pierādīt, ka no atzīmētajām virsotnēm var izvēlēties trīs virsotnes, kas veido trijstūri, kura laukums ir vesels skaitlis.

9. klase
8.26. Aprēķināt 
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8.27. Plaknē doti 10 vektori. Katru 9 vektoru summas garums mazāks par visu 10 vektoru summas garumu. Pierādīt, ka eksistē tāda ass, uz kuras visu 10 vektoru projekcijas ir pozitīvas.

8.28. Dota bezgalīga skaitļu virkne (xn). Katram naturālam a > 1 virknes xa, x2a, x3a, x4a,... robeža ir 0. Vai no tā var secināt, ka arī virknes (xn) robeža ir 0?

8.29. Izliektā piecstūrī ABCDE visas malas ir vienādas. Bez tam dots, ka 
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CAD. Aprēķināt 
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8.30. Plaknē doti 10 punkti. Aplūkojam visus taišņu nogriežņus, kas savieno kaut kādus divus no šiem punktiem. Dots, ka to visu garumi lielāki vai vienādi par 1 cm. pierādīt, ka starp šiem nogriežņiem nevar būt vairāk kā 30 tādu, kuru garums ir tieši 1 cm.

10. klase

8.31. Pierādīt identitāti sin22x - sin x× sin 3x = sin2x.

8.32. Dotas divas trijstūra piramīdas. Katrai no tām šķautņu garumi ir 2 cm, 3 cm, 4 cm, 5 cm, 6 cm un 8 cm. Pierādīt, ka šīs piramīdas ir vienādas.

8.33. Atrisināt vienādojumu sistēmu
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8.34. Polinoma P(x) vērtības ir vesels skaitlis tad un tikai tad, ja x ir vesels skaitlis. Atrast visus tādus P(x) un pierādīt, ka citu bez atrastajiem nav.

8.35. Regulāru trijstūru režģī 100 trijstūri nokrāsoti melni tā, ka no katra melnā trijstūra var aiziet uz katru citu, ejot tikai caur melno apgabalu, un no viena trijstūra uz otru pārejot malu viduspunktus (16. zīm.).

Pierādīt, ka var izgriezt vismaz 33 melnus rombus, no kuriem katrs sastāv no 2 trijstūriem. Protams, šiem rombiem nedrīkst būt kopīgu trijstūru (tiem var būt kopējas malas vai virsotnes).
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11. klase

8.36. Atrisināt vienādojumu 
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8.37. Uzzīmēt lauztu līniju (ne obligāti noslēgtu), kas katru savu posmu krusto tieši divas reizes.

8.38. Dots, ka f(x) ir nepārtraukta funkcija, un 
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Pierādīt, ka intervālā [0; 1] eksistē vismaz divi tādi dažādi skaitļi a un b, kuriem f(a) = 0 un f(b) = 0.

8.39. Dots kubs, kura šķautnes garums ir 1. Tā iekšpusē atrodas izliekts daudzskaldnis M, kura ortogonālā projekcija uz katru kuba skaldni sakrīt ar šo skaldni. Minēt piemēru, kad M tilpums ir 
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. Vai M tilpums var būt mazāks nekā 
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8.40. Direktoram kabinetā ir seifs. Direktors var izraudzīties jebkuru racionālu skaitli un noregulēt seifa slēdzeni tā, ka seifs atveras tādā un tikai tādā gadījumā, ja tā priekšā skaļi nosauc šo skaitli. Ja turpretī skaļi nosauc kādu citu skaitli, tad seifu vispār vairs nevar atvērt.

Direktors dodas komandējumā. Viņam ir četri vietnieki. Direktors grib, lai nekādi divi vietnieki, pat rīkojoties kopīgi nevarētu atvērt seifu, bet lai katri trīs vietnieki, savstarpēji vienojoties, to varētu izdarīt. Kā direktors var izvēlēties šifru un kādu informāciju sniegt saviem vietniekiem, lai šīs prasības būtu apmierinātas?
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