Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". 
9. atklātā olimpiāde (1981./82. m.g.)
Atrisinājumi

9.1. Jā, var. Viens no veidiem, kā to izdarīt, parādīts 9.1. zīmējumā.
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9.2. Dzīvoklis ar 5 telpām var būt tāds, kāds parādīts 9.2. zīmējumā.
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Pierādīsim, ka tāds dzīvoklis ar 4 telpām, par kādu runāts uzdevuma nosacījumos, nav iespējams. Pieņemsim pretējo, ka tāds dzīvoklis ir iespējams. Apzīmēsim tā telpas ar A, B, C, D. Tad no vienas istabas otrā var vest ne vairāk kā 6 durvis: A -- B, A -- C, A -- D, B -- C, B -- D, C -- D. Ne vairāk kā 4 durvis ved ārā no dzīvokļa. Tātad dzīvoklī ir ne vairāk kā 10 durvis, bet uzdevuma nosacījumā teikts, ka tajā ir 12 durvis. Iegūtā pretruna parāda, ka mūsu pieņēmums ir nepareizs.
9.3. Viens no iespējamiem veidiem, kā to izdarīt, ir šāds:




9.4. Izpildot norādītās operācijas nemainās krustiņu skaita sadalījums pa rindiņām. Pirmajā tabulā ir viena rindiņa ar 3 krustiņiem un trīs rindiņas ar 2 krustiņiem. Arī pēc patvaļīga skaita norādīto operāciju izpildes šī situācija nemainīsies, un otru tabulu iegūt nevarēs, jo tajā ir divas rindiņas ar trim krustiņiem un pa vienai ar diviem un vienu krustiņu.
9.5. Viegli redzēt, ka 

.

Ja šādā veidā ir izteikts skaitlis 

, tad arī skaitli n + 3 var izteikt prasītajā formā:  

. Tā kā prasītajā veidā jau ir izteikti skaitļi 10, 11, 12, tad arī visus turpmākos skaitļus var izteikt prasītajā formā, jo 13 = 10 + 3, 

, u.t.t.
9.6. Ievērosim, ka katra taisne, kas iet caur kvadrāta centru, dala tā laukumu uz pusēm. Tāpēc taisne, kas iet caur abu kvadrātu centriem, dala uz pusēm gan viena, gan otra kvadrāta laukumu.
9.7. Skaidrs, ka maisījumam būs vislielākā spirta koncentrācija, ja mēs izmantosim šķīdumus ar augstāko spirta koncentrāciju. Tā kā jāiegūst 22 litri maisījuma, tad ņemsim visus 8 litrus 75% šķīduma, visus 6 litrus 50% šķīduma un 8 litrus 25% šķīduma. Kopā šķīdumā būs 

 litri tīrā spirta, tātad būs iegūts 50% spirta šķīdums. Augstāku spirta koncentrāciju 22 litros šķīduma iegūt nevar, un tātad uzdevuma prasības nav izpildāmas.
9.8. Pieņemsim, ka spēlētājs A nav ne uzvarējis, ne zaudējis visās spēlēs. Pieņemsim, ka viņam ir divas uzvaras (gadījumu ar vienu uzvaru aplūko analoģiski), un viņa pārinieki šajās spēlēs bija B un C (skaidrs, ka burtu izvēlei nav nozīmes). Tādā gadījumā A un B uzvarēja C un D; A un C uzvarēja B un D; A un D zaudēja B un C. Kā redzam, D ir zaudējis visās spēlēs. Prasītais pierādīts.
9.9. Pieņemsim pretējo, ka zvaigznītes aizstātas ar cipariem tā, ka izpildās uzdevuma prasības:




Saskaitot šīs vienādības, iegūstam









,

jo iekavās ierakstītie 10 skaitļi faktiski ir visi cipari no 0 līdz 9. Taču pēdējā vienādība nav iespējama, jo kreisajā pusē uzrakstīts nepāra skaitlis, bet labajā -- pāra skaitlis.
9.10. Iekrāsosim kvadrāta rūtiņas tā, kā parādīts 9.3. zīmējumā.
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Katrā melnajā rūtiņā ierakstīsim skaitli 100, bet katrā baltajā rūtiņā skaitli 

. Tad katrā kvadrātā ar izmēriem 2×2 skaitļu summa būs 

, bet visā kvadrātā ierakstīto skaitļu summa būs 

. Uzdevuma prasības izpildītas.
9.11. Lai izpildītos trijstūra malu nevienādības, trešās malas garumam ir jābūt lielākam par 6 un mazākam par 20. Šajā intervālā pirmskaitļi ir 7, 11, 13, 17, 19. Aprēķinot katram no šiem skaitļiem visu malu summu, redzam, ka tā ir pirmskaitlis tikai, ja trešās malas garums ir 11 cm vai 17 cm.
9.12. To var izdarīt tā, kā parādīts 9.4. zīmējumā.
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9.13. Apzīmēsim doto skaitli ar x, bet pēc ciparu samainīšanas iegūto skaitli ar y. Pēc dotā 

. Tātad y dalās ar 3; tas nozīmē, ka y ciparu summa dalās ar 3. Bet skaitļu x un y ciparu summas ir vienādas; tātad arī x ciparu summa un pats skaitlis dalās ar 3. Tagad no vienādības 

 seko, ka y dalās ar 9; tātad arī y ciparu summa dalās ar 9, un skaitļa x ciparu summa un pats skaitlis dalās ar 9. Vēlreiz izmantojot vienādību 

 secinām, ka y dalās ar 27, ko arī vajadzēja pierādīt.
9.14. Apzīmēsim zēnu un meiteņu skaitu pirmajā pārgājienā ar Z1 un M1, otrajā pārgājienā ar Z2 un M2, bet pie eglītes ar Z un M. Pēc dotā 

 un 

. 

Tā kā pie eglītes bija tikai tās meitenes, kas piedalījās kaut vienā pārgājienā, tad 

. Tā kā katrs zēns, kas piedalījās kaut vienā pārgājienā, bija pie eglītes, tad Z1
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Z un Z2
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Z. Tāpēc



,

kas arī bija jāpierāda.

Zēnu un meiteņu skaits pie eglītes var būt vienāds, ja pirmajā pārgājienā piedalījās 3n zēni un 2n meitenes, bet otrajā tie paši 3n zēni un citas n meitenes.
9.15. a) Trīs aplūkojamo skaitļu reizinājums 

 ir negatīvs skaitlis; tāpēc vismaz viens no reizinātājiem ir negatīvs.

b) Sešu aplūkojamo skaitļu reizinājums 

 ir negatīvs skaitlis; tāpēc vismaz viens no reizinātājiem ir negatīvs.
9.16. Aplūkosim kubu ABCDEFGH (ABCD -- pamata plakne, E atrodas virs A). Var izvēlēties lielākais 13 taisnes, kas iet caur divām kuba virsotnēm un nav paralēlas savā starpā: AB, AD, AE, AF, BE, AH, DE, AC, BD, AG, DF, CE, BH. Pārbaudiet, ka starp šīm taisnēm nav paralēlu, un jebkura cita taisne, kas iet caur divām kuba virsotnēm, ir paralēla kādai no norādītajām.
9.17. Pieskaitot visām trim izteiksmēm skaitli 2, iegūsim



.

Ja  a + b + c = 0, tad izpildās viena no uzdevuma formulējumā minētajām iespējām. Ja a + b + c 
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 0, tad,  izdalot vienādības ar a + b + c, iegūsim 

, no kurienes seko, ka 

. Uzdevums atrisināts.
9.18. Sakārtosim šos skaitļus augošā secībā 

.

Pieņemsim pretējo, ka visas šo skaitļu attiecības ir ne mazākas par 3. Tad 

; 

, jo 

;  c 
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 9, jo 

; d 
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 27;  e 
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 81;  f 
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 243;  g 
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 729; h 
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 2187. Pēdējā nevienādība ir pretrunā ar uzdevuma nosacījumiem, tātad mūsu pieņēmums ir nepareizs.
9.19. Uzdevuma nosacījumus var pierakstīt šādi:

(1)


,

(2)


,

(3)


.

No pirmās nevienādības seko, ka  

; no trešās  

. Saskaitīsim šīs nevienādības. Iegūstam 

, bet tas ir pretrunā ar otro nevienādību. Tātad prasītā funkcija neeksistē.
9.20. Dots, ka 

 dalās ar 2. Tātad viens no skaitļiem m + n un 

 ir pāra skaitlis, bet tādā gadījumā arī otrs ir pāra skaitlis, jo šo skaitļu paritātes ir vienādas, bet divu pāra skaitļu reizinājums dalās ar 4.
9.21. Daļas, kādās dotā taisne sadala kvadrātu kopējo daļu, ir centrāli simetriskas; tātad to laukumi ir vienādi.
9.22. No uzdevuma nosacījumiem izriet, ka meitene Mn dejoja ar n + 4 zēniem. Tātad klasē ir n + 4 zēni. Iegūstam vienādību  n + (n + 4) = 30; n = 13. Tātad klasē ir 13 meitenes un 17 zēni.
9.23. No trim leņķiem 
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AOB,  
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BOC,  
[image: image16.wmf]Ð

COA vismaz divi ir plati, pretējā gadījumā tie nevarētu dot summa 360°. Tātad vismaz diviem no vienādsānu trijstūriem AOB, BOC, COA punkts O ir virsotnes leņķis. Pieņemsim, ka šie trijstūri ir AOB un BOC. Tad AO = BO = CO, t.i., O ir trijstūrim ABC apvilktās riņķa līnijas centrs.
9.24. Izvēlēsimies jebkuru atzīmēto rūtiņu (r1, k1) (rūtiņa atrodas rindiņā r1 un kolonnā k1) un iekrāsosim to sarkanā krāsā. Pēc tam šajā rindiņā atradīsim otru atzīmēto rūtiņu (r1, k2) un nokrāsosim to zilu. Kolonnā k2 atradīsim otru atzīmēto rūtiņu (r2, k2) un nokrāsosim to sarkanu. Turpināsim šo procesu, kamēr nenonāksim kādā rindiņā vai kolonā, kuras rūtiņas jau bija iekrāsotas. Viegli redzēt, ka tā ir rindiņa r1, jo pārējās rindiņās un kolonās procesa gaitā tiek iekrāsotas abas atzīmētās rūtiņas. Tātad pēdējā rūtiņa, ko mēs iekrāsosim būs (r1, km), un mēs to iekrāsosim zilu.

Rezultātā tabulas rindiņās r1, r2, ... , rm un kolonnās k1, k2, ... , km būs pareizi iekrāsotas visas atzīmētās rūtiņas. Izvēlēsimies tagad vēl neiekrāsotu atzīmēto rūtiņu un līdzīgā veidā aizkrāsosim nākošo ciklu. Tā turpināsim, kamēr būs nokrāsotas visas atzīmētās rūtiņas.
9.25. Atbilde: x = 2, y = 1.
9.26. Viens no iespējamajiem atrisinājumiem parādīts 9.5. zīmējumā.
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9.27. Sadalīsim visas rūtiņu lapas rūtiņas 4 grupās tā, kā parādīts 9.6. zīmējumā (vienas grupas rūtiņas nokrāsotas vienādi).
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No 25 iekrāsotajām rūtiņam vismaz 7 atradīsies vienā grupā (citādi to skaits nebūtu lielāks par 6×4 = 24). No zīmējuma redzams, ka vienas grupas rūtiņām nav kopīgu malu un virsotņu. Tātad varam izvēlēties šīs 7 virsotnes no vienas grupas, un uzdevuma nosacījumi būs izpildīti.
9.28. No regulāra 25-stūra virsotnēm var izvēlēties 5, kas veido regulāru piecstūri. Velkot vektorus uz šīm virsotnēm, iegūsim 5 vektorus, kuru summa ir nulles vektors. Mazāku vektoru skaitu izvēlēties nevar.
9.29. Nē, ne noteikti.

Aplūkosim virkni 

 . Redzams, ka tā ir augoša, 

, bet tai neeksistē galīga robeža.
9.30. Var izvēlēties, piemēram, šādus skaitļus a1 = 104, a2 = 105, ... , an =10n-3, ....

Tad visu skaitļu P(ak) ciparu summas būs vienādas ar 

.
9.31. Pieņemsim, ka A ir romba ABCD šaurā leņķa virsotne. Romba malu apzīmēsim ar a. No punktiem B un D vilksim perpendikulus BR un DS pret malām AD un AC (skat. 9.7. zīm.).
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Tad ML > AB - AR = AD - AR > KL, un taisnstūris MNKL nevar būt kvadrāts.
9.32. Abu punktu atrisinājums seko no šāda vispārīga apgalvojuma: ja a1, a2, ... , an ir pirmā kvadranta leņķi, kam izpildās sakarība  tga1× tga2× ... × tgan=1, tad

sina1 × sina2 × ... × sinan 
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, un vienādība izpildās tikai tad, kad a1 = a2 = ... = an  = p/4. Tiešām, pēc dotā









,

pie tam vienādība izpildās tikai tad, kad  sin2ak = 1, tātad ak = p/4.
9.33.  Nē, ne noteikti. Varam izvēlēties jebkuru līniju, kas atrodas plaknē, perpendikulārā plakņu a un b šķēluma taisnei.
9.34. Izmantojot lineālu un doto regulāro sešstūri ABCDEF var uzzīmēt plaknē regulāru trijstūru režģi (skat. 9.8. zīm.). Tad, izmantojot kosinusu teorēmu var pierādīt, ka AK = 8, 

, 

.
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9.35. Apzīmēsim ar N(
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k) virkņu skaitu, kuru mazākais elements ir k.  Tātad mums ir jāaprēķina summa N(
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n) + N(
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n-1) + ... + N(
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1). Pamatojiet, ka N(
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n-i) = i +1. Tad pierādāmā vienādība kļūst acīmredzama.
9.36. Doto vienādību var pārveidot formā



.

Tā kā šauriem leņķiem a un b vienādība cos(a - b) = 0 nav iespējama, tad izpildās vienādība cos(a + b) = 0. Šauriem leņķiem a un b tas iespējams tikai, ja  a + b = 90°.
9.37. Pēc dotā n = 6m + 1, m -- vesels skaitlis. Tad n2 - 1 = 12m(3m +1). Pierādāmais apgalvojums seko no tā, ka m un (3m + 1) ir dažādas paritātes skaitļi; tātad to reizinājums dalās ar 2.
9.38. Doto vienības kvadrātu sadalīsim joslās ar augstumiem 

. Kvadrātus ar malu garumiem no 

 līdz  

 ievietosim joslā, kuras platums ir 

. Jāpierāda, ka atbilstošajā joslā šie kvadrāti var novietoties.
9.39. Pieņemsim pretējo, ka šādi skaitļi eksistē. Tad, kāpinot doto nevienādību kvadrātā, iegūstam



.

No šejienes, ņemot vērā, ka 

, seko nevienādības



,

taču starp diviem pēc kārtas sekojošiem skaitļiem 4n + 1 un 4n + 2 nevar atrasties vesels skaitlis m2.  Iegūtā pretruna pierāda uzdevuma apgalvojumu.
9.40. Apgalvojumu pierāda aplūkojot piramīdas izklājumu plaknē.
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