Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". Zīmējumu numerācija saglabāta kā grāmatā.

9. ATKLĀTĀ OLIMPIĀDE 4.-11. klasei (1981./82. m.g.)
4. klase

9.1. Vai var novietot plaknē 5 taisnes tā, lai katras divas no tām krustotos un kopā būtu tieši 6 krustpunkti?

9.2. Dzīvoklis izvietots vienā stāvā. Starp katrām divām blakus telpām ir ne vairāk kā vienas durvis, un no katras telpas ne vairāk kā vienas durvis ved ārā no dzīvokļa. Pavisam dzīvoklī ir 12 durvis.

Pierādiet, ka šāds dzīvoklis ar 4 telpām nav iespējams.

Uzzīmējiet tāda dzīvokļa plānu, kurā ir 5 taisnstūrveida telpas un kas apmierina minētos nosacījumus.

9.3. Aizvietojiet zvaigznītes ar cipariem (katru zvaigznīti -- ar citu ciparu) tā, lai iegūtu piecas pareizas vienādības:
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Pietiek parādīt vienu veidu, kā to izdarīt.

9.4. 17. zīm. attēlotajā tabulā atļauts patvaļīgi apmainīt rindiņas savā starpā un kolonnas savā starpā (vienu un otru var darīt pamīšus un vairākas reizes). Pierādiet, ka nevar iegūt 18. zīm. attēloto tabulu.
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17, zim.
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9.5. Parādiet, ka katru veselu pozitīvu skaitli no 10 līdz 20 var izsacīt kā 3x + 4y, kur x un y -- kaut kādi veseli pozitīvi skaitļi vai 0.

Pierādiet, ka šādā veidā var izsacīt arī visus veselos pozitīvos skaitļus, kas lielāki par 20.

5. klase
9.6. Plaknē doti divi kvadrāti. Pierādīt, ka noteikti var novilkt taisni, kas dala katra kvadrāta laukumu uz pusēm.

9.7. Doti 8 litri 75% spirta šķīduma, 6 litri 50% spirta šķīduma un 20 litri 25% spirta šķīduma. Vai var pagatavot maisījumu, kurā būtu 22 litri 55% šķīduma?

9.8. Četri draugi A, B, C un D spēlēja galda tenisu -- dubultspēles. Vispirms A un B spēlēja pret C un D, pēc tam A un C pret B un D, pēc tam A un D pret B un C.

Pierādīt, ka pēc visu spēļu nospēlēšanas var atrast vai nu tādu draugu, kas visas 3 spēles uzvarējis, vai arī tādu draugu, kas visas 3 spēles zaudējis.

9.9. Pierādiet, ka zvaigznītes nevar aizstāt ar cipariem (katru zvaigznīti ar citu ciparu) tā, lai iegūtu piecas pareizas vienādības:
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9.10. Parādiet, ka kvadrātveida tabulā ar izmēriem 5×5 rūtiņas katrā rūtiņā var ierakstīt pa skaitlim tā, ka visu tabulā ierakstīto skaitļu summa būs pozitīva, bet katrā kvadrātā ar izmēriem 2×2 rūtiņas ierakstīto skaitļu summas būs negatīvas.

6. klase

9.11. Trijstūra divu malu garumi ir 7 cm un 13 cm, bet trešās malas garums izsakās ar veselu skaitu centimetru.

Cik gara var būt trešā mala, ja skaitļi, kas izsaka centimetros tās garumu un visu malu garumu summu, abi ir pirmskaitļi?

9.12. Plaknē doti 6 punkti, no kuriem nekādi trīs neatrodas uz vienas taisnes. Novilkt 9 nogriežņus tā, ka katrs nogrieznis savieno divus no dotajiem punktiem un nevar atrast trijstūri, kam visas malas novilktas un visas virsotnes atrodas dotajos punktos.

9.13. Samainot vesela pozitīva skaitļa ciparus vietām, iegūst 3 reizes lielāku skaitli. Pierādiet, ka iegūtais skaitlis dalās ar 27.

9.14. Vienā pārgājienā zēnu bija 60% no dalībnieku skaita, otrā -- 75%. (Daži skolēni varbūt piedalījās abos pārgājienos.) Gada noslēgumā visi, kas piedalījušies kaut vienā pārgājienā, sapulcējās pie eglītes. Citu cilvēku pie eglītes nebija. Pierādiet, ka zēnu bija ne mazāk kā meiteņu. Vai var gadīties, ka zēnu pie eglītes bija tikpat, cik meiteņu.

9.15. Dots, ka neviens no skaitļiem a, b, c, d, e, f, g, h, I nav nulle;

a) pierādiet, ka vismaz viens no skaitļiem ab, bc, - ac ir negatīvs.

b) pierādiet, ka vismaz viens no skaitļiem aei, bfg, dhc, - gec, - bdi, -hfa ir negatīvs.

7. klase

9.16. Dots kubs. Novilktas visas taisnes, kas iet caur divām no kuba virsotnēm. Kāds ir lielākais taišņu skaits, ko no šīm taisnēm var izvēlēties tā, lai nekādas divas izvēlētās taisnes nebūtu paralēlas?

9.17. Neviens no skaitļiem a, b, c nav 0. Dots, ka
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Pierādīt, ka vai nu a + b + c = 0, vai arī a = b = c.

9.18. Astoņi dažādi naturāli skaitļi visi mazāki par 2000. Pierādīt, ka no tiem var izvēlēties divus tādus, kuru attiecība mazāka par 3. (Apskatām lielākā skaitļa attiecību pret mazāko.)

9.19. Vai eksistē tāda funkcija f(x) = ax + b (a un b -- konstantes), ka vienlaicīgi izpildās nevienādības

| f(0) - 1| < 1, | f(1) - 2 | < 1, | f(2) - 7| < 1?

9.20. Dots, ka m un n -- naturāli skaitļi un m2 - n2 dalās ar 2. Pierādīt, ka m2 - n2 dalās ar 4.

8. klase

9.21. Divi vienādi kvadrāti šķeļas. Pierādīt, ka taisne, kas iet caur abu kvadrātu centriem, dala uz pusēm kvadrātu kopējās daļas laukumu, ja viena pirmā kvadrāta mala ir paralēla vienai otrā kvadrāta malai.

9.22. Klases vakarā piedalījās 30 skolēni, starp tiem n meitenes M1, M2,... , Mn. Meitene M1 dejoja ar 5 zēniem, M2 -- ar 6 zēniem, M3 -- ar 7 zēniem,... , Mn - ar visiem zēniem. Cik meiteņu un zēnu piedalījās klases vakarā?

9.23. Trijstūra ABC iekšpusē atrodas punkts O. Dots, ka visi trijstūri AOB, BOC, COA ir vienādsānu trijstūri (nav zināms, kuras malas katrā trijstūrī ir vienādas). Pierādīt, ka O ir trijstūrim ABC apvilktās riņķa līnijas centrs.

9.24. Kvadrātveida tabula sastāv no n × n rūtiņām. Dažas rūtiņas atzīmētas tā, ka katrā rindā un katrā kolonnā atzīmētas tieši 2 rūtiņas. Pierādīt, ka atzīmētās rūtiņas var izkrāsot divās krāsās tā, ka katrā rindā un katrā kolonnā sastopamas abas krāsas (katru rūtiņu krāso vienā krāsā).

9.25.Atrisināt vienādojumu sistēmu


[image: image6.wmf]î

í

ì

=

-

=

+

.

7

)

y

x

(

y

9

)

y

x

(

y

3

3

2

 

9. klase

9.26. Kvadrātveida tabula sastāv no 5 × 5 kvadrātiskām rūtiņām. Parādiet, kā atzīmēt 16 rūtiņu centrus tā, lai neviens atzīmētais centrs neatrastos tieši vidū starp citiem atzīmētajiem centriem. Pietiek uzrādīt vienu veidu, kā to izdarīt.

9.27. Rūtiņu lapā tieši 25 rūtiņas nokrāsotas melnā krāsā. Pierādīt, ka var atrast 7 melnas rūtiņas tā, ka nekādām divām no šīm 7 rūtiņām nav ne kopīgas malas, ne kopīgas virsotnes.

9.28. Apskatām tos 25 vektorus, kas savieno regulāra 25-stūra centrus ar tā virsotnēm. Kādu mazāko vektoru skaitu no tiem var izvēlēties tā, lai izraudzīto vektoru summa būtu nulles vektors?

9.29. Dots, ka (xn) ir augoša virkne. Zināms, ka 
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9.30. Ar P(x) apzīmēsim polinomu P(x) = 1× x1982 + 2 × x1981 + 3 × x1980 +... + 1981 × x2 + 1982 × x + 1983. Pierādīt, ka eksistē bezgalīgi daudz tādu naturālu skaitļu a1, a2, a3,... , ka skaitļu P(a1), P(a2), P(a3),... ciparu summas ir savā starpā vienādas.

10. klase

9.31. Dots, ka ABCD ir rombs, kas nav kvadrāts. Taisnstūra MNKL mala MN atrodas uz romba malas BC, bet mala KL atrodas uz romba malas AD. Pierādīt, ka MNKL nav kvadrāts.

9.32. a, b un g ir pirmā kvadranta leņķi.

a) Dots, ka tga × tgb = 1. Kāda ir lielākā iespējamā sina × sinb vērtība? 

b) Dots, ka tga × tgb × tgg = 1. Kāda ir lielākā iespējamā sina × sinb × sing vērtība?

9.33. Plaknes a un b nav paralēlas. Telpā atrodas līnija t , kuras ortogonālās projekcijas plaknēs a un b abas ir taisnes. Vai t noteikti ir taisne?

9.34.Plaknē dots regulārs 6-stūris, kura malas garums ir 1. Izmantojot tikai lineālu, konstruēt taisnes nogriežņus, kuru garums ir a)
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; b) 8; c)
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.

9.35. No skaitļiem 1; 2;... ; n izveidotas visas iespējamās virknes garumā 3 (virknē var būt arī vienādi skaitļi). Katrai virknei atrodam tās mazāko elementu. Pierādīt, ka visu mazāko elementu summa ir 13 + 23 +... + n3.

11. klase

9.36. Dots, ka a un b ir šauri leņķi un sin2a + sin2b = cos2a +cos2b. Pierādīt, ka a + b = 90°.

9.37. Dots, ka n ir naturāls skaitlis, kas, dalot ar 6, dod atlikumu 1. Pierādīt, ka n2 -1 dalās ar 24.

9.38. Apskatām tādu bezgalīgu kvadrātu virkni, kuru malu garumi ir 
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. Pierādīt, ka pirmajā kvadrātā var ielikt visus pārējos kvadrātus bez savstarpējās pārklāšanās.

9.39. Vai eksistē tādi naturāli skaitļi n un m, ka 
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9.40. Trijstūra piramīdā SABC pamats ABC ir regulārs trijstūris. Bez tam dots, ka 
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SBC = 
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SCA. Pierādīt, ka piramīda ir regulāra.

_1196014088.unknown

_1196014114.unknown

_1196014209.unknown

_1196014208.unknown

_1196014112.unknown

_1196014064.unknown

_1196014085.unknown

_1020765956.unknown

_1196014030.unknown

_1020765945.unknown

