Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". Zīmējumu numerācija saglabāta kā grāmatā.

18. ATKLĀTĀ OLIMPIĀDE 5.-12. klasei (1990./91. m.g.)
5. klase

18.1. Divciparu skaitli pareizināja vispirms ar tā pirmo ciparu, bet iegūto rezultātu -- ar sākotnējā skaitļa otro ciparu. Ieguva trīsciparu skaitli, kuram visi cipari vienādi. Atrast sākotnējo divciparu skaitli.

18.2. Uzzīmēt tādus sešus nogriežņus, kuriem visiem kopā ir pavisam seši dažādi galapunkti. Vai divi no šiem nogriežņiem var savā starpā krustoties?

18.3. Uz 10 sarkanām kartiņām uzrakstīti skaitļi 1, 2,... , 10 (uz katras kartiņas -- cits skaitlis). Uz 10 zilām sarkanām kartiņām uzrakstīti skaitļi 11, 12,... , 20 (uz katras kartiņas -- cits skaitlis). Katru skaitli, kas uzrakstīts uz kādas sarkanas kartiņas, pareizināja ar katru skaitli, kas uzrakstīts uz kādas zilas kartiņas. Atrast visu iegūto reizinājumu summu.

18.4. Kvadrāts sastāv no 8×8 rūtiņām. Divas rūtiņas no tā izgrieztas (40. zīm.). Vai atlikušās rūtiņas var apstaigāt, uz katras nonākot tieši vienu reizi un ar katru gājienu pārejot uz tādu jaunu rūtiņu, kurai ar iepriekšējo ir kopīga mala?
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18.5. Jānis augšējā rindiņā uzrakstīja vienu ciparu 1, bet pēc tam pēc kaut kāda likuma sāka veidot nākošās rindiņas. Pirmās 7 rindiņas iznāca šādas:

1 

1 1

2 1

1 2 1 1

1 1 1 2 2 1

3 1 2 2 1 1

1 3 1 1 2 2 2 1

...

Kāda pēc Tavām domām būs nākošā rindiņa?

Pacenties atrast iespējami vienkāršāku likumu, kas izskaidro rindiņu veidošanu, un uzraksti to.

6. klase

18.6. Vai var atrast 1991 īstus daļskaitļus, kuru summa lielāka par 1990?

18.7. Koordinātu plaknē atzīmēti 5 punkti; neviens no tiem neatrodas ne uz vienas no koordinātu asīm. Pierādīt, ka no tiem punktiem var izvēlēties divus tā, lai gan to abscisu, gan ordinātu reizinājums būtu pozitīvs.

18.8. Doti 5 naturāli skaitļi. Katru 3 skaitļu summa dalās ar 5. Pierādīt, ka katrs no šiem skaitļiem dalās ar 5.

18.9. Kvadrāts sastāv no 3×3 rūtiņām. Vai tā rūtiņās var ierakstīt skaitļus +1, 0, -1 (katrā rūtiņā pa vienam skaitlim) tā, lai visās rindās un visās kolonnās ierakstīto skaitļu summas būtu dažādas?

18.10. Uzzīmējiet divus piecstūrus tā, lai viena piecstūra malas ar otra piecstūra malām krustotos iespējami daudzos punktos.

7. klase

18.11. Vai var būt, ka 41. zīm. attēlotās taisnes ir funkciju y = ax + b, y = bx + c, y = cx +d, y = dx + a grafiki?
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18.12. Pierādīt, ka 
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ABC < 
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ADC (skat. 42. zīm.).
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18.13. Vai var uz 5 kartiņām uzrakstīt skaitļus tā, lai, ņemot kartiņas pa 3, sešos gadījumos uz tām uzrakstīto skaitļu summa būtu 0? Neviens no skaitļiem, kas uzrakstīts uz kartiņām, pats nedrīkst būt 0.

18.14. Pa apli stāv 100 bērni: 50 zēni un 50 meitenes. Divi zēni stāv blakus 17 vietās. Cik vietās blakus stāv divas meitenes?

18.15. Kāds ir mazākais laidņu skaits, kurus var novietot uz šaha galdiņa tā, lai visi lauciņi būtu apdraudēti? Uzskatām, ka laidnis apdraud arī to lauciņu, uz kura pats atrodas.

8. klase

18.16. Dots, ka 
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 (visi burti apzīmē pozitīvus veselus skaitļus). Vai noteikti 
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18.17. Vai kvadrātu var sagriezt a) 8, b) 1991 trapecēs?

18.18. Jānis aprēķināja 
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 vērtību. Kāda tā ir?

18.19. Atrisināt vienādojumu x4 + 2x3 + 4x2 + 3x - 4 = 0.

18.20. Dotas 6 pēc ārējā izskata vienādi atsvari, kuru masas ir 1 g, 2 g, 3 g, 4 g, 5 g, 6 g. Uz atsvariem ir uzrakstīts ir 1 g, 2 g, 3 g, 4 g, 5 g, 6 g (varbūt daži pareizi, bet daži -- nepareizi). Kā ar 2 svēršanām uz sviras svariem var noskaidrot, vai visi uzraksti ir pareizi? (Ja daži uzraksti ir nepareizi, tad nav jānoskaidro, kuri tie ir.)

9. klase

18.21. Apskatām kvadrātvienādojumus x2 + nx +n = 0, n -- vesels skaitlis. Cik no tiem ir tādu, kam nav atrisinājumu?

18.22. Dots, ka a, b un c ir trīs dažādi nenulles cipari? Vai var gadīties, ka trīsciparu skaitļi 

, 

, 

 veido aritmētisku progresiju?

18.23. Taisnleņķa trijstūrī ABC 
[image: image10.wmf]Ð

 C = 90°. Uz AB ņemts punkts M un uz AC -- punkts N tā, ka AM = AC un taisnes nogrieznis MN dala trijstūri ABC divās daļās ar vienādiem laukumiem. Pierādīt, ka 
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18.24. Plaknē doti 8 punkti ar veselām koordinātēm; nekādi trīs no tiem neatrodas uz vienas taisnes, Vai noteikti var izvēlēties trīs no šiem punktiem tā, lai to veidotā trijstūra mediānu krustpunkta koordinātas būtu veseli skaitļi?

18.25. Kāds ir mazākais laidņu skaits, kurus var novietot uz šaha galdiņa tā, lai visi lauciņi būtu apdraudēti? Uzskatām, ka laidnis apdraud arī to lauciņu, uz kura pats atrodas.

10. klase

18.26. Atrisināt vienādojumu sistēmu
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18.27. Vai eksistē tāda x vērtība, ka katram naturālam n pastāv nevienādība

sin nx > 0?

18.28. Dots, ka ABC -- regulārs trijstūris; taisne t iet caur virsotni B, nekrustojot trijstūri. Riņķa līnijas katra pieskaras taisnēm m un t un vienai trijstūra ABC malai (sk. 43. zīm.). Pierādīt, ka šo riņķa līniju rādiusu summa nav atkarīga no taisnes t stāvokļa.
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18.29. Naturālie skaitļi no 1 līdz 96 ieskaitot sadalīti divās daļās. Pierādiet, ka viena no daļām satur trīs dažādus skaitļus x, y un z, ka xy = z.

18.30. Kvadrāts sastāv no 9×9 rūtiņām. Vai tā rūtiņās var ierakstīt skaitļus +1, 0, -1 (katrā rūtiņā pa vienam skaitlim) tā, lai visās rindās un visās kolonnās ierakstīto skaitļu summas būtu dažādas?

11. klase

18.31. Cik atrisinājumu ir vienādojumam

tg x = x?

18.32. Vai pastāv tādas funkcijas F(x) un G(x), ka visiem reāliem x izpildās nevienādības F(x) < G(x) un F’(x) > G’(x)?

18.33. Atrisināt racionālos skaitļos vienādojumu
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18.34. Triju mazo riņķa līniju rādiusi ir r; to centri atrodas uz vienas hordas, tās pieskaras viena otrai, un malējās bez tam pieskaras lielajai riņķa līnijai ar rādiusu R. Horda MN iet caur vidējās mazās riņķa līnijas centru un pieskaras abām malējām riņķa līnijām (sk. 44. zīm.). Pierādīt, ka MN = R + 3r.
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18.35. Kvadrāts sastāv no 7×7 rūtiņām. Tas jāsagriež gabalos, katrs no kuriem ir vai nu formā 

, vai formā 
[image: image16.wmf] 

.

a) Pierādīt, ka to var izdarīt;

b) pierādīt, ka kvadrāts ir tikai viens.

12. klase

18.36. Dots, ka x, y, z -- naturāli skaitļi, pie tam x3 dalās ar y2z, y3 dalās ar z2x, z3 dalās ar x2y. Pierādīt, ka x = y = z.

18.37. Atrisināt vienādojumu
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18.38. Kvadrātiska papīra lapa ABCD pārlocīta pa nogriezni MN tā, ka virsotne A nonāk stāvoklī A1 uz malas CD (sk. 45. zīm.). Pierādīt, ka B1K vienāds ar trijstūrī KCA1 ievilktās riņķa līnijas rādiusu.
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18.39. Vai vienādojumam
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eksistē atrisinājums naturālos skaitļos, kur visu mainīgo vērtības pārsniedz 1991?

18.40. Šaurleņķa trijstūris ABC ievilkts riņķī. Tā bisektrišu pagarinājumi krusto riņķa līniju punktos M, N un K. Pierādīt, ka trijstūra MNK laukums nav mazāks par trijstūra ABC laukumu.
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