Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". 
19. atklātā olimpiāde (1991./92. m.g.)
Atrisinājumi

19.1. Jā, var. Piemēram, tā, kā parādīts 19.1. zīmējumā.
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19.2. Tie ir skaitļi 192, 384 un 576.
19.3. Apzīmēsim kuba virsotnēs ierakstīto skaitļu summu ar s. Tad šķautņu vidū uzrakstīto skaitļu summa ir 3s (katrs virsotnes skaitlis pieskaitīts trīs šķautnēs); skaldņu centrā ierakstīto skaitļu summa ir  3s. Iegūstam vienādību 7s = 1992, kas nevar izpildīties, jo 1992 nedalās ar 7.
19.4. Nē, nevar. Ja rūtiņu kvadrātu iekrāsosim šahveida formā, tad atlikušajā daļā būs 32 baltas un 30 melnas rūtiņas; apstaigājot rūtiņas, katru reizi mainās lauciņa krāsa, tātad balto un melno rūtiņu skaitam būtu jābūt vienādam.
19.5. Skaitļus, kas apzīmē skolēnu grāmatu skaitu sakārtosim augošā secībā 

. Pieņemsim pretējo, ka  

. Tad 

, jo 11 + 12 + 13 + 14 + 15 = 65. Iegūstam, ka 

, 

, ... , 

. Tātad  

; iegūta pretruna, kas pierāda prasīto apgalvojumu.
19.6. Viens no atrisinājumiem ir šāds:
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19.7. Pietiek noņemt 9 sērkociņus.
19.8. a) Piemēram, 38×38 = 1444.

b) Var ņemt jebkuru skaitli, kura pēdējie 3 cipari ir 038.
19.9. Nē, nevar.
19.10. Dotā figūra satur 10 trijstūrīšus, kuru virsotne vērsta uz leju, un 15 trijstūrīšus, kuru virsotne vērsta uz augšu. Tā kā katrs dubulttrijstūris satur pa vienam katra veida trijstūrim, tad vairāk kā 10 šādas figūras izgriezt nevarēs (nepietiks pirmā veida trijstūru). Parādiet, kā izgriezt tieši 10 figūras.
19.11. Nē, nevar. Ja izpildītos norādītās nevienādības, tad divas taisnes (doto funkciju grafiki) krustotos divos punktos: intervālā 3 < x < 4 un  4 < x < 5.
19.12. Nē, nevar. Aplūkosim 6 trijstūrīšus, kuru virsotne pagriezta uz leju, un iekrāsosim tos melnus. Pieņemsim pretējo, ka visas summas ir pirmskaitļi -- tātad nepāra skaitļi, jo summa 2 nav iespējama. Ja kādā melnajā trijstūrī ierakstīts pāra (nepāra) skaitlis, tad kaimiņi baltajās rūtiņās ir nepāra (pāra) skaitļi; savukārt to kaimiņi melnajās rūtiņās ir pāra (nepāra) skaitļi. Tā turpinot iegūstam, ka visās melnajās rūtiņās ir ierakstīti vienas paritātes skaitļi, bet baltajās -- pretējās paritātes skaitļi. Taču starp dotajiem 16 skaitļiem ir vienāds skaits pāra un nepāra skaitļu. Iegūta pretruna, kas pierāda uzdevuma apgalvojumu.
19.13. Skaitļus jāsakārto šādā secībā: 1, 7, 4, 2, 3, 5, 6, 9, 0, 8.
19.14. Apzīmēsim ar x pāru skaitu, kuros stāv blakus divi zēni; ar y -- pāru skaitu, kuros stāv blakus meitene un zēns un ar z -- pāru skaitu, kuros stāv blakus divas meitenes. Tā kā katrs bērns ieskaitīts divos pāros, tad iegūstam vienādības 

 un 

. No šejienes seko, ka x = z. Tātad divas meitenes stāv blakus 17 vietās.
19.15. a) Nevar, jo rūtiņu skaits nedalās ar 4.

b) Var, sadalot kvadrātu 16×16 kvadrātos ar izmēriem 4×4. Katru kvadrātu 4×4 var sadalīt šādās figūrās.

c) Nevar. Iekrāsosim kvadrātu 10×10 divās krāsās kā šaha galdiņu. Tad dotās figūras var iedalīt divās grupās: n figūras, kas nosedz 3 baltos lauciņus un m figūras, kas nosedz 3 melnos lauciņus. Iegūstam vienādības




No šejienes seko, ka n = m = 12,5, bet tā nevar būt, jo n un m ir veseli skaitļi.
19.16. Tā kā skaitļu 

 summa ir 0, un katrs no šiem skaitļiem ir nenegatīvs, tad tie visi ir vienādi ar nulli. Jāņa iegūtās izteiksmes vērtība ir nulle.
19.17. Četrstūris jāsagriež pa diagonāli AC un pa nogriezni BM, kur M -- patvaļīgs punkts uz diagonāles AC.
19.18. Ja a, b, c ir trijstūra malas, kura perimetrs ir 36, tad a +1, b + 1, c + 1, ir trijstūra malas, kura perimetrs ir 39. Tātad katram Jāņa uzzīmētajam trijstūrim atbilst Pētera uzzīmētais trijstūris. Taču trijstūris  ar malām 1, 19, 19, kuru uzzīmēja Pēteris, nav šādi iegūstams. Tātad Pēteris uzzīmēja vairāk trijstūru.
19.20. Jānovieto 48 domino kauliņi, pa 4 katrā rindā, atstājot 1 rūtiņu spraugas; katrā nākošajā rindā izdarot nobīdi.
19.21. Abi dotie skaitļi ir pozitīvi. Izmantojot nevienādību starp vidējo aritmētisko un vidējo ģeometrisko, iegūstam



.

Iegūta pretruna, tātad šādu skaitļu nav.
19.22. Vispirms pierāda, ka trijstūri MAD un DCN ir vienādi. Tālāk pierāda, ka 

. No šejienes seko pierādāmais apgalvojums.
19.23. Tā kā a 
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 0, c 
[image: image4.wmf]³

 b un e 
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 d, tad a + c + e 
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 b + d. Tā kā šo divu skaitļu summa ir 100, tad a + c + e 
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 50. Vērtība 50 ir iespējama, piemēram, ja 

 un d = e = 50. Tātad mazākā iespējamā vērtība ir 50.
19.24. Punkta M attālums līdz hipotenūzai ir puse no trijstūra ABC perimetra.
19.25. Nē. Pieņemsim pretējo, ka skaitļus prasītajā veidā izdevies ierakstīt. Tā kā zīmējumā pavisam ir 18 nogriežņi un starpības var pieņemt 18 vērtības no 1 līdz 18, tad katra no šīm vērtībām tiek pieņemta tieši vienu reizi. Pieņemsim, ka izpildās vienādības 




Skaitļi a(k) un b(k) apzīmē k-tā nogriežņa galapunktos ierakstītos skaitļus. Tā kā 

, tad summējot šīs vienādības un , ievērojot, ka katrs no 9 virsotnēs ierakstītajiem skaitļiem parādās vienādībās 4 reizes, iegūstam



.

Ar S apzīmēta visu virsotnēs ierakstīto skaitļu summa. Iegūta pretruna, kas pierāda, ka 9-stūra virsotnēs nevar ierakstīt skaitļus tā, lai izpildītos uzdevuma nosacījumi.
19.26. Ja skaitlis n2 + 2 dalās ar n + 2, tad arī skaitlis 

 dalās ar n + 2. Tātad n = 1 vai n = 4.
19.27. Pierādījumā izmanto līdzīgus trijstūrus.
19.28. Izmantojot Pitagora teorēmu un nevienādību starp vidējo aritmētisko un vidējo ģeometrisko, iegūstam




19.29. Ievietojot y = - x, iegūstam 

. Tā kā f ir monotoni augoša funkcija, tad no šejienes seko, ka eksistē tāda konstante c, ka 

 un f(x) = x + c. Pārbaude parāda, ka visas šādas funkcijas apmierina uzdevuma nosacījumus.
19.31. Ja k = 1, tad 7k + 7 = 14 nav kvadrāts.

Ja k > 1, tad  7k + 7 = 7(7k-1 + 1) dalās ar 7, bet nedalās ar 72, tātad nav kvadrāts.
19.32. 

.
19.33. Visi skaitļi x, y, z ir pozitīvi. Uzskatīsim, ka x ir lielākais no tiem. No pēdējā vienādojuma seko, ka 

, t.i. 

. No šejienes iegūstam, ka x = 1. Tālāk no sistēmas seko, ka y =1 un z =1.
19.34. Acīmredzot pietiek pierādīt, ka no katriem n iracionāliem skaitļiem (n 
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 2) var atrast n -1 skaitli, kuru summa ir iracionāla; tad pielietojot šo rezultātu 1992 skaitļiem, 1991 skaitļiem, ... , 2 skaitļiem, iegūsim prasīto secību, ja pirmo izmesto skaitli uzskatīsim par pēdējo, otro izmesto skaitli -- par priekšpēdējo, u.t.t.

Pierādījumā aplūko 2 gadījumus.

1) Doto skaitļu x1, x2, ... , xn summa S ir racionāls skaitlis. Tad pirmo n -1 skaitļu summa ir vienāda ar S - xn, un tas ir iracionāls skaitlis.

2) Doto skaitļu x1, x2, ... , xn summa S ir iracionāls skaitlis. Tad aplūkojam visas summas ar n -1 locekļiem. To summa ir vienāda ar  (n-1)S (tas ir iracionāls skaitlis); tātad vismaz viena no šīm summām ir iracionāls skaitlis.
19.35. Pierāda ar indukciju pēc vilcienu skaita.
19.36. Tie ir visi skaitļi, kas lielāki par 4, un kuriem n + 1 nav pirmskaitlis.
19.37. Pierādījumā izmanto līdzīgu trijstūru īpašības.
19.38. Vispirms pārbaudām, ka der šādas funkcijas:




Pierādīsim, ka citu funkciju nav.

Ievietojot x = 1 un y = 0, iegūstam 

, no kurienes 

.

Ievietojot y = -x, x > 0, iegūstam  

; no šejienes seko ka 

 visiem x no definīcijas apgabala. Tālāk pierāda, ka f(x) = f(y) visiem x, y, kas nav nulle. Apgalvojums pierādīts.
19.39. Aplūkosim Dekarta koordinātu sistēmu telpā un nogriezni ar garumu a; tā projekcijas uz koordinātu asīm apzīmēsim ar a1, a2, a3. No nevienādības starp vidējo aritmētisko un vidējo kvadrātisko seko, ka 

. Tātad visu nogriežņu visu projekciju garumu summa nepārsniedz 

; uz vienas no asīm projekciju garumu summa nepārsniedz 

. Tātad uz šīs ass ir projekciju nepārklāts punkts attālumā mazākā par 

 no A. Caur šo punktu velkam plakni perpendikulāri asij; tā ir meklētā plakne.
19.40. Pietiek pārbaudīt 32 kombinācijas.
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