Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". Zīmējumu numerācija saglabāta kā grāmatā.

19. ATKLĀTĀ OLIMPIĀDE 5.-12. klasei (1991./92. m.g.)
5. klase

19.1. Vai 46. zīm. attēlotās tabulas tukšajās rūtiņās var ierakstīt ciparus 1, 2, 3, 4 (katrā rūtiņā -- vienu ciparu) tā, lai katrā rindiņā un katrā kolonnā visi ierakstītie cipari būtu dažādi?
[image: image1.png]46.2im.





19.2. Ar cipariem 1, 2,... , 9, katru no tiem lietojot tieši vienu reizi, uzrakstīt trīs trīsciparu skaitļus tā, lai otrais no tiem būtu divas reizes lielāks par pirmo, bet trešais -- trīs reizes lielāks par pirmo. Pietiek parādīt vienu veidu, kā to izdarīt.

19.3. Kuba virsotnēs ierakstīts pa naturālam skaitlim. Katras šķautnes vidū uzrakstīta tās galos esošo skaitļu summa; katras skaldnes centrā uzrakstīta tās stūros esošo skaitļu summa. Vai visu 26 skaitļu summa var būt 1992?

19.4. Kvadrāts sastāv no 8×8 rūtiņām. Divas rūtiņas no tā izgrieztas (47. zīm.). Vai atlikušās rūtiņas var apstaigāt, uz katras nonākot tieši vienu reizi un ar katru gājienu pārejot uz tādu jaunu rūtiņu, kurai ar iepriekšējo ir kopīga mala?
[image: image2.png]a7 7im,





19.5. Vienpadsmit skolēniem kopā ir 110 mācību grāmatas; nekādiem diviem nav vienāds grāmatu skaits. Pierādiet, ka var atrast 5 skolēnus, kuriem kopā ir vismaz 65 grāmatas.

6. klase

19.6. Kvadrāts sastāv no 3×3 rūtiņām. Ieraksti rūtiņās pa naturālam skaitlim (tie var būt arī vienādi) tā, lai rindiņās ierakstīto skaitļu summas savā starpā attiektos kā 1 : 2 : 3, bet kolonnās ierakstīto skaitļu summas savā starpā attiektos kā 2 : 3 : 5. Pietiek parādīt vienu veidu, kā to izdarīt.

19.7. No 40 sērkociņiem izveidots 48. zīm. parādītais kvadrātiskais režģis (katra mazā kvadrātiņa mala ir 1 sērkociņš). Parādīt, kā var noņemt 9 sērkociņus, lai neviena kvadrāta (ne no vienas, ne no vairākām rūtiņām sastāvoša) kontūra nepaliktu vesela. Pietiek parādīt vienu veidu, kā to izdarīt.

Ja nevarat tikt galā ar 9 sērkociņu noņemšanu, noņemiet 10, 11,... -- iespējami mazāk sērkociņu.
[image: image3.png]48 zim.




19.8. a) Atrast kaut vienu tādu veselu skaitli, kura reizinājums pašam ar sevi beidzas ar trim četriniekiem;

b) pierādīt, ka tādu skaitļu ir bezgalīgi daudz.

19.9. Kvadrāts sastāv no 3×3 rūtiņām. Vai tā rūtiņās var ierakstīt skaitļus +1, 0, -1 (katrā rūtiņā pa vienam skaitlim) tā, lai visās rindās un visās kolonnās ierakstīto skaitļu summas būtu dažādas?

19.10. Kādu lielāko daudzumu ‘‘dubulttrijstūru’’, kāds parādīts 49. zīm., var izgriezt no 50. zīm. attēlotās figūras?
[image: image4.png]50. zim,




7. klase

19.11. Dotas divas funkcijas y = ax + b un y = cx + d. Vai var gadīties, ka pie x=3 un x=5 pirmās funkcijas vērtība lielāka par otrās funkcijas vērtību, bet pie x=4 otrās funkcijas vērtība lielāka par pirmās funkcijas vērtību?

19.12. Vai 51. zīm. attēlotajā figūrā trijstūrīšos var ierakstīt naturālus skaitļus no 1 līdz 16 (katrā trijstūrītī -- citu skaitli) tā, lai katros divos trijstūrīšos ar kopīgu malu ierakstīto skaitļu summa būtu pirmskaitlis?
[image: image5.png]1. 2im.




19.13. Sakārtojiet pasta indeksos izmantojamos ciparus pēc to uzzīmēšanai nepieciešamo līniju garuma (52. zīm.). 
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19.14. Pa apli stāv 100 bērni: 50 zēni un 50 meitenes. Divi zēni stāv blakus 17 vietās. Cik vietās blakus stāv divas meitenes?

19.15. Vai taisnstūri, kas sastāv no a) 19×30, b)16×16, c) 10×10 rūtiņām, var sagriezt tādās figūrās, kādas attēlotas 53. zīm.?
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8. klase

19.16. Jānis aprēķināja 
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 vērtību. Kāda tā ir?

19.17. Četrstūrī ABCD pastāv vienādības AB=AD un CB=CD. Pierādīt, ka šo četrstūri var sagriezt 3 daļās, no kurām var salikt trapeci.

19.18. Jānis uzzīmēja visus dažādos trijstūrus, kuru malu garumi izsakās ar veselu skaitu centimetru un perimetrs ir 36 cm, bet Pēteris -- visus dažādos trijstūrus, kuru malu garumi izsakās ar veselu skaitu centimetru un perimetrs ir 39 cm. Kuram no zēniem iznāca uzzīmēt vairāk trijstūru?

19.19. Kvadrāts sastāv no 4×4 rūtiņām. Tā rūtiņās ierakstīts pa nenulles ciparam. Apskatām 8 četrciparu skaitļus, kas iegūstami, lasot rindiņas no kreisās uz labo pusi un kolonnas no augšas uz leju. Dots, ka 7 no šiem skaitļiem dalās ar 17. Pierādīt, ka arī astotais skaitlis dalās ar 17.

19.20. Kvadrāts sastāv no 12×12 rūtiņām. Kādu mazāko domino kauliņu daudzumu tajā var novietot, lai vairs nepaliktu vietas nevienam citam domino kauliņam? (Katrs domino kauliņš pārklāj tieši divas rūtiņas.)

9. klase

19.21. Pierādīt, ka nav tādu skaitļu x un y, kas vienlaicīgi apmierina abas sakarības:

x = y2 + 1 un y = x2 +1.

19.22. Paralelograma ABCD leņķi nav ne 60°, ne 120° lieli. Uz malām AB un BC kā uz pamatiem ārpus paralelograma konstruēti vienādmalu trijstūri ABM un BCN. Pierādīt, ka DMDN ir

a) vienādsānu, b) vienādmalu.

19.23. Zināms, ka 0 
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 e un a + b + c + d + e = 100. Kādu mazāko vērtību var pieņemt summa a + c + e?

19.24. Taisnleņķa trijstūrī ACB ievilktā riņķa līnija pieskaras hipotenūzai AB punktā S. Stars CS krusto hipotenūzas vidusperpendikulu punktā M. Kā savā starpā saistīti punkta M attālums līdz hipotenūzai un trijstūra ACB perimetrs?

19.25. Deviņstūrī novilktas 9 diagonāles (sk. 54.zīm.). Vai var virsotnēs ierakstīt 9 dažādus veselus skaitļus no 0 līdz 18 tā, lai, aprēķinot starpības starp katras malas un katras novilktās diagonāles galos ierakstītajiem skaitļiem, visu starpību moduļi būtu dažādi?
 [image: image14.png]54. zim.




10. klase

19.26. Kādiem naturāliem n skaitlis n2 + 2 dalās ar n + 2?

19.27. Horda AB nav diametrs. Punkti M un N sadala mazāko no lokiem AB trīs vienādās daļās, bet punkti M1 un N1 sadala hordu AB trīs vienādās daļās. Dots, ka O ir riņķa centrs un MM1 krusto NN1 punktā S. Pierādīt, ka 
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19.28. Taisnleņķa trijstūra katetes ir a un b, bet hipotenūza c. Pierādīt, ka
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19.29. Dots, ka f(t) ir monotoni augoša funkcija, kas definēta visām t vērtībām. Bez tam visiem x un y pastāv vienādība
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Atrast visa šādas funkcijas f(t).

19.30. Ap apaļu galdu brokastīs sēdēja 1992 cilvēki. Vakarā visi nosēdās ap šo pašu galdu citā kārtībā. Pierādīt, ka var atrast divus tādus cilvēkus, starp kuriem gan brokastīs, gan vakariņās sēdēja vienāds galdabiedru skaits.

11. klase

19.31. Dots, ka k -- naturāls skaitlis. Pierādīt, ka 7k + 7 nav naturāla skaitļa kvadrāts.

19.32. Trijstūra ABC leņķu A, B un C bisektrises krusto apvilkto riņķa līniju atbilstoši punktos A1, B1, C1. Pierādīt, ka AA1
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19.33. Atrisināt vienādojumu sistēmu
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19.34. Doti 1992 iracionāli skaitļi. Pierādīt, ka tos var sakārtot virknē tā, ka pirmo divu, pirmo triju,... , pirmo 1991 virknes locekļu summas arī ir iracionāli skaitļi.

19.35. Gar viensliežu dzelzceļa posmu novietoti n stopsignāli (n ³ 2). Vilciens nedrīkst pabraukt garām stopsignālam, ja starp šo un nākošo stopsignālu pārvietojas kāds cits vilciens (tad signālā deg sarkanā gaisma). Pie katra signāla var vienlaicīgi gaidīt neierobežots skaits vilcienu (tiem katram garums ir 0).

Kustības sākumā pie pirmā stopsignāla nostājās k vilcieni; katra vilciena ātrums ir konstants, un tie visi ir atšķirīgi. Pierādiet, ka neatkarīgi no tā, kādā kārtībā vilcieni sakārtoti, paies viens un tas pats laika posms no brīža, kad pirmais vilciens pabrauc garām pirmajam stopsignālam, līdz brīdim, kad pēdējais vilciens ierodas pie pēdējā stopsignāla. Protams, ka katrs vilciens vienmēr uzsāk vai turpina kustību, tiklīdz attiecīgais stopsignāls to pieļauj. Vilcienu kārtība kustības laikā nemainās.

12. klase

19.36. Kādiem naturāliem n skaitlis (n - 1)! dalās ar n + 1?

19.37. Uz trijstūra ABC malām AB un AC ņemti attiecīgi punkti P un Q, kas nesakrīt ar virsotnēm, pie tam BP : PQ : QC = AC : CB : BA, Pierādīt, ka punkti P, Q, A atrodas uz vienas riņķa līnijas ar trijstūrim ABC apvilktās riņķa līnijas centru.

19.38. Funkcija f(t) definēta visiem -1 
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 1; tās vērtības pēc moduļa nepārsniedz 1. Visām pieļaujamām x un y vērtībām pastāv nevienādība
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Atrast visas šādas funkcijas f(t).

19.39. Telpā dots punkts A un galīgs skaits nogriežņu, kuru garumu summa ir 1992. Pierādīt, ka var novilkt plakni, kurai nav kopīgu punktu ne ar vienu no šiem nogriežņiem un kuras attālums no A nepārsniedz 600.

19.40. Uz seifa durvīm atrodas trīs slēdži; katrs no tiem var atrasties 8 dažādos stāvokļos neatkarīgi no pārējiem. Paredzēts, ka seifs atveras, ja katrs slēdzis atrodas vienīgajā sev pareizajā stāvoklī. Mehānisma defekta dēļ seifs patiesībā atveras, ja jebkuri 2 slēdži atrodas pareizos stāvokļos, neatkarīgi no trešā slēdža stāvokļa.

Kāds mazākais skaits kombināciju jāpārbauda, lai garantēti atvērtu seifu? (No katras slēdžu kombinācijas var uzreiz pāriet uz jebkuru citu.)
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