Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". 
20. atklātā olimpiāde (1992./93. m.g.)
Atrisinājumi

20.1. Jā, var. Piemēram, tā kā parādīts 20.1. zīmējumā.
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20.2. Skaitļus var ierakstīt, piemēram, tā, kā parādīts 20.2.zīmējumā.
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Vismaz viena no summām būs lielāka par 10, jo skaitlim 9 blakus atradīsies vismaz 2 skaitļi, viens no tiem būs lielāks par 1 un summā ar 9 dos skaitli lielāku par 10.
20.3. Apzīmēsim kuba virsotnēs ierakstīto skaitļu summu ar s. Tad šķautņu vidū uzrakstīto skaitļu summa ir 3s (katrs virsotnes skaitlis pieskaitīts trīs šķautnēs); skaldņu centrā ierakstīto skaitļu summa ir 3s. Iegūstam vienādību 7s = 1993, kas nevar izpildīties, jo 1993 nedalās ar 7.
20.4. Ievērosim, ka 1001 × 111 = 111111. Tā kā, 1993 = 6k +1, tad 

, dalot ar 1001, dod atlikumā 1, jo 

 dalās ar 1001.
20.5. Šīs sākuma pozīcijas ir sekojošas: (0, 0), (1, 2), (2,1), (3, 5), (5, 3), (4, 7), (7,4), (6, 10), (10, 6), u.t.t.
20.6. a) Lielākā iespējamā summas vērtība ir 963 + 852 + 741 = 2556.

b) Par simtnieku cipariem jāizvēlas cipari 9, 8, 7; uzskatīsim. ka pirmā skaitļa pirmais cipars ir 9, otrā skaitļa pirmais cipars ir 8 un trešā skaitļa pirmais cipars ir 7. Par desmitnieku cipariem jāizvēlas cipari 6, 5 un 4; tos var izvietot 6 veidos. Vieninieku cipari būs 3, 2 un 1; arī tos var izvietot 6 veidos. Tātad pavisam ir 6 x 6 = 36 iespējas.
20.7. To var izdarīt tā, kā parādīts 20.3. zīmējumā.
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Nevar panākt, lai visas summas nepārsniegtu 18, jo skaitļiem 16 un 15 blakus atrodas vismaz četri skaitļi -- viens no tiem ir ne mazāks kā 4, un summa ar skaitli 15 vai 16 ir lielāka par 18.
20.8. a) 38 × 38 = 1444.

b) Jebkura skaitļa kvadrāts, kura pēdējie trīs cipari ir 038 beidzas ar trim četriniekiem.
20.9. Pirmajā svēršanā salīdzinām 1. un 2. monētu: iegūstam, ka a < b. Otrajā svēršanā salīdzinām 3. un 4. monētu, iegūstam, ka c < d (a ir vieglākā monēta pirmajā svēršanā, c ir vieglākā monēta otrajā svēršanā).

Trešajā svēršanā salīdzinām a ar c, un tā kā abi gadījumi ir līdzvērtīgi, tad varam uzskatīt, ka a < c. Esam ieguvuši sakārtotu monētu virkni a < c < d, un zināms, ka b nav pati vieglākā monēta.

Ar nākošajām divām svēršanām, salīdzinot e vispirms ar monētu c un, pēc tam ar monētu a vai d, nosakām monētas c vietu šajā rindā.

Ar pēdējām divām svēršanām ievietojam monētu b pareizajā vietā.
20.10. Atrisinājums parādīts 20.4. zīmējumā.
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20.11. Vienādības seko no identitātes (x - y) (x + y) = x2 - y2.
20.12. Apzīmēsim ar x pāru skaitu, kuros stāv blakus divi zēni; ar y -- pāru skaitu, kuros stāv blakus meitene un zēns un ar z -- pāru skaitu, kuros stāv blakus divas meitenes. Tā kā katrs bērns ieskaitīts divos pāros, tad iegūstam vienādības 

 un  

. No šejienes seko, ka x = z. Tātad divas meitenes stāv blakus 17 vietās.
20.13. Atrisinājums parādīts tabulā.
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Pirmajā rindiņā ierakstīti skaitļi uz sarkanajām kartītēm, otrajā -- uz baltajām kartītēm.
20.14. Uz riņķa līnijas vienādos attālumos atliksim punktus A1, A2, ... , A10  tā, lai loks A1A10 būtu mazāks par pusi no riņķa līnijas. Tad 10-strūris ar virsotnēm šajos punktos apmierinās uzdevuma nosacījumus. Tiešām, neviena trijstūra malas, kas satur šo 10-stūri, nevar saturēt vairāk par divām no 10-stūra ‘‘īsajām’’ malām. Īso malu skaits ir 9, tātad 4 trijstūri šķēlumā nevar veidot šo 10-stūri.
20.15. Punkti, kas ir galapunkti nogrieznim, kura vidusperpendikuls iet caur punktu A ( kopīgo 22 vidusperpendikulu krustpunktu) atrodas vienādā attālumā no punkta A. Ja tikai 7 punkti atrastos vienādā attālumā no punkta A, tad punktu pāru skaits, kuru vidusperpendikuli iet caur A būtu 21. Tātad visi 8 punkti atrodas vienādā attālumā no A, un visu nogriežņu vidusperpendikuli iet caur punktu A.
20.16. Tā kā 

, tad doto vienādību var pārveidot šādi:

.
20.17. Ja a, b, c ir trijstūra malas, kura perimetrs ir 36, tad a +1, b + 1, c + 1, ir trijstūra malas, kura perimetrs ir 39. Tātad katram Jāņa uzzīmētajam trijstūrim atbilst Pētera uzzīmētais trijstūris. Taču trijstūris  ar malām 1, 19, 19, kuru uzzīmēja Pēteris, nav šādi iegūstams. Tātad Pēteris uzzīmēja vairāk trijstūru.
20.18. Apzīmēsim mazāko no tabulā ierakstītajiem skaitļiem ar a. Tā kā no jebkuras rūtiņas uz jebkuru var aiziet ar ne vairāk kā 18 soļiem, tad lielākais skaitlis tabulā nepārsniedz a + 18. Tātad tabulā ierakstīti ne vairāk kā 19 dažādi skaitļi. Ja katrs no tiem būtu ierakstīts ne vairāk kā 5 reizes, tad kopā tabulā būtu ne vairāk kā 95 skaitļi; taču skaitļu ir 100, tāpēc ir skaitļi, kas tabulā ierakstīti ne mazāk kā 6 reizes.
20.19. Tā kā katrs LKD ir ne mazāks kā 1, tad summa ir ne mazāka kā 5. Šādu summu var iegūt, sadalot skaitļus pāros (1, 2), (3, 4), (5, 6), (7, 8), (9, 10).

Lielāko iespējamo summu -- 15 dod šāds skaitļu sadalījums pa pāriem: (1, 7), (2, 6), (3, 9), (4, 8), (5, 10).
20.20. Doto sešstūri var sadalīt trīs paralelogramos ABCO, CDEO un FAOE. Diagonāles dala katra paralelograma laukumu uz pusēm. No šejienes seko prasītais.
20.21. No Vjeta teorēmas seko, ka a + b = - p un ab = q. Tātad 2a + 2b = - 2p un (2a)×(2b) = 4q. Tātad meklētais vienādojums ir x2 + 2p + 4q = 0.
20.22. Ar S apzīmēsim diagonāļu krustpunktu. No Pitagora teorēmas seko, ka



.

Tā kā četrstūris ir apvilkts ap riņķa līniju, tad  AB + CD = BC + AD. Kāpinot kvadrātā šo vienādību un atņemot no tās iepriekšējo, iegūstam prasīto.
20.23. a) Nevar, jo pēc katra gājiena lielākais uz tāfeles esošais skaitlis nesamazinās; tātad visi skaitļi nevar kļūt mazāki par 7.

b) Var. Pielietojam operāciju pāriem (1, 7), (2, 6), (3, 5); iegūstam skaitļus 2, 4, 4, 6, 8, 8, 8. Pielietojam operāciju pāriem (2, 6), (4, 4); iegūstam skaitļus 0, 4, 8, 8, 8, 8. Pielietojam operāciju pāriem (0, 4), (4, 4); iegūstam skaitļus 0, 8, 8, 8, 8, 8, 8. Tagad, 3 reizes pielietojot operāciju pāriem (8, 8), iegūstam skaitļus 0, 0, 0, 0, 16, 16, 16, 16. Pielietojot 3 reizes operāciju pārim (0, 16), iegūstam septiņus skaitļus 16.
20.24. Prasītā vienādība seko no trijstūru BRS un DSR laukumu vienādības.
20.25. Aplūkosim skaitļu tabulu
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Aprēķinām šīs tabulas skaitļu summu divos dažādos veidos: vispirms, aprēķinot rindiņu summas un summējot šos skaitļus, iegūstam vienādības kreisās puses izteiksmi; pēc tam, aprēķinot kolonu summas un summējot šos skaitļus, iegūstam vienādība labās puses izteiksmi. Protams, abas šīs summas ir vienādas.
20.26. No dotā vienādojuma seko, ka x ir skaitļa 

 veselā daļa; tātad x = 2 un 

. No šejienes seko, ka 

. Tātad y = 4 un z = 5.
20.27. Izmantojot to, ka paralelograma laukums vienāds ar pamata un augstuma reizinājumu, iegūstam, ka abu apskatāmo paralelogramu laukumi ir vienādi ar paralelograma KBCT laukumu, tātad vienādi arī savā starpā.
20.28. Lielākais malu skaits šādam daudzstūrim var būt 32.
20.29. Tā kā p1 = 2, tad p1p2 ... pn + 1 var būt tikai nepāra skaitļa kvadrāts. Tātad




bet kreisās puses izteiksme nedalās ar 4, jo tikai pirmskaitlis 2 dalās ar 2.
20.30. Tā kā 

, tad operāciju rezultātā uzrakstīto skaitļu kvadrātu summa nepalielinās. Sākumā tā ir 1983; beigās, kad uz tāfeles uzrakstīts viens skaitlis x, tā ir x2. Tātad 

, tāpēc x < 45.
20.31. Skaitlis 

 satur 201 ciparu. Tātad 100 ir mazākais skaitlis, kam izpildās uzdevuma nosacījumi, jo, ja n < 100, tad nn < 100100, un skaitlim nn ir ne vairāk kā 200 ciparu.
20.32. Apskatīsim 9 plaknes, kas sagriež kubu slāņos ar biezumu 1. Taisne, ieejot jaunā kubiņā, krusto vismaz vienu no šīm plaknēm. Tā kā taisne krusto plakni ne vairāk kā vienā punktā, tad tā var krustot ne vairāk kā 9 + 1 = 10 kubiņus. Taisni, kas krusto 10 kubiņus, var novilkt caur diviem punktiem M un N, kas atrodas diagonāli pretējos kubiņos. Punkti jāizvēlas tā, lai taisne MN neietu ne caur viena mazā kubiņa šķautni.
20.33. Vienādojumu pārveidojam formā 

. Jāatrisina 3 vienādojumi: x = 0;  y = 0;  

. Lai atrisinātu pēdējo vienādojumu, ievērojam, ka skaitli 8 var sadalīt divu veselu skaitļu reizinājumā 8 veidos: 1×8, 2×4, 4×2, 8×1, (-1)×(-8), (-2)×(-4), (-4)×(-2), (-8)×(-1). Katram no šiem reizinājumiem a×b atbilst atrisinājums x = a + 3, y = b + 3. Jāatceras, ka vēl ir divas bezgalīgas atrisinājumu sērijas x = 0, y 
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 Z;  x 
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 Z, y = 0.
20.34. Jā var, piemēram, tā kā parādīts 20.5. zīmējumā.

[image: image9.png]20.5. 7im.




20.35. Piešķirsim i-tajam bokserim divus raksturojumus: 

, kur x ir viņa svara kategorijā esošo dalībnieku skaits, kā arī 

, kur y ir viņa komandu pārstāvošo dalībnieku skaits. Skaidrs, ka  

. Tā kā  

, tad summā ir jābūt vismaz 7 pozitīviem saskaitāmajiem; tiem atbilst 7 bokseri, kuriem komandas biedru ir vairāk nekā sāncenšu viņa svara kategorijā.
20.36. Vienādojumam nav atrisinājumu, jo 

, bet 

.
20.37. Izvēlēsimies punktu A vienā no doto punktu izliektā apvalka virsotnēm un griezīsim taisni AX ap punktu A. Sākumā taisnes vienā pusē būs 0 punkti, beigās visi 2n - 1 punkti. Tā kā, griežot taisni AX, punktu skaits taisnes vienā pusē visu laiku palielinās par 1, tad būs tāds moments, kad taisnes abās pusēs atradīsies tieši n - 1 punkts.
20.38. Tā kā AH 
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 BC, tad AH 
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 FE; tāpēc AR = AS. Līdzīgi pierāda, ka CP = CQ un BT = BU. Vienādība AS = BT ( un citas līdzīgās) seko no vienādībām



.
20.39. Ja n = 2k ir pāra skaitlis, tad šāds sakārtojums ir iespējams:



, k + 2, ... , 2k, 1, 2, ... , k.

Ja n ir nepāra skaitlis, tad šāds sakārtojums nav iespējams. Tiešām, no vienādības




seko, ka c = 0, jo saskaitāmo c skaits ir nepāra skaitlis.
20.40. Tā kā 

, tad nevienādības kreisā puse nemainīsies, ja katru tās reizinātāju (k + xi) izdalīsim ar 

. Lai pierādītu prasīto nevienādību, pietiek pierādīt, ka tagad katrs no reizinātājiem ir ne mazāks kā k + 1. Tas seko no nevienādības par vidējo aritmētisko un vidējo ģeometrisko. Tiešām, apzīmējot xi ar x un 

 ar a, iegūstam



.
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