Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". Zīmējumu numerācija saglabāta kā grāmatā.

20. ATKLĀTĀ OLIMPIĀDE 5.-12. klasei (1992./93. m.g.)
5. klase

20.1. Kvadrāts sastāv no 5×5 rūtiņām. Izgriežam tā centrālo rūtiņu. Vai atlikušo daļu var sagriezt tādos ‘‘stūrīšos’’, kādi parādīti 56. zīm. (stūrīši var būt pagriezti arī citādi)?
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20.2. Kvadrāts sastāv no 3×3 rūtiņām. Parādi, ka tā rūtiņās var ierakstīt ciparus no 1 līdz 9 (katrā rūtiņā -- citu ciparu) tā, lai nekādās divās blakus rūtiņās ierakstīto ciparu summa nepārsniegtu 11. Vai var panākt, lai neviena no šīm summām nepārsniegtu 107. (Rūtiņas sauc par blakus rūtiņām, ja tām ir kopīga mala)

20.3. Kuba virsotnēs ierakstīja pa naturālam skaitlim. Katras šķautnes vidū ierakstīja tās galos esošo skaitļu summu; katras skaldnes centrā ierakstīja tās stūros esošo skaitļu summu. Vai visu 26 skaitļu summa var būt 1993?

20.4. Kāds atlikums rodas, dalot 

ar 1001?

20.5. Uz galda atrodas 2 kaudzītes konfekšu (katrā ne vairāk par 8 konfektēm). Divi spēlētāji pēc kārtas izdara gājienus. Ar vienu gājienu var vai nu apēst patvaļīgu daudzumu konfekšu no vienas (jebkuras) kaudzītes, vai arī apēst vienādus daudzumus konfekšu no abām. (Katrā gājienā jāēd vismaz viena konfekte.) Kas nevar izdarīt gājienu, zaudē.

Atrodiet visas tās sākuma pozīcijas, kurās otrais spēlētājs var uzvarēt, lai kā arī pirmais necenstos viņam traucēt.

6. klase

20.6. No visiem 9 nenulles cipariem jāizveido trīs trīsciparu skaitļu decimālie pieraksti, katru ciparu lietojot tieši vienu reizi.

a) Kāda ir lielākā iespējamā iegūto skaitļu summas vērtība?

b) Cik dažādos veidos šo summu var iegūt? (Divi veidi skaitās dažādi, ja vienā no tiem izmanto saskaitāmo, kādu neizmanto otrajā.)

20.7. Kvadrāts sastāv no 4×4 rūtiņām. Parādīt, ka tā rūtiņās var ierakstīt skaitļus no 1 līdz 16 (katrā rūtiņā -- citu skaitli) tā, lai nekādās divās blakus rūtiņās ierakstīto skaitļu summa nepārsniegtu 19. Vai var panākt, lai neviena no šīm summām nepārsniegtu 18? (Rūtiņas sauc par blakus rūtiņām, ja tām ir kopīga mala.)

20.8. a) Atrast kaut vienu tādu veselu skaitli, kura reizinājums pašam ar sevi beidzas ar trim četriniekiem.

b) Pierādīt, ka tādu skaitļu ir bezgalīgi daudz.

20.9. Dotas 5 pēc ārējā izskata vienādas monētas; to masas visas ir atšķirīgas. Doti arī sviras svari bez atsvariem. Izstrādāt metodi, kas ļautu sakārtot monētas masu pieaugšanas secībā, izmantojot ne vairāk kā a) 8, b) 7 svēršanas.

20.10. Uzzīmēt četrstūri un piecstūri tā, lai to kopīgā daļa būtu daudzstūris ar iespējami lielāku malu skaitu (lielākais iespējamais skaits ir 12).

7. klase

20.11. Pierādīt, ka

(a - b)(a + b)(a2 + b2)(a4 + b4)(a8 + b8)(a16+ b16) = a32 - b32.

20.12. Pa apli stāv 100 bērni: 50 zēni un 50 meitenes. Divi zēni stāv blakus 17 vietās. Cik vietās blakus stāv divas meitenes?

20.13. Uz 17 sarkanām kartītēm uzrakstīti naturāli skaitļi no 1 līdz 17 (uz katras kartītes -- cits skaitlis). Tas pats izdarīts ar 17 baltām kartītēm. Pierādīt, ka kartītes var sadalīt pa pāriem tā, lai katrā pārī būtu viena sarkana un viena balta kartīte un pāros esošo kartīšu numuru summas būtu 17 pēc kārtas ņemti naturāli skaitļi.

20.14. Uzzīmējiet izliektu desmitstūri, kas nav nekādu 4 trijstūru kopējā daļa.

20.15. Plaknē ir atzīmēti 8 punkti un novilkti visi nogriežņi, kuriem galapunkti ir ik 2 no šiem punktiem. Zināms, ka 22 nogriežņu vidusperpendikuli krustojas vienā punktā. Pierādīt, ka arī pārējo nogriežņu vidusperpendikuli iet caur šo punktu!

8. klase

20.16. Pierādīt, ja starp skaitļiem a, b, c nav savstarpēji pretēju, tad
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20.17. Jānis uzzīmēja visus dažādos trijstūrus, kuru malu garumi izsakās ar veselu skaitu centimetru un perimetrs ir 36 cm, bet Pēteris -- visus dažādos trijstūrus, kuru malu garumi izsakās ar veselu skaitu centimetru un perimetrs ir 39 cm. Kuram no zēniem iznāca uzzīmēt vairāk trijstūrus?

20.18. Tabula sastāv no 10×10 rūtiņām. Katrā rūtiņā ierakstīts naturāls skaitlis. Ja divām rūtiņām ir kopīga mala, tad tajās ierakstītie skaitļi atšķiras ne vairāk kā par 1. Pierādiet, ka vismaz viens skaitlis ierakstīts tabulā ne mazāk kā 6 reizes.

20.19. Naturālos skaitļus no 1 līdz 10 sadalīja pa pāriem; katra skaitļa pāriem atrada lielāko kopīgo dalītāju. Ar S apzīmējam visu piecu lielāko kopīgo dalītāju summu. Atrast lielāko un mazāko iespējamo S vērtību.

20.20. Izliektā sešstūrī ABCDEF pretējās malas pa pāriem vienādas un paralēlas. Pierādīt, ka trijstūra ACE laukums ir vienāds ar pusi no sešstūra laukuma.

9. klase

20.21. Dots, ka kvadrātvienādojuma x2 + px + q = 0 saknes ir a un b. Atrodiet kvadrātvienādojumu, kura saknes ir 2a un 2b (jaunā kvadrātvienādojuma koeficientus jāizsaka ar p un q).

20.22. Četrstūris ABCD apvilkts ap riņķa līniju, un tā diagonāles AC un BD ir savstarpēji perpendikulāras. Pierādīt, ka AB × CD = AD × BC.

20.23. Uz tāfeles uzrakstīti skaitļi 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7. Ar vienu gājienu var izvēlēties divus uz tāfeles uzrakstītus skaitļus (apzīmēsim tos ar a un b), nodzēst tos un uzrakstīt to vietā |a - b| un a + b. Vai var panākt, lai uz tāfeles vienlaicīgi atrastos

a) septiņi skaitļi 6,

b) septiņi skaitļi 16?

20.24. Izliektā četrstūrī diagonāļu AC un BD viduspunkti M un N ir dažādi. Taisne MN krusto malas AB un CD atbilstoši punktos R un S. Pierādīt, ka trijstūru ABS un CDR laukumi ir vienādi.

20.25. Dots, ka n -- naturāls skaitlis. Pierādīt, ka
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10. klase

20.26. Atrisināt naturālos skaitļos vienādojumu
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20.27. Paralelogramiem ABCD un BMNK ir kopīga virsotne B; C atrodas uz malas MN, K -- uz malas AD (57. zīm). Pierādīt, ka abu paralelogramu laukumi ir vienādi.
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20.28. Izliekta daudzstūra visas virsotnes atrodas rūtiņu virsotnēs; nevienas malas garums nepārsniedz 4 (rūtiņas malas garums ir 1). Kāds lielākais malu skaits var būt šādam daudzstūrim?

20.29. Ar p1, p2,..., pn apzīmējam augošā kārtībā pirmos n pirmskaitļus. Pierādīt, ka p1 × p2 ×...× pn + 1 nav naturāla skaitļa kvadrāts.

20.30. Uz tāfeles sākumā uzrakstīti 1993 vieninieki. Ar vienu gājienu atļauts nodzēst jebkurus 2 uzrakstītus skaitļus(apzīmēsim tos ar a un b) un to vietā uzrakstīt skaitli 

. Tā turpinām, kamēr uz tāfeles paliek viens skaitlis.

Pierādīt, ka tas nepārsniedz 45.

11. klase

20.31. Kāds ir mazākais naturālais n ar īpašību: skaitļa nn decimālais pieraksts satur vismaz 201 ciparu?

20.32. Kubs sastāv no 4×4×4 maziem vienādiem kubiņiem. Saka, ka taisne krusto kubiņu, ja tā iet caur šī kubiņa iekšējo punktu. Kādu lielāko mazo kubiņu skaitu var krustot viena taisne?

20.33. Atrisināt veselos skaitļos vienādojumu

(x2 + y)(x + y2) = (x + y)2.

20.34. Vai regulāru trijstūri var sagriezt 5 vienādsānu trijstūros, no kuriem tieši 2 (ne vairāk un ne mazāk) ir regulāri?

20.35. Boksa sacensībās bokseri sadalīti 12 svara kategorijās un pavisam pārstāv 6 komandas. Pierādīt: var atrast vismaz 7 tādus bokserus, kas komandas biedru čempionātā ir vairāk nekā sāncenšu viņu svara kategorijā.

12. klase

20.36. Atrisināt vienādojumu

sin x + cos x = tg x + ctg x.

20.37. Plaknē doti 2n punkti; nekādi 3 no tiem neatrodas uz vienas taisnes. Pierādīt, ka caur diviem no tiem var novilkt taisni tā, lai katrā pusē no tās atrastos tieši n - 1 no dotajiem punktiem.

20.38. Šaurleņķa trijstūrī ABC punkti F, D, E ir atbilstoši malu AB, BC, CA viduspunkti. H ir trijstūra ABC augstumu krustpunkts. Riņķa līnija ar centru H krusto taisni DE punktos P un Q, taisni EF punktos R un S, taisni FD punktos T un U. Pierādīt, ka 

CP = CQ = AR = AS = BT = BU.

20.39. Ar a1, a2,... , an apzīmēsim skaitļu 1; 2;...; n izkārtojumu virknē kaut kādā kārtībā. Kādiem n iespējams, ka

|a1 - 1| = |a2 - 2| =... = |an - n| 
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 0?

20.40. Dots, ka x1, x2,..., xn -- pozitīvi skaitļi un x1 × x2 ×... × xn = 1.

Pierādīt, ka naturāliem k pastāv nevienādība

(k +x1)(k + x2)... (k + xn) 
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