Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". 
21. atklātā olimpiāde (1993./94. m.g.)

Atrisinājumi

21.1. Jā, var. Piemēram, tā kā parādīts 21.1. zīmējumā.
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21.2. Jā, var. Piemēram, tā:

20, 40, 19, 39, 18, 38, 17, 37, ... , 2, 22, 1, 21.
21.3. Nē, tā nevar būt. Desmit filatēlisti veido 45 pārus. Kopā nosūtīti 50 apsveikumi. No Dirihlē principa seko, ka ir pāris, kurš apsveikumus saņēmis divos virzienos.
21.4. Jā, var.
21.5. Atrisinājums parādīts tabulā
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21.6. 17 skaitļi.
21.7. To var izdarīt tā, kā parādīts 21.2. zīmējumā.
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21.8. Sagrupēsim summas locekļus šādi:




21.9. Aplūkosim 7 rūtiņas, kas izvietotas tā, kā parādīts 21.3. zīmējumā.
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Nekādas divas no tām nevar būt nokrāsotas vienā krāsā, jo jebkuras divas no šīm rūtiņām var pārklāt ar uzdevumā norādīto figūru.
21.10. C bija iedomājies skaitļus 2 un 3, vai 3 un 4.
21.11. Zināms, ka a2 + b2 
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 2ab, un vienādība izpildās tikai, ja a = b; līdzīgi

, un vienādība izpildās tikai, ja c = d. Saskaitot šīs nevienādības, iegūstam, ka a2 + b2 + c2 + d2 
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 2ab + 2cd. Tā kā jāizpildās vienādībai, tad a = b un c = d. Tātad starp skaitļiem a, b, c, d var būt 2 dažādi skaitļi, vai arī visi skaitļi ir vienādi.
21.12. Apzīmēsim ar A taisnā leņķa virsotni. No vienādības 
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XAY + 
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XOY = 180° seko, ka ap četrstūri AXOY var apvilkt riņķa līniju. No vienādības 
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OAX=
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OAY  seko, ka loki OX un OY ir vienādi. Tātad vienādi ir arī nogriežņi OX un OY.
21.13. Atrisinājums parādīts tabulā.
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Pirmajā rindiņā ierakstīti skaitļi uz sarkanajām kartītēm, otrajā -- uz baltajām kartītēm.
21.14. Nē, tā nevar būt. Skaitlis 

 dalās ar 3, bet nedalās ar 9. Tā kā skaitļa A un B ciparu summas ir vienādas, tad tie vai nu abi dalās ar 3, vai abi nedalās ar 3. Tātad, ja to reizinājums dalās ar 3, tad tam ir jādalās arī ar 9, bet tas tā nav.
21.15. Atrisinājumā izmanto 21.9. uzdevuma atrisinājumu.
21.16. Jā, piemēram,  A = 0, B = -1, C = -2.
21.17. Jā var. Parādiet piemēru.
21.18. Apzīmēsim mazāko no tabulā ierakstītajiem skaitļiem ar a. Tā kā no jebkuras rūtiņas uz jebkuru var aiziet ar ne vairāk kā 18 soļiem, tad lielākais skaitlis tabulā nepārsniedz a + 18. Tātad tabulā ierakstīti ne vairāk kā 19 dažādi skaitļi. Ja katrs no tiem būtu ierakstīts ne vairāk kā 5 reizes, tad kopā tabulā būtu ne vairāk kā 95 skaitļi; taču skaitļu ir 100, tāpēc ir skaitļi, kas tabulā ierakstīti ne mazāk kā 6 reizes.
21.19. Jā, var. No sākuma izveidojam kvadrātu 3×3, kuram izpildās prasītais nosacījums.
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Aplūkojam vēl 3 kvadrātus, kas iegūti no dotā, pareizinot visus ierakstītos skaitļus ar a , b un c, tā lai visi 36 skaitļi būtu dažādi. No šiem 4 kvadrātiem saliekam prasīto kvadrātu no 6×6 rūtiņām.
21.20. a) Viens no skaitļa cipariem būs pāra skaitlis vai 5. Novietojot to skaitļa beigās, iegūsim skaitli, kas dalās ar 2 vai 5, tātad  tas nav pirmskaitlis.
21.21. Nē, ne noteikti. Piemēram, ja a = b = 1, c = 0, tad pirmajam vienādojumam ir divas dažādas saknes, otrajam viena sakne.
21.22. Ar S apzīmēsim diagonāļu krustpunktu. No Pitagora teorēmas seko, ka



.

Tā kā četrstūris ir apvilkts ap riņķa līniju, tad  AB + CD = BC + AD. Kāpinot kvadrātā šo vienādību un atņemot no tās iepriekšējo, iegūstam prasīto.
21.23. Valstī ir 45 pilsētu pāri un 37 aviolīnijas, tātad ir 45 - 37 = 8 pāri, kurus nesavieno aviolīnijas. 

Aplūkosim divas pilsētas A un B. Ja starp tām ir aviolīnija, tad viss pierādīts. Ja nē, tad aplūkosim jebkuru trešo pilsētu C (tādu ir astoņas). Ja katrā no šiem gadījumiem no A uz B nevarēs aizlidot caur C, tad kopā būtu vismaz 9 pilsētu pāri, kurus nesavieno aviolīnijas. Tā kā šādu pāru ir tikai 8, tad atradīsies pilsēta C , caur kuru varēs aizlidot.
21.24. Pierādījumā izmanto paralelograma īpašības.
21.25. a) Jā, eksistē. Piemēram, der skaitļi 996, 2, 

.

b) Nē, neeksistē. Ievērosim, ka 1994 var uzrakstīt kā 1994 veselu skaitļu reizinājumu tikai sekojošos veidos:

1994 = (±1994) × (±1) × (±1) × ... ×(±1) vai  1994 = (±947) × (±2) × (±1) × ... × (±1), jo 997 ir pirmskaitlis. Abos gadījumos tieši viens reizinātājs ir pāra skaitlis, bet pārējie 1993 reizinātāji ir nepāra skaitļi. Saskaitot 1993 nepāra skaitļus un vienu pāra skaitli, summā iegūst nepāra skaitli. Tātad summa nav vienāda ar 0.
21.26. 

.

 Nevienādības kreisā puse ir lielāka arī par 1,01. Uzskatot, ka a ir lielākais no skaitļiem a, b, c, pierāda, ka  

. Tātad




21.27. Tā kā p1 = 2, tad p1p2 ... pn + 1 var būt tikai nepāra skaitļa kvadrāts. Tātad




bet kreisās puses izteiksme nedalās ar 4, jo tikai pirmskaitlis 2 dalās ar 2.
21.28. Skaitlis ir iracionāls. Tiešām  šī daļa nav periodiska. Pieņemsim pretējo, ka tā satur periodu ar garumu n. Bet tādā gadījumā periods sastāv tikai no nullēm, jo skaitlis 

 satur 2n sekojošas nulles un ir ierakstīts virknē. Skaidrs, ka tā nevar būt.
21.29. Tā kā četrstūri MACB, NAOC un KBOC ir ievilkti riņķa līnijās, tad izpildās vienādības: 
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OBM = 180°, 
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OAN +
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OCN = 180°, 
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OCK +
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OBK =  180°. No šīm vienādībām seko, ka 
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OCN = 180°- (180° - 
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OAM) = 
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OAM. Līdzīgi, 
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OCK = 
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OBM. Tas nozīmē, ka 
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OCN + 
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OCK = 
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OAM + 
[image: image27.wmf]Ð

OBM = 180°, tāpēc 
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NCK = 
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OCN + 
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OCK = 180°. Tātad punkti N, C, K atrodas uz vienas taisnes.
21.30. Izdarot griezienus pa vertikālēm, figūru var sadalīt 10 daļās, kas nesatur kvadrātu ar izmēriem 2×2. Jāpierāda arī, ka mazāk kā 10 daļās figūru sagriezt nevar.
21.31. Ja a ir vienādojuma 

 sakne, tad 

. Tātad



, un a ir arī otrā vienādojuma sakne.
21.32. Vienādojumu pārveidojam formā 

. Jāatrisina 3 vienādojumi: x = 0;  y = 0;  

. Lai atrisinātu pēdējo vienādojumu, ievērojam, ka skaitli 8 var sadalīt divu veselu skaitļu reizinājumā 8 veidos: 1×8, 2×4, 4×2, 8×1, (-1)×(-8), (-2)×(-4), (-4)×(-2), (-8)×(-1). Katram no šiem reizinājumiem a×b atbilst atrisinājums x = a + 3, y = b + 3. Jāatceras, ka vēl ir divas bezgalīgas atrisinājumu sērijas x = 0, y 
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 Z;  x 
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 Z, y = 0.
21.33. Aplūkosim divus gadījumus.

1) a = b = c; tad dotā izteiksme ir vienāda ar 6.

2) Uzskatīsim, ka  a 
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 b 
[image: image34.wmf]£

 c un tie visi nav vienādi. Tā kā 

  -- vesels skaitlis un b + c < 2a, tad b + c = a. Tā kā  

 ir vesels skaitlis, tad b | 2c, un 

. Tātad 

.
21.34. Izveidojam trīs veselu skaitļu grupas {ai}, {bi}, {ci} (katrā grupā 1994 skaitļi), kurām izpildās šādas īpašības: 

,  un visi reizinājumi ai × bk × cl ir dažādi (pamatojiet, kā to var izdarīt). Tad dotā kuba mazajā kubiņā ar ‘‘koordinātām’’ (i, j, k) ierakstām skaitli ai × bj × ck. Aplūkosim ‘‘stabiņu’’, kuram 2. un 3. koordinātas fiksētas. Tad 

. Arī citos virzienos visas summas ir vienādas ar nulli.
21.35. Atbilde: 100. Tie var būt, piemēram, visu malu viduspunkti; visi šie punkti atrodas uz 100-stūrī ievilktās riņķa līnijas.
21.36. Vienādojumam nav atrisinājumu, jo 

, bet 

.
21.37. No 10 pēc kārtas ņemtiem skaitļiem ir 5 nepāra skaitļi. Starp tiem ir ne vairāk kā 2 skaitļi, kas dalās ar 3, ne vairāk kā 1 skaitlis, kas dalās ar 5, un ne vairāk kā 1, kas dalās ar 7. Tādēļ viens no šiem 5 nepāra skaitļiem nedalās ne ar 3, ne ar 5, ne ar 7. Apzīmējam to ar m. Šis skaitlis ir savstarpējs pirmskaitlis ar visiem pārējiem skaitļiem. Tiešām, ja skaitlim m un kādam citam no dotajiem skaitļiem būtu kopīgs dalītājs, tad tas dalītu arī šo skaitļu starpību, un nepārsniegtu 9. Tad viens no pirmskaitļiem 2, 3, 5 vai 7 būtu šo skaitļu dalītājs. Taču skaitlis m nedalās ne ar vienu no tiem.
21.38. Ar ha, ta un ma apzīmēsim no virsotnes A vilkto augstuma, bisektrises un mediānas garumus. Uzdevuma risinājums seko no četrām lemmām.

1. Lemma. Ja b 
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 c, tad ha < ta < ma.

2. Lemma. Ja ha = ta ,  ha= ma  vai ta = ma , tad b = c, un otrādi.

3. Lemma. No divām trijstūra mediānām garāka ir tā, kas vilkta pret īsāko malu.

4. Lemma. Ja trijstūra divas malas nav vienādas, tad mediāna no to kopējās virsotnes veido mazāku leņķi ar garāko malu.
21.39. Atbilde: n = 1949.
21.40. Atbilde: 

punkti, ja n ir nepāra skaitlis, un 

 punkti, ja n ir pāra skaitlis.
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