Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". Zīmējumu numerācija saglabāta kā grāmatā.

21. ATKLĀTĀ OLIMPIĀDE 5.-12. klasei (1993./94. m.g.)
5. klase

21.1. Kvadrāts sastāv no 5×5 rūtiņām. Izgriežam tā centrālo rūtiņu. Vai atlikušo daļu var sagriezt tādos ‘‘stūrīšos’’, kādi parādīti 58. zīm. (stūrīši var būt pagriezti arī citādi)?
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21.2. Vai naturālos skaitļus no 1 līdz 40 var izrakstīt rindā (katru vienu reizi) tā, lai katri divi blakus uzrakstītie skaitļi atšķirtos vismaz par 20?

21.3. Klasē ir 10 filatēlisti. Sākoties jaunajam mācību gadam, katrs nosūtīja apsveikumu pieciem citiem. Vai var gadīties, ka nekādi divi filatēlisti nenosūtīja apsveikumu viens otram?

21.4. Katrā kuba virsotnē sēž pa mušai. Vai tās var pacelties gaisā un atkal nosēsties katrā virsotnē pa vienai tā, lai nekādas divas mušas, kas agrāk atradās uz vienas šķautnes, tagad uz vienas šķautnes neatrastos?

21.5. Ierakstiet 59. zīm. parādītās tabulas 9 rūtiņās pa veselam pozitīvam skaitlim (daži no tiem var būt arī vienādi; 16 rūtiņas paliek tukšas) tā, lai katrā rindiņā un katrā kolonā ierakstīto skaitļu summa būtu tāda, kāda pierakstīta tabulā pie attiecīgās rindiņas vai kolonnas. Pietiek parādīt vienu veidu, kā to izdarīt.
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6. klase

21.6. Cik nepāra skaitļu no 1 līdz 100 dalās ar 3?

21.7. Kvadrāts sastāv no 4×4 rūtiņām. Parādīt, ka tā rūtiņās var ierakstīt skaitļus no 1 līdz 16 (katrā rūtiņā -- citu skaitli) tā, lai nekādās divās blakus rūtiņās ierakstīto skaitļu summa nepārsniegtu 19. Vai var panākt, lai neviena no šīm summām nepārsniegtu 18? (Rūtiņas sauc par blakus rūtiņām, ja tām ir kopīga mala.)

21.8. Pierādīt, ka
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21.9. Katra rūtiņu lapas rūtiņa nokrāsota vienā krāsā. Pie tam jebkurā tādā figūrā, kāda redzama 60. zīm. (tā var būt novietota arī citādi) visas četras krāsas ir dažādas. Pierādīt, ka izmantotas vismaz 7 krāsas. Lapas izmēri ir 30×40 rūtiņas.
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21.10. Ap galdu sēž A, B un C. C paziņo: ‘‘Es esmu iedomājies divus viens otram sekojošus skaitļus. Viens no tiem ir...’’ (iečukst ausī A), ‘‘bet otrs ir...’’ (iečukst ausī B).

Pēc tam starp A un B notiek šāda saruna.

A: ‘‘Es nezinu un nevaru zināt iedomātos skaitļus.’’

B: ‘‘Es nezinu un nevaru zināt iedomātos skaitļus.’’

A: ‘‘Tagad es zinu iedomātos skaitļus.’’

Kādus skaitļus bija iedomājies C? (Visi izsacītie apgalvojumi ir pareizi.)

7. klase

21.11. Dots, ka 
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. Cik dažādu skaitļu var būt starp skaitļiem a, b, c un d?

21.12. Uz taisna leņķa malām ņemti punkti X un Y (katrs uz savas malas), kas nav leņķa virsotne; uz tā bisektrises ņemts punkts O. Zināms, ka 
[image: image6.wmf]Ð

 XOY = 90°. Pierādīt, ka OX = OY. (Arī O nav leņķa virsotne.)

21.13. Uz 17 sarkanām kartītēm uzrakstīti naturāli skaitļi no 1 līdz 17 (uz katras kartītes -- cits skaitlis). Tas pats izdarīts ar 17 baltām kartītēm. Pierādīt, ka kartītes var sadalīt pa pāriem tā, lai katrā pārī būtu viena sarkana un viena balta kartīte un pāros esošo kartīšu numuru summas būtu 17 pēc kārtas ņemti naturāli skaitļi.

21.14. Naturāla skaitļa A ciparus pārlika citā kārtībā un ieguva skaitli B. Vai var būt, ka 
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21.15. Katra rūtiņu lapas rūtiņa nokrāsota vienā krāsā. Pie tam jebkurā tādā figūrā, kāda redzama 61. zīm. (tā var būt novietota arī citādi) visas četras krāsas ir dažādas. Pierādīt, ka izmantotas vismaz 8 krāsas. Lapas izmēri ir 30×40 rūtiņas.

[image: image8.png]&1 zim.




8. klase

21.16. Vai eksistē tādi skaitļi A, B un C, ka vienlaicīgi A2 < B2 < C2 un A3 > B3 > C3?

21.17. Riņķa līnija ar 16 punktiem sadalīta 16 vienādos lokos. Vai var novilkt 8 dažāda garuma hordas, kam visi galapunkti atrodas dalījuma punktos un nekādi divi galapunkti nesakrīt?

21.18. Tabula sastāv no 10×10 rūtiņām. Katrā rūtiņā ierakstīts naturāls skaitlis. Ja divām rūtiņām ir kopīga mala, tad tajās ierakstītie skaitļi atšķiras ne vairāk kā par 1. Pierādiet, ka vismaz viens skaitlis ierakstīts tabulā ne mazāk kā 6 reizes.

21.19. Tabula sastāv no 6×6 rūtiņām. Vai tajā var ierakstīt 36 dažādus veselus skaitļus tā, lai katrā rindiņā un katrā kolonnā ierakstīto skaitļu summa būtu 0?

21.20. Starp naturāla skaitļa cipariem ir a) 5, b) 4 dažādi. Pierādīt, ka skaitļa ciparus var pārlikt citā kārtībā tā, lai iegūtu skaitli, kas nav pirmskaitlis.

9. klase

21.21. Vienādojumam ax2 + bx + c = 0 ir divas dažādas saknes. Vai vienādojumam cx2 + bx + a = 0 ari noteikti ir divas dažādas saknes?

21.22. Četrstūris ABCD apvilkts ap riņķa līniju, un tā diagonāles AC un BD ir savstarpēji perpendikulāras. Pierādīt, ka AB × CD = AD × BC.

21.23. Kādā valstī ir 10 pilsētas un 37 aviolīnijas. Katra aviolīnija savieno divas pilsētas abos virzienos, neiegriežoties citās; nekādas divas aviolīnijas nesavieno vienu un to pašu pilsētu pāri. Pierādiet, ka no katras pilsētas var aizlidot uz katru citu ar ne vairāk kā vienu pārsēšanos.

21.24. Trīs vienādas riņķa līnijas krustojas vienā punktā O un vēl pa divām punktos A, B un C, kas neatrodas uz vienas taisnes. Pierādiet, ka O ir trijstūra ABC augstumu krustpunkts.

21.25. Vai eksistē n veseli skaitļi (daži no tiem var būt vienādi), kuru summa ir 0, bet reizinājums ir n? Atrisiniet šo uzdevumu, ja a) n = 1992, b) n = 1994.

10. klase

21.26. Dots, ka a, b, c -- pozitīvi skaitļi. Pierādīt, ka
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Vai var pierādīt, ka nevienādības kreisā puse lielāka par 1,01?

21.27. Ar p1, p2,..., pn apzīmējam augošā kārtībā pirmos n pirmskaitļus. Pierādīt, ka p1 × p2 ×...× pn + 1 nav naturāla skaitļa kvadrāts.

21.28. Vai daļa 0,1491625... , kuru iegūst, izrakstot aiz komata pēc kārtas visu naturālo skaitļu kvadrātus, izsaka racionālu vai iracionālu skaitli?

21.29. Trīs riņķa līnijas krustojas vienā punktā O un bez tam vēl pa divām punktos A, B, C (62. zīm.). Zināms, ka M, A, N atrodas uz vienas taisnes un M, B, K -- tāpat. Pierādīt, ka N, C, K atrodas uz vienas taisnes.
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21.30. Kādā mazākajā gabalu skaitā jāsagriež 63. zīm. redzamā figūra, lai neviens gabals nesaturētu kvadrātu ar izmēriem 2×2 rūtiņas? Griezumi jāizdara tikai pa rūtiņu līnijām.
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63. zīm.

 


11. klase

21.31. Pierādīt, ka vienādojuma 
[image: image12.wmf]0

1

x

3

x

2

=

-

-

 saknes ir arī vienādojuma


[image: image13.wmf]0

1

x

)

1

x

2

x

(

2

)

1

x

2

x

(

2

2

2

=

-

-

-

-

-

-

-


saknes.

21.32. Atrisināt veselos skaitļos vienādojumu

(x2 + y)(x + y2) = (x + y)2.

21.33. Dots, ka a, b, c, 
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21.34. Kubs sastāv no 1994×1994×1994 vienādiem kubiņiem. Pierādīt, ka kubiņos var ierakstīt dažādus veselus skaitļus tā, lai katrā 1994 kubiņu veidotā ‘‘stabiņā’’, kas paralēls kādai no kuba šķautnēm, ierakstīto skaitļu summa būtu 0.

21.35. Regulārā 100-stūrī atzīmēti visu malu un visu diagonāļu viduspunkti. Kāds ir lielākais daudzums atzīmēto punktu, kas atrodas uz vienas riņķa līnijas?

12. klase

21.36. Atrisināt vienādojumu

sin x + cos x = tg x + ctg x.

21.37. Pierādīt, ka starp katriem 10 pēc kārtas ņemtiem naturāliem skaitļiem var atrast vienu, kas ir savstarpējs pirmskaitlis ar visiem pārējiem.

21.38. Šaurleņķa trijstūrī augstums no virsotnes A vienāds ar mediānu no virsotnes B un bisektrisi no virsotnes C. Pierādīt, ka trijstūris ABC ir regulārs.

21.39. Naturāli skaitļi no 1 līdz 1994 izrakstīti virknē kaut kādā kārtībā (katrs skaitlis vienu reizi). Atrast mazāko n ar īpašību: noteikti var izsvītrot n skaitļus no virknes tā, ka atlikušie skaitļi veido vai nu augošu, vai dilstošu virkni.

21.40. Kāds mazākais punktu skaits plaknē jāatzīmē, lai pie i = 1, 2, 3,... , n eksistētu vismaz viena taisne, uz kuras ir tieši i atzīmētie punkti.
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