Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". Zīmējumu numerācija saglabāta kā grāmatā.

22. ATKLĀTĀ OLIMPIĀDE 5.-12. klasei (1994./95. m.g.)
5. klase

22.1. Tabula sastāv no 3×3 rūtiņām. Katrā rūtiņā jāieraksta vienciparu naturāls skaitlis (tie var būt vienādi), tā, lai katrā rindiņā un katrā kolonnā ierakstīto skaitļu summa būtu a) 19, b) 29. Vai to var izdarīt?

22.2. Kvadrāts sastāv no a) 5×5, b) 7×7 rūtiņām. Parādīt, kā no tā var izgriezt vienu rūtiņu un atlikušo daļu sagriezt taisnstūros ar izmēriem 1×3 rūtiņas. Gan vienā, gan otrā gadījumā, pietiek uzrādīt vienu veidu, kā to izdarīt.

22.3. Kuba izmēri ir 6×6×6. Tā virsma nokrāsota. Pēc tam kubu sagrieza mazos kubiņos ar izmēriem 1×1×1. Cik ir tādu mazo kubiņu, kam daļa virsmas nokrāsota?

22.4. Matemātikas pulciņā ir 12 dalībnieki. Lieldienās katrs no viņiem uzdāvināja pa olai 6 citiem dalībniekiem. Vai var gadīties, ka nekādi divi dalībnieki neuzdāvināja olas viens otram?

22.5. Apskatām naturālos skaitļus no 1 līdz 1995 ieskaitot. Vai starp tiem ir vairāk tādu skaitļu, kam ciparu summa ir nepāra skaitlis, vai tādu, kam šī summa ir pāra skaitlis? Par cik vairāk?

6. klase

22.6. Ar cik dažādiem naturāliem skaitļiem dalās skaitlis 1995?

22.7. Cik dažādos veidos pa 64. zīm. attēlotajiem ceļiem var aiziet no A uz B, ja zīmējumā visu laiku jāizvirzās no kreisās uz labo pusi?

[image: image1.png]64. zim,




22.8. Pa apli izrakstīti naturāli skaitļi no 1 līdz 1995 ieskaitot kaut kādā kārtībā, katrs vienu reizi. Pierādīt, ka var atrast tādus divus blakus uzrakstītus skaitļus, kuru summa ir pāra skaitlis.

22.9. Vai taisnība, ka 
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22.10. Kvadrāts sastāv no 8×8 rūtiņām, iesvītrotās rūtiņas no tā izgrieztas (sk. 65. zīm.). Kādu lielāko daudzumu tādu figūru, kas sastāv no 2 blakus esošām rūtiņām 

 vai 
[image: image3.wmf] 

 var izgriezt no palikušās kvadrāta daļas?

[image: image4.png]66. zim.




7. klase
22.11. Kuras no vienādībām ir pareizas ar visām iespējam x un y vērtībām? Kāpēc?

a) 
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b) 
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22.12. Rūtiņu lapā uzzīmēti divi nogriežņi AB un MN (skat. 4. zīm.). Kurš no tiem garāks? Atbidi pamatot.

[image: image7.png]>
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22.13. Uz galda atrodas n konfektes. Divi spēlētāji pēc kārtas ēd vai nu pa 2, vai pa 4 konfektēm. Kurš nevar izdarīt gājienu - zaudē. Kas uzvar, pareizi spēlējot -- pirmais vai otrais spēlētājs? Atbildiet uz šo jautājumu, ja a) n=18, b) n=19, c) n=1995.

22.14. Naturālā skaitlī A pārlika ciparus citā kārtībā un ieguva naturālu skaitli B. Vai var gadīties, ka 
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22.15. Kādu mazāko laidņu skaitu jānovieto uz šaha galdiņa ar izmēriem 8x8 rūtiņas tā, lai visas neaizņemtās rūtiņas būtu apdraudētas? 

Laidnis apdraud visas rūtiņas, kas atrodas ar to vienā diagonālē (skat. 68. zīm.).

[image: image9.png]68, 7im.




8. klase

22.16. Vai naturālos skaitļus no 1 līdz 20 ieskaitot var sadalīt divās grupās tā, lai abās grupās skaitļu reizinājumi būtu vienādi?

22.17. Cik dažādos veidos pa 69. zīm. attēlotajiem ceļiem var aiziet no A uz B, ja visu laiku jāvirzās no kreisās uz labo pusi?

[image: image10.png]69. zim.




22.18. Kvadrāts sastāv no 8×8 rūtiņam. Katrā rūtiņā ierakstīts naturāls skaitlis. Ja divām rūtiņām ir kopīga mala, tajās ierakstītie skaitļi atšķiras ne vairāk kā par 1. Pierādiet, ka ir skaitlis, kas ierakstīts vismaz 5 rūtiņās.

22.19. Vasaras brīvdienās 6 draugi nolēma apciemot cits citu. Katru nedēļu daži draugi dzīvo mājās, bet citi brauc pie viņiem ciemos; nedēļas laikā neviens draugs savu nodarbošanos nemaina. Nedēļas laikā var apmeklēt vairākus draugus. Kāds ir mazākais nedēļu skaits, ar kādu pietiek, lai katrs draugs varētu apciemot katru citu?

22.20. Vai var plaknē atzīmēt galīgu skaitu punktu zilā krāsā tā, lai attālumā 1 cm no katra zilā punkta būtu tieši a) 3, b) 5 zili punkti? Atbildi pamatot.

9. klase
22.21. Vienādojumiem x2 + 2ax + b2 = 0 un x2 + 2bx + c2 = 0 katram ir divas dažādas saknes. Pierādīt, ka vienādojumam x2 + 2cx + a-2 = 0 sakņu nav.

22.22. Apskatām naturālus skaitļus no 1 līdz 1995 ieskaitot. Izvēlamies no tiem kaut kādus 998 skaitļus. Pierādiet, ka starp izvēlētajiem noteikti ir divi tādi, kuru lielākais kopīgais dalītājs ir 1.

22.23. Trijstūra malu garumi ir a, b, c, pie tam a 
[image: image11.wmf]£

 b 
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 c; tā laukums ir 2. Pierādīt, ka b 
[image: image13.wmf]³
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22.24. Naturālu skaitli sauc par līdzsvarotu, ja kāds tā sākuma fragments vienāds ar kādu beigu fragmentu. Piemēram, līdzsvaroti ir skaitļi 23023 , 45634.

Pierādīt, ka eksistē skaitlis, kurš kļūst līdzsvarots, ja tam galā pieraksta

a) jebkuru no cipariem 1, 2, 3,

b) jebkuru no cipariem 1, 2, 3, 4, 5,

c) jebkuru nenulles ciparu.

22.25. Uz trijstūra ABC malām AB, AC, BC ņemti attiecīgi punkti M, N, K. Pierādīt, ka riņķa līnijas, kas apvilktas ap trijstūriem AMN, BMK, CNK, krustojas vienā punktā.

10. klase

22.26. Divi krēgi, trīs terbuki un pieci dilleri kopā maksā 53 santīmus, bet trīs krēgi, pieci terbuki un deviņi dilleri kopā maksā 91 santīmu. Cik kopā maksā viens krēgs, viens terbuks un viens dillers?

22.27. Naturāla skaitļa ciparu summu apzīmēsim ar S(x). Pierādīt, ka

a) katram naturālam n pastāv nevienādība
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b) bezgalīgi daudziem naturāliem n pastāv vienādība
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22.28. Uz šaurleņķa trijstūra ABC malām kā pamatiem ārpus ABC konstruēti regulāri trijstūri. Pierādīt, ka ap šiem regulārajiem trijstūriem apvilktās riņķa līnijas krustojas vienā punktā.

22.29. Dotas 5 bezgalīgas augošas aritmētiskas progresijas, kas sastāv no naturāliem skaitļiem. To diferences ir a, b, c, d, e, pie tam pastāv nevienādība
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Pierādīt, ka eksistē tāds naturāls skaitlis, kurš nepieder nevienai no šīm progresijām.

22.30. Caur trijstūra ABC virsotnēm vilktas savstarpēji paralēlas taisnes līdz krustpunktiem ar pretējām malām vai to pagarinājumiem. Pierādīt, ka tā trijstūra laukums, kura virsotnes ir šie krustpunkti, ir divas reizes lielāks par trijstūra ABC laukumu.

11. klase

22.31. Pierādīt, ka neatkarīgi no tā, kādi ir skaitļi a1, b1, c1, a2, b2, c2, a3, b3, c3 (zināms, ka neviens no tiem nav 0), sistēmā
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katras zvaigznītes vietā var ievietot zīmi ‘‘<‘‘ vai ‘‘>‘‘ tā, lai iegūtajai nevienādību sistēmai nebūtu atrisinājuma.

22.32. Atrisināt naturālos skaitļos vienādojumu
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22.33. Telpā doti 4 punkti, kas neatrodas vienā plaknē. Cik ir tādu paralēlskaldņu, kam šie 4 punkti ir virsotnes?

22.34. Uz izliekta četrstūra ABCD malām AB, BC, CD, DA atrodas attiecīgi punkti M, N, P, Q. Zināms, ka MNPQ ir kvadrāts un MN = NC = PD = QA. Pierādīt, ka ABCD ir kvadrāts.

22.35. Kvadrātiska tabula sastāv no n×n rūtiņām, n 
[image: image19.wmf]³

 2. Katrā rūtiņā ierakstīts kaut kāds burts. Zināms, ka katras divas rindiņas atšķiras viena no otras vismaz vienā vietā.

Pierādīt, ka var izsvītrot vienu kolonnu tā, ka palikušajā tabulā katras divas rindiņas atšķirsies viena no otra vismaz vienā vietā.

12. klase

22.36. Atrisināt vienādojumu
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22.37. Izliektam daudzskaldnim visas skaldnes ir trijstūri. Cik tam var būt skaldņu?

22.38. Vai eksistē divu argumentu polinoms P(x, y), kam vienlaicīgi piemīt sekojošas divas īpašības:

a) katram x un y P(x, y) > 0,

b) katram pozitīvam skaitlim c eksistē tādi x un y, ka P(x, y) = c.

22.39. Ar S(x) apzīmēsim naturāla skaitļa x ciparu summu. Pieņemsim, ka A ir patvaļīgs fiksēts skaitlis. Pierādīt, ka ir tikai galīgs skaits tādu naturālu n, ka 
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22.40. Četru vienādu riņķa līniju centri atrodas kvadrāta virsotnēs. Kā jāizvēlas punkti A, B, C, D, lai katrs no tiem piederētu savai riņķa līnijai un četrstūra ABCD laukums būtu maksimāli liels?
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