Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". 
23. atklātā olimpiāde (1995./96. m.g.)

Atrisinājumi

23.1. No katriem sešiem pēc kārtas sekojošiem skaitļiem, rindā ierakstīti divi skaitļi 6k+1 un 6k+5; k = 0, 1, 2, 3, ... . Tātad 100-ais skaitlis ir 6×49+5 = 299  un 1996-ais skaitlis ir 6×997+5 = 5987.
23.2. To var izdarīt, piemēram, tā kā parādīts 23.1. zīmējumā.
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23.3. Ja atmetīsim ārējos kubiņus, tad paliks kubs ar izmēriem 6 × 6 × 6. Tātad iekrāsoto kubiņu skaits ir  

.
23.4. Var pārvietoties par vienu stāvu uz augšu, jo 1 = 3 + 3 - 5, un par vienu stāvu uz leju, jo  -1 = 3 + 3 + 3 - 5 - 5. Tātad var pārvietoties no jebkura stāva uz jebkuru. Jāievēro, ka saskaitāmo secību var mainīt, ja mēs atrodamies tuvu jumtam vai pamatam.
23.5. Pietiek ar 1996 vārdnīcām, kas tulko no pirmās valodas uz otro valodu, no otrās uz trešo, ... , no 1995-tās valodas uz 1996-to valodu, no 1996-tās valodas uz pirmo valodu. Skaidrs, ka mazāk kā ar 1996 vārdnīcām nepietiek, jo nepieciešama vismaz viena vārdnīca, kas tulkotu no katras valodas.
23.6. To var izdarīt, piemēram, tā, kā parādīts 23.2. zīmējumā.
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23.7. Tā kā 6991 ir nepāra skaitlis, tad aplī kaut kur blakus stāvēs divi vienādas paritātes skaitļi. To summa būs pāra skaitlis.
23.8. Dotā summa ir vienāda ar 

. Šim skaitlim ir 6 cipari.
23.9. Jāpaņem vismaz 5 kartiņas, jo paņemot 4, uz tām varētu būt rakstīti skaitļi 1, 3, 4, 7, no kuriem summā nevar izveidot skaitli, kas dalās ar 9. Pierādīsim, ka paņemot 5 kartiņas, atradīsies summa, kas dalīsies ar 9. Ja tiks izvēlētas kartiņas ar skaitļiem 0 vai 9, tad nosacījums izpildās. Uzskatīsim, ka šādas kartiņas netiks izvēlētas. Pārējās kartiņas sadalīsim 4 pāros: (1, 8), (2, 7), (3, 6), (4, 5). Tā kā izvēlētas piecas kartiņas, tad divas būs no viena pāra. Tās summā dos skaitli 9, kas dalās ar 9.
23.10. a) Gājienu rezultātā nemainās nenosvītroto skaitļu summa. Tā kā sākumā visu uzrakstīto skaitļu summa ir 1996, tad pēdējais nenosvītrotais skaitlis ir 1996.

b) Katrā gājienā nenosvītroto skaitļu skaits samazinās par 1. Tātad pavisam tiks izdarīti 1995 gājieni; katrā gājienā klāt tiek pierakstīts viens skaitlis. Tātad beigās (nosvītroto un nenosvītroto) skaitļu skaits būs 1996 + 1995.
23.11. a) 27 saskaitāmie.

b) 10 saskaitāmie.
23.12. Griezieniem ir divi gali. Katrs grieziens palielina kopējo virsotņu skaitu par 0; 1; 2; 3 vai 4 (skat. 23.3. zīm.), bet ne vairāk kā 4, jo klāt rodas ne vairāk kā 4 virsotnes .
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Viegli redzēt, kā šos gadījumus var realizēt, lai rastos 5-stūris un 6-stūris.

Tātad sākotnējam daudzstūrim varēja būt 5 + 6 = 11; 10; 9; 8; 7 virsotnes.
23.13. a) Uzvar otrais spēlētājs, atstājot pēc sava gājiena pirmajam spēlētājam 12, 6 un 0 konfektes, neatkarīgi no pirmā spēlētāja gājieniem.

b) Uzvar pirmais spēlētājs, pirmajā gājienā apēdot 4 konfektes, atstājot 

, un katrā gājienā turpinot atstāt pēc sevis 6k konfektes.
23.14. Ja no šiem 5 skaitļiem ir trīs, kas atšķirīgi pēc moduļa 3 -- tātad 0,1 un 2, tad to summa dalās ar 3. Pretējā gadījumā tie pieņem tikai divas  vērtības pēc moduļa 3. Tātad no 5 skaitļiem vismaz trīs ir kongruenti pēc moduļa 3. To summa dalās ar 3.
23.15. Nē, nevar. Aplūkojiet pēdējo gājienu.
23.16. Apzīmēsim ar x1 un x2 pirmā vienādojuma saknes un ar x3 un x4 otrā vienādojuma saknes. Tad no Vjeta teorēmas seko, ka 

 un  

.
23.17. Ja izvēlēti m pāra skaitļi un n nepāra skaitļi (m + n = 6), tad būs n×m summas, kas dos nepāra skaitļus. Tā kā m×n 
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 9, ja m + n = 6 (pierādiet to!), tad nepāra skaitļi būs ne vairāk par 9. Tātad nevar būt 10 pirmskaitļu, jo pāra skaitļi, kas lielāki par 2, nav pirmskaitļi.
23.18. Pieņemsim, ka mazākais skaitlis tabulā ir x. Tā kā no katras rūtiņas uz katru var aiziet ar ne vairāk kā 14 soļiem un vienā solī skaitlis nevar palielināties vairāk kā par 1, tad lielākais skaitlis tabulā ir ne lielāks par x + 14. Tātad pavisam tabulā ir ne vairāk kā 15 dažādi skaitļi. Ja tie visi būtu ierakstīti tabulā ne vairāk kā 4 reizes, tad to kopskaits nepārsniegtu 15 × 4 = 60. Tā ir pretruna, jo tabulā ierakstīti 64 skaitļi. Tātad ir skaitlis, kas tabulā ierakstīts ne mazāk kā 5 reizes.
23.19. Nezinītim jāizpilda 14 svēršanas, noliekot uz viena svaru kausa lodītes, uz kurām rakstīts 1g un x g, bet uz otra -- lodīti, uz kuras rakstīts (x + 1) g. Ja lielākajā daļā svēršanu ir līdzsvars, tad lodīte, uz kuras rakstīts 1g, tiešām sver 1g.
23.20. Nē, tā nevar būt.
23.21. Vienādojumam eksistē sakne, ja tā diskriminants n2 - 24n 
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 0.
Atbilde: n 
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 0 vai n 
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 24.
23.22. Tā kā 

, tad  b 
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 2.
23.23. Visus naturālos skaitļus sadalīsim sekojošās grupās 100; 50; (1, 99); (2, 98); (3, 97); ... ; (49, 51). Ja starp uzrakstītajiem 50 skaitļiem ir skaitlis 100, tad to var arī izvēlēties. Pretējā gadījumā 50 skaitļi pieder 50 grupām. Ja kādā no grupām ir divi skaitļi, tad tie summā dod 100 -- naturālu skaitļu kvadrātu. Ja nevienā grupā nav divu skaitļu, tad katrā grupā ir viens no uzrakstītajiem skaitļiem; Tāds ir arī grupā (36, 64). To var izvēlēties, jo šie abi skaitļi ir naturālu skaitļu kvadrāti.
23.24. No trijstūru DABO un DDEO līdzības seko, ka 

. Līdzīgi pierāda, ka 

. Sareizinot šīs vienādības, iegūstam prasīto.
23.25. Mazākās apmācības izmaksas ir 1500 lati.
23.26. Vienādojumam ir saknes, ja tā diskriminants nav negatīvs, t.i. p2 - 4q 
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 0. Naturālu skaitļu pāru (p, q), kuriem izpildās šī nevienādība ir 62.
23.27. Apzīmēsim regulāros trijstūru ar ABD, BCE un ACF. Apzīmēsim ar O ap trijstūriem ABD un BCE apvilkto riņķa līniju krustpunktu (kas nav B). No teorēmas par ievilktiem četrstūriem seko, ka 

. Tātad arī leņķis AOC ir vienāds ar 120°, un ap četrstūri AOCF var apvilkt riņķa līniju. Tas nozīmē, ka arī trešā riņķa līnija, kas apvilkta ap trijstūri ACF ies caur punktu O, un tās visas krustojas vienā punktā. 
23.28. Var izvēlēties piecus šādus skaitļus: 1, 2, 3, 6, 12.

Ar indukciju pierāda, ka var izvēlēties arī n šādus skaitļus, sākot ar norādītajiem un katru nākošo ņemot kā visu iepriekšējo skaitļu summu.
23.29. Pierādījumā izmantojam to, ka sastādām tabulu, kuras summu aprēķinām divējādi: summējot skaitļus pa rindiņām un pēc tam aprēķinot to summu, un summējot skaitļus pa kolonām un pēc tam aprēķinot to summu.
23.30. Vispirms pierādām, ka starp virknes a(n) locekļiem katrs naturāls skaitlis k parādās tieši k reizes. Tātad visus dotās summas locekļus, izņemot pēdējos, var sagrupēt grupās (katrā grupā ir k locekļi, vienādi ar 

), kuru summas ir 1. Ir 62 tādas pilnas grupas un atliek grupa, kura  satur 43 locekļus 

. Tātad visa summa ir vienāda ar 

.
23.31.

 


23.32. No nevienādība abc > 0 seko, ka vai nu visi skaitļi a, b, c, ir pozitīvi (un tad apgalvojums pierādīts), vai arī divi no tiem, teiksim a un b, ir negatīvi, bet c pozitīvs. 

Aplūkosim šo gadījumu: a < 0, b < 0, c > 0. No nevienādības  a + b + c > 0 seko, ka 

.

Izdalot otro no dotajām nevienādībām ar pozitīvu skaitli abc, iegūstam nevienādību 

. Tā kā tikai saskaitāmais 

 ir pozitīvs, tad 

, bet tas ir pretrunā ar nevienādību 

. Tātad visi dotie skaitļi ir pozitīvi.
23.33. Tā kā skaitļi x un x + 1 ir savstarpēji pirmskaitļi un to reizinājums ir naturāla skaitļa septītā pakāpe, tad arī x un x + 1 jābūt naturālu skaitļu septītajām pakāpēm. Bet, tā kā divas septītās pakāpes naturālo skaitļu rindā neatrodas blakus, tad dotajam vienādojumam atrisinājumu nav.
23.34. Pierādījumā izmanto teorēmu par ievilktajiem leņķiem.
23.35. Pierādījumā izmanto Dirihlē principu.
23.36. Vienādojumu var pārveidot formā  cos7x = cos 3x.
23.37. Ja daudzstūrim visas skaldnes ir trijstūri un to skaits ir n, tad daudzstūrim ir 

 šķautņu ( katram trijstūrim ir 3 malas, bet katra šķautne tiek skaitīta divas reizes). Tas nozīmē, ka n ir pāra skaitlis. Skaidrs, ka n > 2. 

Visiem pāra skaitļiem, kas lielāki par 2, šādu daudzskaldni var uzrādīt. Ja n = 4, tad ņemam trijstūra piramīdu. Ja n = 2k > 4, tad savienojam ar pamatiem divas k-stūru  piramīdas.
23.38. a) No vienādības seko, ka vismaz viens no skaitļiem x, y, z ir pāra skaitlis, tātad vienāds ar 2. Skaidrs, ka z 
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 2. Tā kā gadījumi x = 2 un y = 2 ir līdzvērtīgi, tad uzskatīsim, ka x = 2. Iegūsim vienādojumu  

, kuram nav atrisinājuma naturālos skaitļos.

b) Šādi pirmskaitļi neeksistē: pretruna iegūstama pēc moduļa 8.
23.40. Vispirms nosēdinām viesus patvaļīgi. Ja blakus sēž tikai paziņas, tad viss kārtībā. Pieņemsim tomēr, ka šajās viesībās blakus sasēdināti cilvēki, kuri nepazīst viens otru. Apzīmēsim tos ar A un B. Tālāk aplūkosim pārējos viesus, virzoties no A un B pulksteņa rādītāju kustības virzienā. Pieņemsim, ka ir izdevies atrast tādus divus blakussēdošus viesus C un D, ka A ar C ir pazīstami un B ar D arī ir pazīstami. Tādā gadījumā visu viesu rindu no B līdz C apgriež otrādā secībā. Pārējo viesu secību atstāj nemainītu. Šīs procedūras rezultātā blakussēdošo pazīstamo skaits ir palielinājies. Šo procedūru atkārto, kamēr visi blakussēdošie ir paziņas. Atliek pierādīt, ka tiešām katru reizi, kad atrasts pāris no viens otru nepazīstošiem blakussēdētājiem (kā A un B), izdosies atrast vēl vienu pāri (kā C un D), lai izdarītu attiecīgās izmaiņas. To var pierādīt izmantojot Dirihlē principu.
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