Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". Zīmējumu numerācija saglabāta kā grāmatā.

23. ATKLĀTĀ OLIMPIĀDE 5.-12. klasei (1995./96. m.g.)
5. klase

23.1. Augošā kārtībā rindā izrakstīti visi naturālie skaitļi, kas nedalās ne ar 2, ne ar 3. Kāds skaitlis atrodas a) 100-ajā, b) 1996-ajā vietā?

23.2. Kvadrāts sastāv no 5×5 rūtiņām; centrālā rūtiņa izgriezta. Vai atlikušo daļu var sagriezt tādos ‘‘stūrīšos’’, kādi parādīti 70. zīm.?
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23.3. Kuba izmēri ir 8×8×8. Tā virsma nokrāsota. Pēc tam kubu sagrieza mazos kubiņos ar izmēriem 1×1×1. Cik ir tādu mazo kubiņu, kam daļa virsmas nokrāsota?

23.4. Kādā mājā ir 1996 stāvi. Tajā ir divi lifti. Ar vienu liftu var braukt 3 stāvus uz augšu; ar otru liftu var braukt 5 stāvus uz leju.. Katru liftu var izsaukt uz jebkuru stāvu. Citu pārvietošanās līdzekļu starp stāviem nav.

Pierādīt, ka no katra stāva var nokļūt uz katru citu.

23.5. Kādā valstī runā 1996 dažādās valodās. Kāds ir mazākais vārdnīcu skaits, lai ar to palīdzību varētu tulkot no katras valodas uz katru citu (pieļaujamas vairākkārtīgas tulkošanas)? Ar katru vārdnīcu tulko tikai vienā virzienā.

6. klase

23.6. Taisnstūris sastāv no 4×5 rūtiņām. Tas jāsagriež četrās dažādās figūrās, kas katra sastāv no 5 rūtiņām (griezumiem jāiet pa rūtiņu līnijām). Pietiek parādīt vienu veidu, kā to izdarīt.

23.7. Pa apli izrakstīti naturāli skaitļi no 1 līdz 6991 ieskaitot kaut kādā kārtībā, katrs vienu reizi. Pierādīt, ka var atrast tādus divus blakus uzrakstītus skaitļus, kuru summa ir pāra skaitlis.

23.8. Cik ciparu ir skaitlim, kuru iegūst, aprēķinot summas 

 vērtību?

23.9. Dotas 10 kartiņas; uz tām uzrakstīts pa vienam ciparam (visi cipari dažādi). Kādu mazāko daudzumu kartiņu uz labu laimi jāpaņem, lai no šīm kartiņām noteikti varētu sastādīt skaitli, kas dalās ar 9? (Skaitļa sastādīšanā var izmantot arī tikai daļu paņemto kartiņu.)

23.10. Rindā uzrakstīti 1996 vieninieki. Ar vienu gājienu nosvītro divus pirmos vēl nenosvītrotos skaitļus un rindas galā pieraksta to summu. Tā turpina, kamēr paliekj viens vienīgs nenosvītrots skaitlis.

a) Kāds tas ir?

b) Cik skaitļu (nosvītroto un nenosvītroto) kopā šai brīdī uzrakstīts?

7. klase

23.11. Iedomāsimies, ka tiek atvērtas iekavas izteiksmē 



 EMBED Equation.2  

a) Cik saskaitāmo radīsies, ja līdzīgus locekļus nesavilks?

b) Cik saskaitāmo paliks, ja savilks visus līdzīgos locekļus?

23.12. Daudzstūri ar vienu taisnu griezienu sagrieza divās daļās -- piecstūrī un sešstūrī. Cik virsotņu varēja būt sākotnējam daudzstūrim?

23.13. Uz galda ir konfektes. Divi spēlētāji pēc kārtas ēd vai nu pa 2, vai pa 4 konfektēm. Kas nevar izdarīt gājienu, zaudē. Kas uzvar, pareizi spēlējot -- pirmais vai otrais spēlētājs? Atbildēt uz šo jautājumu, ja a) n = 18, b) n = 1996.

23.14. Uz tāfeles uzrakstīti 5 dažādi naturāli skaitļi. Pierādīt, ka no tiem var izvēlēties trīs skaitļus tā, lai izvēlēto skaitļu summa dalītos ar 3.

23.15. Uz tāfeles uzrakstīti skaitļi 2; 3; 4; 5; 6. Ar vienu gājienu atļauts izvēlēties jebkurus divus uzrakstītus skaitļus a un b, nodzēst tos un to vietā uzrakstīt skaitļus a + b un a × b.

Vai, daudzkārt atkārtojot šādus gājienus, var panākt, lai uz tāfeles vienlaicīgi atrastos 1993; 1994; 1995; 1996; 1997?

8. klase

23.16. Vienādojumu x2 + ax + b = 0 un x2 + px + q = 0 saknes ir naturāli skaitļi; abas pirmā vienādojuma saknes lielākas par abām otrā vienādojuma saknēm. Pierādīt, ka a < p un b > q.

23.17. Andris izvēlējās 6 dažādus naturālus skaitļus un aprēķināja to summas pa diviem. Vai 10 no iegūtajām summām var būt pirmskaitļi?

23.18. Kvadrāts sastāv no 8×8 rūtiņām. Katrā rūtiņā ierakstīts naturāls skaitlis. Ja divām rūtiņām ir kopīga mala, tad tajās ierakstītie skaitļi atšķiras viens no otra ne vairāk kā par 1. Pierādīt, ka ir skaitlis, kas ierakstīts vismaz 5 rūtiņās.

23.19. Nezinītim ir 15 pēc ārējā izskata vienādas lodītes; uz tām uzrakstīts attiecīgi ‘‘1g’’, ‘‘2g’’,... , ‘‘15g’’. Ir zināms, ka ne vairāk kā triju lodīšu masa norādītas nepareizi. Kā viņš var noskaidrot, vai lodīte ar uzrakstu ‘‘1g’’ tiešām sver vienu gramu, lietojot sviras svarus bez atsvariem?

23.20. Novilktas 5 taisnes (skat. 71. zīm.). Vai nogriežņu garumi var būt tādi, kā norādīti zīmējumā?
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9. klase

23.21. Kādām n vērtībām vienādojumam x2 + nx + 6n = 0 eksistē vismaz viena sakne?

23.22. Trijstūra malu garumi ir a, b, c; pie tam a
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c. Tā laukums ir 2. Pierādīt, ka b 
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23.23. Uz tāfeles uzrakstīti 50 dažādi naturāli skaitļi, kas nepārsniedz 100. Pierādīt, ka no tiem var izvēlēties dažus (varbūt vienu pašu) tā, lai izvēlēto skaitļu summa būtu kāda naturāla skaitļa kvadrāts.

23.24. Riņķī ievilkts sešstūris ABCDEF. Tā diagonāles AD, BE, CF krustojas vienā punktā. Pierādīt, ka AB × CD × EF = BC × DE × FA.

23.25. Darbnīcā strādā 7 strādnieki; tajā ir 5 dažādi darbgaldi. Katru dienu darbā ierodas tikai 5 strādnieki. Apmācīt vienu strādnieku strādāt uz viena darbgalda izmaksā 100 latus. Kādas ir mazākās apmācības izmaksas, ar kurām var garantēt, ka visi darbgaldi varēs strādāt neatkarīgi no tā, kuri strādnieki ieradīsies darbā? (Katrs strādnieks vienlaicīgi strādā tikai pie viena darbgalda.)

10. klase

23.26. Apskatām visus vienādojumus x2 + px + q = 0, kur p un q -- naturāli skaitļi, kas nepārsniedz 10. Cik starp tiem ir tādu, kam ir vismaz viena sakne?

23.27. Uz šaurleņķa trijstūra ABC malām kā pamatiem ārpus ABC konstruēti regulāri trijstūri. Pierādīt, ka šiem regulārajiem trijstūriem apvilktās riņķa līnijas krustojas vienā punktā.

23.28. Vai var atrast tādus 5 dažādus naturālus skaitļus, lai katru četru summa dalītos ar piekto? Vai var atrast tādus 1996 dažādus naturālus skaitļus, lai katru 1995 skaitļu summa dalītos ar atlikušo?

23.29. Izveidojam no skaitļiem 1; 2; 3;...; n visas iespējamās virknes garumā 4 (pieļaujamas arī virknes, kurās daži vai visi locekļi ir vienādi).

Pierādīt, ka visu virkņu minimālo elementu summa ir 14 + 24 +... + n4. 

23.30. Ar a(n) apzīmējam skaitlim 
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 tuvāko veselo skaitli.

Aprēķināt summu 
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11. klase

23.31. Kvadrātvienādojuma x2 + px + q = 0 saknes x1 un x2. Izsacīt izteiksmes 

 vērtību ar p un q palīdzību, nelietojot kvadrātsaknes zīmi.

23.32. Dots, ka a + b + c > 0, ab + ac + bc > 0 un abc > 0. Pierādīt, ka a, b, c visi ir pozitīvi skaitļi.

23.33. Atrisināt naturālos skaitļos vienādojumu x2 + x = y7.

23.34. Dots, ka ABC ir šaurleņķa trijstūris un 
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BAC = 60°. Novelkam taisnes, uz kurām atrodas trijstūra augstumi, kas vilkti no virsotnēm B un C. Pierādīt, ka DABC apvilktās riņķa līnijas centrs atrodas vienādos attālumos no tām.

23.35. Trīs valstīs katrā dzīvo pa n zinātniekiem. Katram no viņiem abās pārējās valstīs kopā ir tieši n +1 paziņas. (Uzskatām: ja A pazīst B, tad B pazīst A.) Pierādīt: var izvēlēties katrā valstī pa vienam zinātniekam tā, ka trīs izvēlētie katrs pazīst katru.

12. klase

23.36. Atrisināt vienādojumu sinxsin2x = sin3xsin4x.

23.37. Izliektam daudzskaldnim ir n skaldnes; tās visas ir trijstūri. Kāds var būt n?

23.38. a) Vai eksistē tādi pirmskaitļi x, y un z, ka x2 + y2 = z2?

b) Vai eksistē tādi pirmskaitļi x, y, z ,u, v, ka x2 + y2 = z2 + u2 + v2?

23.39. Šaurleņķa trijstūrī ABC bisektrise no virsotnes A, mediāna no virsotnes B un augstums no virsotnes C krustojas vienā punktā.

Pierādīt, ka 
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 45°.

23.40. Viesībās piedalās 2n cilvēki; katrs no viņiem pazīst vismaz n citus (ja A pazīst B, tad B pazīst A). Pierādīt: viesus var nosēdināt ap apaļu galdu tā, lai katram abās pusēs sēdētu viņa paziņas.
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