Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". 
24. atklātā olimpiāde (1996./97. m.g.)

Atrisinājumi
24.1. Jā, piemēram, Andra dzimšanas diena ir 31. decembrī, bet minēto frāzi viņš saka 1. janvārī.
24.2. Nē. Blakus esošām ābelēm ābolu skaita paritātes atšķiras. Tāpēc ir 8 nepāra saskaitāmie un 8 pāra saskaitāmie, un to summai jābūt pāra skaitlim.
24.3. No 1 līdz 9 tāds ir viens skaitlis, kura  ciparu summa dalās ar 5. No 

 līdz 

 tādi skaitļi ir divi (neatkarīgi no n). Tāpēc no 10 līdz 1989 ( kur ir 198 pilni desmiti) tādu skaitļu kopā ir 198 × 2 = 396. Starp skaitļiem 1990; 1991; ...; 1997 tādi skaitļi ir divi.

Tātad pavisam to ir  1 + 396 + 2 = 399.
24.4.  1 = 3 + 3 - 5;  ( -1) = 3 + 3 + 3 - 5 - 5. Tātad var pārvietoties par 1 stāvu uz augšu un par 1 uz leju; tāpēc var pārvietoties patvaļīgi. Jāievēro, ka saskaitāmo kārtība var tikt mainīta, ja atrodamies tuvu mājas pamatam vai jumtam.
24.5. Godīgie salinieki katrs atbildējis ‘‘jā’’ uz vienu jautājumu, meļi -- katrs uz diviem. Tāpēc kopējais atbilžu ‘‘jā’’ skaits ir salinieku skaits plus meļu skaits. Tāpēc meļu ir  (70 + 60 + 50) - 100 = 80.
24.6. Piemēram, tā, kā parādīts tabulā: 
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24.7. Ja gadās paņemt 1; 3; 4; 7, tad prasīto skaitli izveidot nevar.

Pierādīsim, ka ar piecām kartiņām pietiek.

a) ja starp tām ir 0 vai 9, viss kārtībā,

b) ja starp tām nav ne 0, ne 9, tad piecas kartiņas pieder 4 pāriem (1; 8), (2; 7), (3;6), (4; 5), tāpēc vienam pārim pieder 2 kartiņas, uz kurām uzrakstīto skaitļu summa ir 9.
24.8. 

.
24.9. Iedomāsimies, ka torte sadalīta 60 daļās. Tad rīmu ēdelība dienā ir šāda:

20 daļas, 15 daļas, 12 daļas, 10 daļas, 

 daļas, utt. Redzam, ka pa četri ēdelīgākie rīmas kopā var apēst tikai  20 + 15 + 12 + 10 = 57 daļas. Tāpēc vajag vismaz  piecus rīmas; acīmredzami ar pieciem pietiek.
24.10. Lai zirdziņš nonāktu uz visām malējām rūtiņu rindām, viņam vertikāli un horizontāli kopā jāpārvietojas vismaz  par 2×7 + 2×7 = 28 rūtiņām. Bet viena gājiena laikā zirdziņš kopā pārvietojas par 3 rūtiņām. Tāpēc viņam vajag vismaz 10 gājienus, bet viņa rīcībā ir tikai 8 gājieni.
24.11. 

.
24.12. Griezieniem ir divi gali. Katrs grieziens palielina kopējo virsotņu skaitu par 0; 1; 2; 3 vai 4 (skat. 24.1. zīm.), bet ne vairāk kā 4, jo klāt rodas ne vairāk kā 4 virsotnes .
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Viegli redzēt, kā šos gadījumus var realizēt, lai rastos 5-stūris un 6-stūris.

Tātad sākotnējam daudzstūrim varēja būt 5 + 6 = 11; 10; 9; 8; 7 virsotnes.
24.13. 

 ((((1 : 2) : 3) : 4) : 5) : ((((6 : 7) : 8) : 9) : 10);

1: ((2 : (3 : (((4 : 5) : 6) : 7))) : ((8: 9) : 10));

1 : ((2 : 3) : ((4 : ((5 : 6) : (7 : 8 ))) : (9 : 10))).
24.14. Pieņemam, ka 

 , jeb 3a = b + c. Ja būtu a 
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 b, tad 

,  bet no nevienādības c - a 
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 b seko, ka  c 
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 a + b, bet tas ir pretrunā ar trijstūra nevienādību. Līdzīgi parāda, ka nav iespējama nevienādība  a 
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 c.
24.15. a) Jā, var, piemēram, tā, kā parādīts 24.2. zīmējumā: nenovilkta ir lenta starp punktiem X un Y.
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b) nē, tā nevar būt. Pieņemsim, ka nav novilkta lenta XY. Apskatām visas 6 lampas ieņemot X; tās visas savā starpā savienotas ar lentām. No tām var izvēlēties trīs, kas savienotas ar vienādas krāsas lentām.

24.16. Viegli redzēt, ka viena sakne ir 1 ( jo a×12 + b×1 + c = 0). Tāpēc otrā sakne, saskaņā ar Vjeta teorēmu, ir 

. 
24.17. Uz svariem salīdzinām lodītes, uz kurām ir uzrakstīts:

1g + 2g  un 3g
1g + 4g  un 5g
1g + 6g  un 7g
1g + 8g  un 9g


1g + 10g  un 11 g
1g + 12g  un 13g
1g + 14g  un 15g

Ja vairāk kā puse no tām izrādās pareizas, tad lodīte, uz kuras uzrakstīts1g, tiešām sver 1g, pretējā gadījumā - nē.
24.18. Pieņemsim, ka pieskares krustojas trīs dažādos punktos, kā redzams 24.3. zīmējumā. A, B, C ir riņķa līniju pieskaršanās punkti.
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Saskaņā ar pieskaru īpašībām: 

BZ + ZX = AX,  AX + XY = YC, YC + ZY = BZ, 

saskaitot vienādību labās un kreisās puses, iegūstam, ka XY + ZY + XZ = 0. Iegūta pretruna, tātad pieskares nevar krustoties trīs dažādos punktos.
24.18. Piemēram, skaitlis 11713.
24.20. Nē, nevar. Iekrāsojam rūtiņas, kā parādīts 24.4. zīmējumā.

[image: image9.png]24.4.7im.




Pieņemsim, ka 15 dotās figūras pārklāj kvadrātu bez stūrīšiem. Katra no tām satur nepāra skaitu balto rūtiņu, tātad kopā tām jāsatur nepāra skaitu balto rūtiņu; bet kvadrātā (bez stūra rūtiņām) balto rūtiņu skaits ir pāra skaitlis.
24.21. Ievērojam, ka 1152 = 128×9 = 27×32= (1)×(21)×(31)×(22)×(2×3)×(23).
24.22. Pierādīsim, ka vienādojuma diskriminants ir nenegatīvs skaitlis.



.
24.23. Apskatām skaitļu sagrupējumu:




Vismaz 49 no uzrakstītajiem skaitļiem atrodas daļā Q. Ja kāds no tiem ir 100, viss kārtībā. Ja starp tiem nav 100, tie sadalās pa 49 pāriem. Ja kaut vienā pārī ir 2 uzrakstītie skaitļi, tad to summa ir 100, un viss kārtībā. Ja vienā pārī nav divu uzrakstīto skaitļu, tad katrā pārī ir viens uzrakstītais skaitlis; tāds ir arī pārī (36; 64) un tas der par meklējamo.
24.24. Novelkam AN, kur N ir BC viduspunkts (skat. 24.5. zīm.). Tā kā AM || NC un AM = NC, tad ANCM ir paralelograms: tāpēc AN || NC un AN 
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 BK. No Talesa teorēmas seko, ka BQ = QK. Tātad trijstūra BAK augstums AQ ir arī mediāna; līdz ar to BAK ir vienādsānu trijstūris, un AB = AK. 
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24.25. To var izdarīt, ja n dalās ar 3.
24.26. No otrā vienādojuma 

 un vienādības  x + y = 1, seko, ka 

. No Vjeta teorēmas seko, ka x un y ir divas vienādojuma 

 saknes; tātad ir divi atrisinājumi: 

.
24.27. Apzīmēsim ar O riņķa līniju krustpunktu, kas apvilkta ap diviem no dotajiem trijstūriem. Izmantojot teorēmu par ievilkta četrstūra pretējo leņķu summu, iegūstam, ka  
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AOB = 
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BOC = 120°. Tātad arī 
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COA = 120°, un arī trešā riņķa līnija iet caur punktu O.
24.28. Izmantojot teorēmu par vidējo aritmētisko un vidējo ģeometrisko pakāpeniski iegūstam:



.
24.29. a) Tāds ir, piemēram, skaitlis  22112 = 32 × 691.

b) Meklējamais skaitlis ir 1212122112.
24.30. Spēlētājs A to var izdarīt, nokrāsojot uz vienas taisnes 1999 sarkanus punktus. Katri divi no tiem nosaka divus vienādmalu trijstūrus. Tātad pavisam kopā trešo virsotņu skaita ir  

 un spēlētājs B tos visus nevar 1999 gājienos iekrāsot melnus. Pēdējā gājienā spēlētājs A nokrāso neiekrāsoto virsotni sarkanu.
24.31. a) Piemēram, 69.

b) Tādu ir bezgalīgi daudz, piemēram,  69 + 70 × n,  n = 0; 1; 2; ...
24.32. a) 

.

b) Pārveidojam vienādojumu:




, no kurienes seko prasītais.
24.33. a) Taisnstūri 3 × 4 var sadalīt divos šādos trijstūros. No tiem var salikt kvadrātu ar izmēriem 12 × 12.

b) Viena trijstūra laukums ir 6. Ja kvadrāta malas garums ir a un trijstūru skaits ir k, tad iegūstam vienādību a2 = 6k. No šejienes seko, ka a ir pāra skaitlis, a = 2t; tātad  4t2 = 6k,  2t2 = 3k,  un k dalās ar 2.
24.34. Pierādījumā izmanto teorēmu par ievilktajiem leņķiem.
24.35. Pierādījumā jāaplūko divas spēlētāju grupas: tie, kas palielinājuši savu punktu skaitu, un tie, kas pamazinājuši savu punktu skaitu.
24.36. No vienādības 

 seko, ka 

.
24.37. Nē. Skaidrs, ka vienam no tiem būtu jābūt pāra skaitlim, tātad 2. Varam pieņemt, ka x = 2. Tad  z2 - y2 = 4,  (z + y)(z - y) = 4; bet šāda vienādība nav iespējama, jo (z + y)(z - y) > (z + y) > 4, ja z un y ir nepāra pirmskaitļi.
24.38. Jā var. Aplūkosim kubu ABCDA1B1C1D1. Iekrāsosim melnas virsotnes A, B, C un A1, bet pārējās baltas.
24.39. Tā kā (
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A + 
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B + 
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C) + (
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X +
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Y +
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Z) = 180°× 4, tad katrs no dotā seko, ka 
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X +
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Y +
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Z = 360°. Tāpēc no trijstūriem DAXB, DBYC, DCZA var salikt vienu trijstūri ar malām AB, BC, CA, t.i. trijstūri, kas vienāds ar DABC. No šejienes seko prasītais.
24.40. Ar x apzīmēsim cik meitenes pazīst katrs zēns. Saskaitot kopējo pazīstamo pāru skaitu, iegūstam vienādību 

.  Tātad n ir nepāra skaitlis.

Ar piemēru parāda, ka katram nepāra skaitlim n prasīto ir iespējams izpildīt.
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