Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi".
26. atklātā olimpiāde (1998./99. m.g.)

Atrisinājumi

26.1. Viens no zēniem Bruno vai Didzis apēda vismaz 13 konfektes; Tātad Andris apēda vismaz 14 konfektes. Kopā Bruno, Didzis un Andris apēda vismaz 
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 konfektes. Tātad Edgaram palika ne vairāk par 1 konfekti. 

Tā kā katrs zēns noēda vismaz vienu konfekti, tad Edgars noēda tieši vienu konfekti.
26.2. Katrā desmitniekā no 
[image: image2.wmf]0
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 līdz 
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 skaitļu ciparu summas ir 10 pēc kārtas ņemti naturāli skaitļi. Tātad starp šiem skaitļiem tieši 2 skaitļu ciparu summas dalās ar 5. Starp pirmajiem 9 skaitļiem tikai viena skaitļa 5 ciparu summa dalās ar 5.

Tātad pavisam kopā ir 
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 naturāli skaitļi, kuru ciparu summa dalās ar 5.
26.3. Aplūkosim taisnstūri, kura perimetrs ir 200. Palielinot tā augstumu par 1, mēs iegūstam taisnstūri, kura perimetrs ir 202. Tātad katram taisnstūrim ar perimetru 200 atbilst taisnstūris ar perimetru 202; turklāt visi iegūtie taisnstūri ar perimetru 202 ir dažādi. Atzīmēsim, ka taisnstūri ar malu garumiem 1, 100, kura perimetrs arī ir 202 šādā veidā iegūt nevar. Tātad vairāk ir taisnstūru ar perimetru 202.
26.4. Aplūkosim astoņstūra 4 malas bez kopīgiem galapunktiem; tajās ierakstīti skaitļi x, 11, 18, 15. Šo 4 skaitļu summa ir visu astoņstūra virsotnēs ierakstīto skaitļu summa. Līdzīgi, aplūkojot pārējās 4 astoņstūra malas, iegūstam, ka visu astoņstūra virsotnēs ierakstīto skaitļu summa ir skaitļu 10, 14, 13, 21 summa.

Tātad 
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26.5. Aplūkosim divus zinātniekus A un B. Pierādīsim, ka viņi ir radinieki. Pieņemsim pretējo, ka A un B nav radinieki. Tad atlikuši ir 15 zinātnieki, starp kuriem ir 8 A radinieki un 8 B radinieki; tā kā kopā sanāk 16 cilvēki, tad starp tiem ir kopīgs zinātnieks C – viņš  ir gan A radinieks, gan B radinieks. Bet tādā gadījumā arī A un B ir radinieki. Iegūta pretruna; tātad jebkuri divi zinātnieki konferencē ir radinieki.
26.6. Tā kā 5 bērni apēd 5 mandarīnus 5 minūtēs, tad 5 bērni apēd 25 mandarīnus 25 minūtēs. 

Tātad 10 bērni apēd 50 mandarīnus 25 minūtēs.
26.7. To var izdarīt. Kuba trīs skaldnes aplīmēsim tā, kā parādīts 26.3. zīmējumā.
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Pārējās trīs skaldnes aplīmēsim simetriski.
26.8. Skaitlis, kura ciparu summa ir 1 ir vienāds ar 
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 un nedalās ar 7. Ar matemātisko indukciju pierādīsim, ka eksistē skaitlis ar ciparu summu 
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Indukcijas bāze: 
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Skaitļi 1001 un 21 ar ciparu summu 2 un 3 dalās ar 7. Pierādīsim, ka, ja eksistē skaitlis A ar ciparu summu k, kurš dalās ar 7, tad eksistē arī skaitlis ar ciparu summu 
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Līdz ar to būs pierādīts, ka eksistē skaitlis, kura ciparu summa ir 
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 un kurš dalās ar 7. 

Lai konstruētu šādu skaitli, aplūkosim skaitli 
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 ; šī skaitļa ciparu summa ir 
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 un tas dalās ar 7.
26.9. Katrs cipars šajā summā vienu reizi uzrakstīts kā vieninieku cipars vienu reizi kā desmitnieku cipars un vienu reizi kā simtnieku cipars. Tāpēc šo skaitļu summa ir vienāda ar 
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26.10. a) To var izdarīt, piemēram, rakstot pa riņķi burtus šādā secībā:
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b) Nē, to nevar izdarīt. Tā kā uzrakstīti 15 burti, bet burtu pavisam ir 6, tad kāds burts uzrakstīts vismaz 3 reizes. Tam blakus atrodas 6 burti, bet tā kā atliek tikai 5 dažādi burti, tad kādi no tiem būs vienādi un veidos vienādu burtu pārus.
26.11. Ir tikai 3 viencipara skaitļi, kas dalās ar 3. 

Tā kā pārējiem skaitļiem ir jābūt vismaz divciparu skaitļiem, tad skaitļu kopējais skaits nevar pārsniegt 
[image: image16.wmf]6
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. Sešus šādus skaitļus var uzrakstīt, piemēram, šādi:


3, 6, 9, 21, 45, 78.
26.12. a) Nē, ne noteikti. Piemēram, skolnieku augumi var būt šādi (centimetros): 180, 210, 175, 205, 170, 200, 165, 195, 160, 190.

b) Jā, atradīsies. Aplūkosim skolniekus ar kārtas numuriem 1, 3, 5, 7, 9, 11. Tā kā 11-ais skolnieks ir garāks par pirmo, tad atradīsies skolnieki, kuri uzrakstītajā virknē stāv blakus un labais ir garāks par kreiso. Izvēloties skolnieku, kurš stāv starp viņiem, atradīsim prasīto skolnieku.
26.13. No dotā seko, ka
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26.14. Skat. 26.4. zīm.
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Trijstūri EMB un CMF ir vienādi, jo tiem ir vienādas divas malas 
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 un leņķi starp tām 
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. Pagriežot trijstūri CMF ap virsotni M par 
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 iegūstam trijstūri  EMB. Tātad CMF mediāna ML pāriet par trijstūra EMB mediānu MK.

Tas nozīmē, ka 
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. Tātad MLK ir vienādmalu trijstūris.
26.15. Uz viena svaru kausa uzliekam 6 monētas un uz otra citas 6 monētas. Ja svaru kausi ir līdzsvarā, tad atšķirīga ir atlikusī monēta un ar vienu svēršanu var noskaidrot vai tā ir vieglāka vai smagāka par pārējām.

Ja svaru kausi nav līdzsvarā, uzskatīsim, ka monētas uz kreisā kausa sver mazāk par monētām uz labā kausa. Uzliksim uz viena svaru kausa trīs monētas no kreisā svaru kausa un atlikušās trīs monētas no kreisā svaru kausa.


Jā svaru kausi līdzsvarojas, tad visas monētas no kreisā svaru kausa ir ar vienādu svaru, un atšķirīgā monēta atradās uz labā svaru kausa – tātad bija smagāka par pārējām.


Ja svaru kausi nav līdzsvarā, tad atšķirīgā monēta atradās uz kreisā svaru kausa – tātad bija vieglāka par pārējām.
26.16. No vienādības 
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 seko, ka skaitlis 1 ir vienādojuma 
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 sakne. Otru vienādojuma sakni atrodam izmantojot Vjeta teorēmu: 
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26.17. Skat. 26.5. zīm.
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Trijstūri  AXM un CYM ir līdzīgi (taisnleņķa trijstūri ar vienādiem leņķiem). Ar k apzīmēsim šo līdzīgo trijstūru katešu attiecību 
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Tad lielums 
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 nav atkarīgs no punkta M izvēles.
26.18. Aplūkosim katra uzrakstītā skaitļa pirmo, otro, priekšpēdējo un pēdējo ciparus. Ir iespējamas ne vairāk kā 
[image: image31.wmf]10000
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 dažādas ciparu kombinācijas. 

Tikko būs uzrakstīti 10001 skaitļi, starp kombinācijām vismaz divas būs vienādas; tātad uzrakstītajiem skaitļiem sakritīs pirmie, otrie, priekšpēdējie un pēdējie cipari.
26.19. Kā trešo var ierakstīt skaitli 7, jo virkne


13, 1, 7, 3, 8, 4, 9, 5, 10, 12, 6, 2, 8

atbilst uzdevuma nosacījumiem. Var pārbaudīt, ka skaitli 2 kā trešo ierakstīt nevar.
26.20. Pirmajā gājienā pirmais spēlētājs ieraksta reizināšanas zīmi starp skaitļiem 1 un 2. 

Tagad atlikuši 9 nepāra skaitļi, kuriem abās pusēs ir brīvas vietas, kuras sadalītas 9 pāros; uz katru otrā spēlētāja gājienu pirmais spēlētājs pāra otrajā vietā ieliek reizināšanas zīmi. Tas nozīmē, ka rezultātā katrs nepāra skaitlis būs pareizināts ar kādu pāra skaitli un aritmētiskās izteiksmes vērtība būs pāra skaitlis.
26.21. Atņemot no pirmā vienādojuma otro iegūstam:
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a) ja 
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, un iegūstam divus atrisinājumus 
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Uzdevumu var atrisināt arī ar ievietošanas metodi.
26.22. a) Ja 
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Tā kā 
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b) Dots, ka 
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26.23.  Skat. 26.6. zīm.
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Pagarinām taisni CM  līdz krustpunktam N ar taisni AB. Tad trijstūri AMN un DMC ir vienādi (tie ir līdzīgi trijstūri un 
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. Tas nozīmē, ka A ir taisnleņķa trijstūra NKB hipotenūzas viduspunkts. Tātad A ir trijstūra NKB apvilktās riņķa līnijas centrs, un 
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26.24. Nogriežņu novilkšana beigsies, kad būs uzzīmētas visas daudzstūra malas (jo tās var vilkt jebkurā situācijā) un n-stūris būs sadalīts trijstūros (citādi būtu iespējams novilkt kāda daudzstūra diagonāli. Apzīmēsim trijstūru skaitu ar t. Šo trijstūru iekšējo leņķu summa ir vienāda ar regulārā n-stūra iekšējo leņķu summu; tātad 
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Pieņemsim, ka novilktas d n-stūra diagonāles. Tad trijstūru kopējais malu skaits ir 
[image: image54.wmf]3

2

6

3

2

3

+

=

Þ

+

=

-

Þ

+

=

d

n

d

n

n

d

n

t

.

Tātad pavisam novilkti 
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 – nepāra skaits nogriežņu. Tas nozīmē, ka pēdējais no novilktajiem nogriežņiem būs tādā pašā krāsā kā pirmais – tātad baltā krāsā. 
26.25. a) Tas ir iespējams. Sākumā kaudzīšu ar nepāra skaitu konfekšu ir pāra skaits. Apvienojam tās pa pāriem un no lielākās kaudzītes pārliekam mazākajā kaudzītē atbilstošo konfekšu skaitu. Tagad visās kaudzītēs ir pāra skaits konfekšu. Uzskatīsim, ka mums tagad ir 32 dubultkonfektes, kuras turpmāk neatdalīsim. Tagad mums ir pāra skaits kaudzīšu, kurās ir nepāra skaits dubultkonfekšu. Atkārtojot iepriekšējo operāciju, iegūstam kaudzītes, kurās kopā ir 16 kvadrokonfektes. Atkārtojot iepriekšējo operāciju, iegūstam kaudzītes, kurās kopā ir 8 oktāvkonfektes (8 apvienotas konfektes). Līdzīgi iegūstam 4 16-konfektes, 2 32-konfektes un vienu kaudzi ar 64 konfektēm.

b) Nē, ne vienmēr. Pieņemsim, ka sākumā mums ir 5 kaudzītes pa 20 konfektēm katrā. Lai visas konfektes pēdējā gājienā apvienotu vienā kaudzē, iepriekšējā gājienā jāiegūst divas kaudzes ar 50 konfektēm katrā. Taču visās kaudzēs konfekšu skaits visu laiku dalīsies ar 20, bet 50 ar 20 nedalās.
26.26. Ievērojam, ka 
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Tā kā x un y – pozitīvi skaitļi, tad 
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Vēl ir jāpierāda, ka, ja c ir patvaļīgs reāls skaitlis, kuram izpildās nevienādības
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tad sekojošai vienādojumu sistēmai ir reāli atrisinājumi.
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Pieskaitot un atņemot otro vienādojumu no pirmā reizinātu ar 2, iegūstam:
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Tātad, pieņemot, ka 
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No šejienes viegli atrast x un y vērtības, kas apmierina uzdevuma nosacījumus:
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26.27. Apzīmēsim 
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Jāaplūko divi gadījumi:

1) 
[image: image70.wmf].

2

1

,

1

0

1

2

0

2

1

2

-

=

=

Û

=

-

-

Û

=

+

x

x

x

x

b

a


2) 
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a) 
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26.28. Skat. 26.7. zīm.
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No teorēmas par sekantes reizinājumu ar tās ārējo daļu iegūstam:
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Izdalot šīs vienādības, iegūstam:
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No trijstūra ABC leņķa bisektrises īpašības zināms, ka 
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Tātad, no iepriekšējās vienādības seko, ka 
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26.29. Apzīmēsim 
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 seko, ka kopējais skaitļu reizinājums R nemainās. Atzīmēsim, ka no šejienes seko, ka kopējā skaitļu summa nevar palielināties bezgalīgi ilgi. Tiešām, ja skaitļu summa palielinātos bezgalīgi ilgi, tad tā kļūtu lielāka par 1999R. Tādā gadījumā kāds no skaitļiem būtu lielāks par R, un arī viss reizinājums būtu palielinājies.

Atliek pierādīt tikai tādu faktu:

Ja 
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Šis fakts nozīmē, ka, aizvietojot skaitļus x, y ar to lielāko kopīgo dalītāju un mazāko kopīgo dalāmo visu skaitļu summa palielinās (izņemot gadījumu, kad 
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Tas nozīmē, ka ar laiku iestāsies stabilizācija; no jebkuriem diviem skaitļiem viens būs otra dalītājs un izpildīsies vienādības 
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; tātad vai nu x būs skaitļa y dalītājs, vai otrādi.
26.30. Pierādīsim, ka Andrim pietiek ar 5 jautājumiem.


1) Andris uzzina skaitļu 1, 2, 3, ... ,10 relatīvo kārtību;


2) Andris uzzina skaitļu 11, 12, ..., 20 relatīvo kārtību.

Pieņemsim, ka šīs relatīvās kārtības ir



[image: image93.wmf].

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

,

10

6

5

2

1

10

6

5

2

1

y

y

y

y

y

x

x

x

x

x

K

K

K

K



3) Andris izveido kopu 
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  un uzzina tās relatīvo kārtību. Pieņemsim, ka tā ir 
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 ir pieci mazākie skaitļi Jāņa izveidotajā virknē. Tiešām visi šie skaitļi sakārtoti augošā secībā un ir mazāki par 15 skaitļiem 
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4) Jautājot par  
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}

10

6

10

6

,

,

,

,

,

y

y

x

x

K

K

, Andris līdzīgi noskaidro piecus lielākos virknes locekļus un to izkārtojumu.


5) Ar pēdējo jautājumu par atlikušajiem 10 skaitļiem Andris noskaidro to secību virknē.
26.31. Pieņemsim, ka Andra norādītās monētas ir a un b, bet pārējās ir 
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. Monētas a un b atrodas blakus tad un tikai tad, kad visu svēršanu rezultātos a un b dod vienādas atbildes. 

Tātad Jānim pietiek ar 8 svēršanām. Nav zināms, vai iespējams to izdarīt ar mazāku svēršanu skaitu. Taču, izmantojot datoru un pareizi sastādītu programmu, to varētu noskaidrot.
26.32. Katram karavīram piešķirsim vienu no trim apzīmējumiem: 


N – netiek apbalvots un paaugstināts dienesta pakāpē,

 
P – tiek paaugstināts, bet nesaņem ordeni,


O – tiek paaugstināts un saņem ordeni.

Tā kā varianti ir 3, tad ir iespējami 
[image: image102.wmf]n
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 apbalvošanu varianti. No šī skaitļa ir jāatņem 
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 apbalvošanu varianti, kad nenotiek paaugstināšana dienesta pakāpē, bet tiek piešķirts ordenis. Tā kā galīgā atbilde ir 
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26.33. Vienādības 
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 parāda, ka var būt gan 2 gan 4 pāra skaitļi. Acīmredzami nevar būt 1 vai 3 pāra skaitļi, jo tad pretējo pušu izteiksmēm būs dažāda paritāte. Atlicis pārliecināties, ka nevar būt arī 0 pāra skaitļu; tātad, ka visi skaitļi nevar būt nepāra skaitļi. No vienādības
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seko, ka nepāra skaitļa kvadrāts ir kongruents ar 1 pēc moduļa 4. Tātad, ja visi skaitļi būtu nepāra skaitļi, tad no vienādības 
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kas nav patiesa. Tātad starp dotajiem skaitļiem var būt 2 vai 4 pāra skaitļi.
26.34. Apzīmēsim ar O regulārā n-stūra centru.

Ar matemātisko indukciju pierādīsim, ka pēc k posmu veikšanas skudra atradīsies tādā punktā 
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, kuram izpildās vienādība
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Bāze. Ja 
[image: image112.wmf]0

=

k

, tad apgalvojums izpildās, jo 
[image: image113.wmf]1

0

1

1

0

+

=

=

OA

OA

OX

.

Induktīvā pāreja. 
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Tas arī bija jāpierāda. Pēc 
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 posmu veikšanas skudra atradīsies tādā punktā B, ka  
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. Tā kā O ir regulāra daudzstūra smaguma centrs, tad pēdējā summa ir vienāda ar 
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. Tas nozīmē, ka skudra beigās atradīsies regulārā daudzstūra centrā.
26.35. Ievērojam, ka
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Pierādījumā tika izmantota nevienādība
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26.36. Apskatām funkciju 
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No šīm nevienādībām redzam, ka dotajam vienādojumam negatīvu sakņu nav. Tātad šim vienādojumam ir viena reāla sakne.
26.37. No īpašības a) seko, ka 
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Ievietojot īpašības b) nevienādībā 
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Tātad 
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Ievietojot īpašības b) nevienādībā
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Saskaitot nevienādības 
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Tātad 
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, turklāt šī vienādība var izpildīties tikai, ja 
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Tas nozīmē, ka vienīgā funkcija, kurai var izpildīties dotās īpašības ir funkcija 
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. Pārbaude parāda, ka šai funkcijai izpildās abi uzdevuma nosacījumi.
26.38. Jā, var. Telpā aplūkosim 5 lodes, kuras savstarpēji ārēji pieskaras viena otrai un jebkuru divu ložu rādiusu garumu summas nav vienādas. Protams, ka šādas konstrukcijas iespējamību ir jāpamato.

Lai to izdarītu var aplūkot četras lodes ar rādiusiem 
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, kas savstarpēji pieskaras (M ir liels skaitlis) un vienu lodi, kas pieskaras šīm četrām.

Piecus punktus izvēlēsimies kā konstruēto ložu centrus. Tad acīmredzami izpildās uzdevuma pirmie divi nosacījumi. Trešais nosacījums seko no tā, ka jebkura 5 posmu lauzta līnija, kuras virsotnes ir ložu centri, sastāv no visu piecu ložu diviem rādiusiem; tātad tās garums ir šo piecu ložu diametru summa.
26.39. Apzīmēsim meklējamo summu ar 
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Otru kopu no pirmās var iegūt šādi: pareizināt visus pirmās kopas skaitļus ar 2 (šo skaitļu lielākie nepāra dalītāji nemainīsies) un pievienot visus nepāra skaitļus no 1 līdz 
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. Šo nepāra skaitļu lielākie nepāra reizinātāji ir paši skaitļi. 

Ievērosim, ka 
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26.40. Vispirms pierādīsim lemmu.

Lemma. Ja trīs figūras atrodas uz vienas rūtiņu līnijas (sakrīt vai nu x vai y koordināte), tad var panākt, ka jebkuras divas no šīm figūriņām atradīsies vienā punktā.

Pierādījums. Pieņemsim, ka punkti A, B, C novietoti uz taisnes uzrakstītajā  secībā un 
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 (otrs gadījums ir simetrisks). Tādā gadījumā punktu C pārbīdām par vektoru 
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. Visu attālumu summa starp punktiem A, B, C nepalielināsies. Pēc zināma laika tā būs konstanta. Tas nozīmēs, ka divi no punktiem, teiksim,  A un B sakrīt.

Ja būtu jāsakrīt punktiem A un C (vai B un C), tad izpildīsim vēl operāciju: pārbīdām A par vektoru 
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Tagad apskatīsim četras figūriņas A, B, C, D  un to projekcijas 
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 uz koordinātu ass Ox. Jāpanāk, lai savienotos punkti A un B. No lemmas seko, ka, izmantojot punktus A, B, C, mēs varam panākt, ka 
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. Pēc tam punktus A un B pārbīdīsim vienu pēc otra, saglabājot vienādību 
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 . No lemmas seko, ka mēs varam panākt, lai 
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Tas nozīmē, ka tagad punktu A, B, C  koordinātes 
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 ir vienādas; tātad šie punkti atrodas uz vienas taisnes, kas paralēla Oy asij. No lemmas seko, ka punktus A un B var sabīdīt vienā punktā.
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