Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". 
26. ATKLĀTĀ OLIMPIĀDE 5.-12. klasei (1998./99. m.g.)
5. klase

26.1. Andris, Bruno, Didzis un Edgars kopā apēda 40 konfektes, katrs vismaz vienu. Bruno un Didzis kopā apēda vismaz 25 konfektes; Andris apēda vairāk konfektes nekā jebkurš cits no zēniem. 

Cik konfektes apēda Edgars?

26.2. Cik no 1 līdz 1999 ieskaitot ir tādu naturālu skaitļu, kuru ciparu summa dalās ar 5?

26.3. Apskatām taisnstūrus, kuru malu garumi ir veseli skaitļi un augstums nepārsniedz platumu. Vai vairāk ir dažādu izmēru taisnstūru ar perimetru 200 vai dažādu izmēru taisnstūru ar perimetru 202?

26.4. Astoņstūra virsotnēs ierakstīja pa naturālam skaitlim. Katras malas viduspunktā uzrakstīja tās galos esošo skaitļu summu. Pēc tam nodzēsa skaitļus visās virsotnēs un vienas malas viduspunktā X; ieguva 26.1. zīmējumā parādīto ainu. Kāds skaitlis bija ierakstīts punktā X?
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26.5. Konferencē piedalījās 17 zinātnieki. Katrs no viņiem konstatēja, ka konferencē vismaz 8 zinātnieki ir viņa radinieki. Pierādīt, ka visi 17 zinātnieki ir radinieki.

6. klase

26.6. Pieci bērni apēd 5 mandarīnus 5 minūtēs. Cik bērni apēd 50 mandarīnus 25 minūtēs?

( Visi mandarīni ir vienādi, visi bērni ēd vienādi ātri.)

26.7. Katra kuba skaldne sadalīta 4 vienādās kvadrātiskās rūtiņās. Vai kuba virsmu var pilnībā aplīmēt ar sešām tādām figūrām, kāda parādīta 26.2. zīm.?

(Katra figūra sastāv no 4 tādām pašām rūtiņām, kādās sadalītas kuba skaldnes)
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26.8. Kādas vērtības var pieņemt ciparu summa naturālam skaitlim, kas dalās ar 7?

26.9. Pa apli kaut kādā kārtībā uzrakstīti visi nenulles cipari, katrs vienu reizi. Apskatām visus deviņus trīsciparu skaitļus, kas iegūstami, nolasot trīs pulksteņa rādītāja kustības virzienā pēc kārtas uzrakstītos ciparus. Aprēķināt šo 9 skaitļu summu.

26.10. a) Uz riņķa līnijas atzīmēti 10 punkti. Vai tajos var ierakstīt burtus 
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 (katrā punktā vienu burtu) tā, lai vienādi burti nekur neatrastos blakus un lai visi blakus esošo burtu pāri būtu dažādi? (Pārus, kas atšķiras tikai ar burtu kārtību, uzskatām par vienādiem).

b) Atrisināt līdzīgu uzdevumu, ja 15 punktos jāizvieto burti 
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7. klase

26.11. Kādu lielāko daudzumu naturālu skaitļu, kas dalās ar 3, var uzrakstīt, lietojot katru nenulles ciparu tieši vienu reizi?

26.12. Rindā stāv n dažāda auguma skolnieki. Pats kreisais no tiem ir īsāks par pašu labējo. Vai noteikti atradīsies tāds skolnieks, kura kaimiņš pa kreisi īsāks nekā viņa kaimiņš pa labi?

Atrisināt uzdevumu, ja 

a) 
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26.13. Dots, ka 
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 var izsacīt kā triju veselu skaitļu kvadrātu summu.

26.14. Dots, ka ABC ir vienādmalu trijstūris. Uz malas BC ņemts punkts M, kas nav trijstūra ABC virsotne. Taisnes, kas caur M vilktas paralēli AB un AC, krusto malas AC un AB atbilstoši punktos E un F. Dots, ka K un L ir atbilstoši BE un CF viduspunkti. Pierādīt, ka MKL ir vienādmalu trijstūris.

26.15. Dotas 13 pēc ārējā izskata vienādas monētas. No tām 12 monētas ir ar vienu masu, bet viena – ar atšķirīgu. Doti arī sviras svari bez atsvariem. Kā ar 2 svēršanu palīdzību noskaidrot, vai atšķirīgā monēta ir vieglāka vai smagāka par pārējām? 

(Pašu monētu atrast nav nepieciešams).

8. klase

26.16. Dots, ka 
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 ir saknes (varbūt vienādas), un izsacīt tās, neizmantojot kvadrātsaknes zīmi.

26.17. Dots, ka ABC ir vienādsānu trijstūris, 
[image: image13.wmf]BC

AB

=

. Uz malas AC  ņemts punkts M, kas nesakrīt ne ar A, ne ar C. Caur M vilkta taisne t, kas perpendikulāra AC; tā krusto taisni AB punktā X un taisni BC – punktā Y. Pierādīt, ka lieluma 
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 vērtība nav atkarīga no punkta M izvēles uz AC.

26.18. Jānis raksta uz tāfeles skaitļus. Pirmais skaitlis ir 23, katrs nākošais ir divas reizes lielāks par iepriekšējo. (Tātad pirmie uzrakstītie skaitļi ir 23; 46; 92; 184;...) Vai starp Jāņa uzrakstītajiem skaitļiem atradīsies divi tādi skaitļi, kuru pirmie cipari ir vienādi, otrie – arī vienādi, priekšpēdējie – arī vienādi? (Uzskatām, ka Jānis turpina rakstīšanu neierobežoti ilgi).

26.19. Rindā kaut kādā kārtībā jāizraksta naturālie skaitļi no 1 līdz 13, katrs tieši vienu reizi. Zināms, ka pirmajam skaitlim jābūt 13, otrajam jābūt 1, un katram skaitlim, sākot ar otro, jābūt visu pirms tam uzrakstīto skaitļu summas dalītājam. Kuru skaitli var rakstīt kā trešo?

26.20. Uz lapas rindā uzrakstīti naturāli skaitļi no 1 līdz 20:


1  2  3  4  ...  19  20.

Divi spēlētāji pēc kārtas ieraksta pa vienai "+", "-" vai "(" zīmei jebkurā vēl brīvā atstarpē starp blakus uzrakstītajiem skaitļiem. Spēle beidzas, kad ierakstītas visas 19 zīmes. 

Pierādīt, ka spēlētājs, kas izdara pirmo gājienu, var panākt, lai iegūtās aritmētiskās izteiksmes vērtība būtu pāra skaitlis.

9.klase

26.21. Atrisināt vienādojumu sistēmu
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26.22. Dots, ka k ir naturāls skaitlis. Pierādīt:


a) ja 
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b) ja 
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26.23. Punkts M ir paralelograma ABCD malas AD viduspunkts. Punkts I ir tā perpendikula pamats, kas vilkts no B pret taisni CM. Pierādīt, ka 
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26.24. Uz riņķa līnijas atzīmēti n punkti, 
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. Pakāpeniski novelkam pa vienam nogrieznim, kas savieno divus no dotajiem punktiem, pie tam neviens no jauna novilkts nogrieznis nekrusto nevienu no iepriekšējiem. Pirmo novilkto nogriezni krāso baltu, otro – sarkanu, trešo – baltu, ceturto – sarkanu, utt. Nogriežņus turpina vilkt, kamēr vien tas iespējams; vilkšanas secība var būt patvaļīga. Kādā krāsā būs pēdējais novilktais nogrieznis.

26.25. Vairākās kaudzēs kopā ir n konfektes. Ar vienu gājienu atļauts izvēlēties jebkuras 2 kaudzes un no lielākās pārlikt mazākajā tik konfekšu, cik mazākajā jau ir (vai apvienot abas kaudzes vienā kaudzē, ja tajās ir vienāds konfekšu daudzums).

Vai taisnība, ka konfektes var apvienot vienā visas kaudzē neatkarīgi no to sākotnējā sadalījuma, ja 
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[image: image22.wmf]64

=

n

,


b) 
[image: image23.wmf]100

=

n

?

10.klase

26.26. Dots, ka 
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, x un y – pozitīvi skaitļi. Kādas vērtības var pieņemt reizinājums xy?

26.27. Atrisināt reālos skaitļos vienādojumu
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26.28. Trijstūrī ABC novilkta bisektrise BD. Trijstūrim BDC apvilktā riņķa līnija krusto malu AB punktā E, bet trijstūrim ABD apvilktā riņķa līnija krusto malu BC punktā F. Pierādīt, ka 
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26.29. Uz tāfeles uzrakstīti 1999 naturāli skaitļi (starp tiem var būt arī vienādi). Ar vienu gājienu atļauts nodzēst divus skaitļus un to vietā uzrakstīt nodzēsto skaitļu lielāko kopīgo dalītāju un mazāko kopīgo dalāmo.

Pierādīt, ka izdarot šādus gājienus pietiekami ilgi, uz tāfeles uzrakstītie skaitļi kādreiz pārstās mainīties.

26.30. Jānis uzrakstījis naturālus skaitļus no 1 līdz 20 (katru vienu reizi) rindā kaut kādā kārtībā; Andris šo kārtību nezina. Ar vienu gājienu Andris var nosaukt jebkurus 10 skaitļus, un Jānis viņam pasacīs, kādā secībā šie 10 skaitļi atrodas rindā. Izdomājiet paņēmienu, kas ļauj Andrim atrast Jāņa uzrakstīto virkni, izmantojot iespējami maz jautājumu. Nav jāpierāda, ka Jūsu atrastais jautājumu skaits ir vismazākais iespējamais.

11.klase

26.31. Doti sviras svari bez atsvariem un sešas pēc ārējā izskata vienādas monētas; to masas visas ir dažādas. Andris norāda Jānim uz divām monētām. Izdomājiet paņēmienu, kas Jānim ar iespējami mazu svēršanu skaitu ļauj noskaidrot, vai šīs monētas atrastos blakus, ja visas sešas monētas saliktu rindā masu pieaugšanas secībā. Nav jāpierāda, ka Jūsu atrastais svēršanu daudzums ir mazākais iespējamais.

26.32. Smaragda pilsētas armijā ir n karavīri. Cik dažādos veidos var sarīkot paaugstināšanu dienesta pakāpē un ordeņa piešķiršanu, ja jāievēro divi nosacījumi:


a) katru, kas saņem ordeni, paaugstina arī dienesta pakāpē


b) ir karavīri, kurus dienesta pakāpē gan paaugstina, bet ordeni viņi nesaņem.

26.33. Dots, ka 
[image: image27.wmf]2

2

2

2

t

z

y

x

=

+

+

, kur 
[image: image28.wmf]t

z

y

x

,

,

,

 – naturāli skaitļi. Cik no skaitļiem 
[image: image29.wmf]t

z

y

x

,

,

,

 var būt pāra skaitļi?

26.34. Dots, ka 
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  –  regulārs n-stūris. Tā virsotnēs atbilstoši dzīvo skudras 
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 sastādīja plānu, kādā secībā viņa apmeklēs visas pārējās skudras, katru vienu reizi; pieņemsim, ka šī secība bija 
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 nekavējoties sāka rāpot virsotnes 
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 virzienā. Norāpojusi pusceļu, viņa pārdomāja, pagriezās un sāka rāpot virsotnes 
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 virzienā. Norāpojusi trešdaļu ceļa, viņa pagriezās un sāka rāpot virsotnes 
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 virzienā. Norāpojusi ceturtdaļu ceļa, viņa pagriezās un sāka rāpot virsotnes 
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 virzienā, utt. Kur atradīsies skudra 
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26.35. Dots, ka 
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26.36. Cik atrisinājumu reālos skaitļos ir vienādojumam
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26.37. Funkcija 
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 definēta visiem reāliem x un pieņem reālas vērtības. Zināms, ka vienlaicīgi izpildās sekojošas divas īpašības:


a) visiem reāliem x pastāv nevienādība 
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b) visiem reāliem x un y pastāv nevienādība
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Atrast visas šādas funkcijas 
[image: image49.wmf](

)

x

f

 un pierādīt, ka citu bez atrastajām nav.

26.38. Vai telpā var novietot 5 punktus tā, lai vienlaicīgi izpildītos sekojošas īpašības:


a) nekādi 4 no tiem neatrodas vienā plaknē,


b) visi attālumi starp tiem ir dažādi,


c) visām 5 posmu slēgtām lauztām līnijām, kuru virsotnes ir šie 5 punkti, garumi savā starpā ir vienādi?

26.39. Katram naturālam skaitlim no 1 līdz 
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 atrodam lielāko nepāra skaitli, ar kuru tas dalās. Atrodiet šo lielāko nepāra dalītāju summu.

26.40. Koordinātu plaknē punktos ar veselām koordinātēm atrodas 4 figūriņas. Ar vienu gājienu var izvēlēties trīs figūriņas A, B, C un pārbīdīt figūriņu A par nogriezni, kas vienāds un paralēls ar BC.

Andris norāda uz divām figūriņām. Pierādīt, ka ar šādu gājienu palīdzību norādītās 2 figūriņas var sabīdīt vienā punktā.
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