Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". 
27. atklātā olimpiāde (1999./2000. m.g.)
Atrisinājumi

27.1. . Katrā desmitniekā no 
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 līdz 
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 skaitļu ciparu summas ir 10 pēc kārtas ņemti naturāli skaitļi. Tātad starp šiem skaitļiem tieši 2 skaitļu ciparu summas dalās ar 5. Starp pirmajiem 9 skaitļiem tikai viena skaitļa 5 ciparu summa dalās ar 5. Skaitļa 2000 ciparu summa ar 5 nedalās.

Tātad pavisam kopā ir 
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 naturāli skaitļi, kuru ciparu summa dalās ar 5.
27.2. Tā kā uzrakstīto skaitļu summa ir lielāka par 
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, tad 
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. Lai pēdējie summas cipari būtu 43, ir divas iespējas 
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Pārbaudot pirmo iespēju, iegūstām:
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No šejienes seko, ka 
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, bet, lai otrā kolonnā veidotos atlikums summā 2, jābūt 
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, taču tad visa summa iznāk vienāda ar 4421.

Otrajā gadījumā atrodam pareizo piemēru:
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27.3. Aprēķinus veicam laikam pretējā secībā. Pēc ceturtdienas vakariņām mežā palika tikai viens rūķītis – tas varēja būt tikai šilliššalla, kas vakariņu laikā no meža padzina vienu pukku. 
Tālāk izveidosim tabulu, cik pirms katras ēdienreizes mežā bija votivapu, šilliššallu un pukku.

Pirms ceturtdienas vakariņām –  (0, 1, 1);

pirms ceturtdienas pusdienām – (1, 1, 1);

pirms ceturtdienas brokastīm – (1, 1, 2);

pirms trešdienas vakariņām – (1, 3, 2);

pirms trešdienas pusdienām – (4, 3, 2);

pirms trešdienas brokastīm – (4, 3, 6);

pirms otrdienas vakariņām – (4, 9, 6);

pirms otrdienas pusdienām – (13, 9, 6);

pirms otrdienas brokastīm – (13, 9, 19);

pirms pirmdienas vakariņām – (13, 28, 19);

pirms pirmdienas pusdienām – (41, 28, 19);

pirms pirmdienas brokastīm – (41, 28, 60).

Tātad mežā pirms pirmdienas brokastīm bija 41 votivapa, 28 pukkas un 60 šillišsšallas.
27.4. Ja Jānis un Andris atrodas vienā kolonnā vai rindā, tad apgalvojums tieši seko no uzdevuma nosacījumiem. 

Pretējā gadījumā Atradīsim skolnieku X, kurš atrodas vienā rindā ar Andri un vienā kolonnā ar Jāni, kā arī skolnieku Y, kurš atrodas vienā rindā ar Jāni un vienā kolonnā ar Andri.

No dotā seko, ka
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Tātad Andris un Jānis ir vienāda garuma.
27.5. Tā kā 
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65

5

13

>

=

×

, tad vairāk par 12 norādītajām figūrām izgriezt nevar. Var izgriezt 12 figūras, piemēram, tā, kā parādīts 27.6. zīmējumā.
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27.6. Starp skaitļiem no 1 līdz 9  ir pieci nepāra cipari; katrā desmitniekā no 
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n

 līdz 
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 ir pieci nepāra vieninieku cipari. Tātad vieninieku nepāra ciparu ir 50. Turklāt ir 50 nepāra desmitnieku ciparu; arī skaitlis 100 satur nepāra ciparu. Tātad kopā ir 101 nepāra cipars.
27.7. Skaitlis, kura ciparu summa ir 1 ir vienāds ar 
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 un nedalās ar 7. Ar matemātisko indukciju pierādīsim, ka eksistē skaitlis ar ciparu summu 
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Indukcijas bāze: 
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Skaitļi 1001 un 21 ar ciparu summu 2 un 3 dalās ar 7. Pierādīsim, ka, ja eksistē skaitlis A ar ciparu summu k, kurš dalās ar 7, tad eksistē arī skaitlis ar ciparu summu 
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, kurš dalās ar 7. 

Līdz ar to būs pierādīts, ka eksistē skaitlis, kura ciparu summa ir 
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 un kurš dalās ar 7. 

Lai konstruētu šādu skaitli, aplūkosim skaitli 
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 ; šī skaitļa ciparu summa ir 
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 un tas dalās ar 7.
27.8. Pieņemsim pretējo un saskaitīsim, cik kopā ir deputātu piedalīšanos komisijās. Skaitot pa deputātiem, iegūstam 100 nepāra skaitļu summu, tātad pāra skaitli. Skaitot pa komisijām, iegūstam 17 nepāra skaitļu summu,  tātad nepāra skaitli. Tā ir pretruna.
27.9. Zīmējumā parādīti trīs veidi, kā izvietot skaitļus.
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27.10. Zīmējumā parādīts, ka var iegūt 4 dotā veida daļas.

[image: image27.png]278 zim.





Vairāk daļu iegūt nevar. Izkrāsosim figūru divās krāsās kā parādīts 27.9. zīmējumā.
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Katra daļa nosedz balto un melno rūtiņu skaitu, kas atšķiras par 3. Tātad 5 šādas figūras nosegtu balto un melno rūtiņu skaitu par skaitļa 3 daudzkārtni. Taču melno rūtiņu skaits ir par 5 lielāks nekā balto rūtiņu skaits, tātad nedalās ar 3 – pretruna.
27.11. Apgalvojums seko no vienādības
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Šī skaitļu summa var nebūt naturālu skaitļu kvadrātu summa; piemēram, ja 
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, tad 
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 nav divu naturālu skaitļu kvadrātu summa.
27.12. Meklējamais skaitlis ir uzrakstāms formā 
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. tātad skaitlim 
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 jādalās ar 7. Mazākai šāds skaitlis ir 111111. Mazākais meklējamais skaitlis ir 777777.
27.13. Skat. 27.10. zīm.
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Trijstūri  EMB un CMF ir vienādi, jo tiem ir vienādas divas malas 
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. Pagriežot trijstūri CMF ap virsotni M par 
[image: image38.wmf]°

60

 iegūstam trijstūri  EMB. Tātad CMF mediāna ML pāriet par trijstūra EMB mediānu MK.

Tas nozīmē, ka 
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27.14. a) Jā var. Piemēram, 1+4=5, 2+5=7, 3+8=11, 9+10=19, 11+12=23, 6+7=13.

b) Nē, nevar. Mēs varētu iegūt tikai nepāra pirmskaitļus, kas nepārsniedz 99. Šādu pirmskaitļu ir tikai 24, bet summām ir jābūt 25; tātad tās visas nevar būt dažādas.
27.15. Pietiek izgriezt 3 figūras kā parādīts 27.11. zīmējumā.
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Ar divu figūru izgriešanu nepietiek. Aplūkosim 27.12. zīm. attēlotās figūras.
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Katra no uzzīmētajām figūrām var šķelt augstākais 2 no uzzīmētajām figūrām. Pieņemsim, ka pirmā figūra šķeļ divas augšējās figūras, bet otrā – divas apakšējās figūras. Lai šķeltu divas augšējās figūras ir divas iespējas (pārējās divas ir simetriskas (skat. 27.13. zīm.).
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Kā redzam augšējā daļā vēl var izvietot vienu dotā veida figūru.
27.16. No vienādības 
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 seko, ka skaitlis 1 ir vienādojuma 
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 sakne. Otru vienādojuma sakni atrodam izmantojot Vjeta teorēmu: 
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27.17. a) Jā tāds, piemēram, ir taisnleņķa trijstūris ar leņķiem 
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b) Skat. 27.14. zīmējumu.
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Novelkam leņķa A bisektrisi AN un perpendikulu pret malu AB – NM . Trijstūri  ACN un AMN ir vienādi (tiem ir vienādi leņķi un piemalas 
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, AN – kopīga mala). Tā kā 
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27.18. a) Nē, ne noteikti. Piemēram, uz vienas kartītes var būt uzrakstīts skaitlis 51, bet uz pārējām 1. Skaidrs, ka tādā gadījumā summu 50 savākt nevar.

b) Jā. Sadalīsim riņķa līniju 100 vienādos lokos un 51 dalījuma punktus atzīmēsim tā, ka  mazo loku skaits starp atzīmētajiem punktiem sakrīt ar uzrakstītajiem skaitļiem. Pavisam ir 50 diametrāli pretēji punktu pāri. Tā kā dalījuma punktu skaits ir 51, tad divi no dalījuma punktiem atradīsies diametrāli pretējos punktos. Skaitļu summa, kas atbilst lokiem vienā pusriņķī ir vienāda ar 50.
27.19. Aplūkosim hordas, kas savelk n mazos lociņus, 
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. Pagriezīsim riņķa līniju par n mazajiem lociņiem. Ja x balti punkti šajā pagriezienā pāriet baltajos punktos, tad 
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 balti punkti pāriet sarkanajos punktos; tātad 
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 sarkani punkti pāriet sarkanajos punktos. Tātad ir vienāds skaits hordu, kurām abi gali ir balti un abi gali ir sarkani un kas savelk n mazos lociņus. Tā kā šis apgalvojums ir spēkā jebkuram n, tad arī visu hordu garumu summa, kurām abi gali ir balti, ir vienāda ar visu hordu garumu summu, kurām abi gali ir sarkani.
27.20. Tā kā 
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, tad vairāk par 7 figūrām izgriezt nevar. 27.15. zīmējumā parādīts kā izgriezt 6 figūras.
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Pieņemsim, ka izgrieztas 7 figūras. Tad 27.16. zīmējumā paliks viena nenoklāta  rūtiņa, tātad noklātajam iekrāsoto un neiekrāsoto rūtiņu skaitam ir jāatšķiras par 1. Bet katra dotā figūra nosedz par 3 vienas krāsas rūtiņām vairāk nekā otras krāsas rūtiņas. Tātad nosegto iekrāsoto un neiekrāsoto rūtiņu skaitam būtu jāatšķiras par skaitļa 3 daudzkārtni; pretruna.
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27.21. Atņemot no pirmā vienādojuma otro iegūstam:
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a) ja 
[image: image60.wmf]0

=

-

y

x

, tad 
[image: image61.wmf]2

5

2

1

±

-

=

=

y

x

;

b) ja 
[image: image62.wmf]0

¹

-

y

x

, tad 
[image: image63.wmf]1

=

+

y

x

, 
[image: image64.wmf]{

}

1

,

0

1

2

Î

Þ

=

-

=

x

x

y

x

, un iegūstam divus atrisinājumus 
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Tā kā pārveidojumi nav ekvivalenti, tad pārbaude ir obligāta.

Uzdevumu var atrisināt arī ar ievietošanas metodi.
27.22. a) Nē, nevar. Četru dažādu apgriezto skaitļu summa nepārsniedz
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b) Jā, var. 
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27.23. Aplūkosim 27.17. zīmējumu.
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Tā kā BNOS ir paralelograms ar vienādiem augstumiem (riņķa līnijas rādiusiem), tad tas ir rombs (pierādiet to!). Tāpēc 
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 seko no tā, ka no punkta B ir vilktas divas pieskares vienai riņķa līnijai. No šīm vienādībām seko, ka 
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27.24. a) Apzīmēsim izvēlētos skaitļus ar x un y. Tā kā 
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Varam izvēlēties skaitļus 
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b) Līdzīgā ceļā iegūstam vienādojumu
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Pastāv divas iespējas:
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 ; šī iespēja neder, jo skaitļiem jābūt dažādiem; 

2) 
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27.25. Apskatīsim lampu, no kuras iziet lielākais daudzums vienas krāsas vītņu; pieņemsim, ka tā ir lampa A, no kuras iziet lielākais daudzums x baltas vītnes, un šīs vītnes iet uz lampām 
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. Pieņemsim, ka ir vēl kāda lampa B. Ja B ar visām lampām 
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 būtu savienota ar sarkanām vītnēm, tad no B izietu vairāk kā par x sarkanām vītnēm (B ar A arī ir savienota ar sarkanu vītni), bet tā ir pretruna ar lampas A izvēli.

Tātad no lampas A uz jebkuru lampu B var aizrāpot ne vairāk kā pa divām baltām vītnēm. Tāpēc no jebkuras lampas uz jebkuru citu var aizrāpot, pa ceļam apmeklējot augstākais 3 lampas; vispirms jāiet uz lampu A, pēc tam uz vajadzīgo lampu.
27.26. . Ievērojam, ka 
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Tā kā x un y – pozitīvi skaitļi, tad 
[image: image85.wmf]xy

<

0

. Iegūstam:



[image: image86.wmf]2

1

0

£

<

xy

.

Vēl ir jāpierāda, ka, ja c ir patvaļīgs reāls skaitlis, kuram izpildās nevienādības
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tad sekojošai vienādojumu sistēmai ir reāli atrisinājumi.
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Pieskaitot un atņemot otro vienādojumu no pirmā reizinātu ar 2, iegūstam:
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Tātad, pieņemot, ka 
[image: image91.wmf]y

x

³

, iegūstam:



[image: image92.wmf]c

y

x

2

1

+

=

+

,   
[image: image93.wmf]c

y

x

2

1

-

=

-

.

No šejienes viegli atrast x un y vērtības, kas apmierina uzdevuma nosacījumus:
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27.27. Atcerēsimies, ka skaitlis un tā ciparu summa dod vienādus atlikumus, dalot ar 3. Apzīmēsim dotos pirmskaitļus ar x un y. 
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 un, ievērojot, ka 1033 arī ir pirmskaitlis, iegūstam vienīgo uzdevuma atbildi: 3, 103, 1033.
27.28. Skat. 27.18. zīmējumu.
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No trijstūra viduslīniju īpašībām seko, ka 
[image: image103.wmf]EB

MC

||

1

 un 
[image: image104.wmf]EC

MB

||

1

, tāpēc 
[image: image105.wmf]BEC

MB

C

Ð

=

Ð

1

1

. No simetrijas seko, ka trijstūri BEC un BDC ir vienādi . Tā kā 
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Tas nozīmē, ka ap četrstūri 
[image: image108.wmf]1
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 var apvilkt riņķa līniju, kas arī bija jāpierāda.
27.29. a) Jā, to var izdarīt, piemēram, tā, kā parādīts 27.19. zīmējumā.
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b) To nevar izdarīt, jo atlikušo rūtiņu skaits 45 nedalās ar 4.

c) To nevar izdarīt. Aplūkosim 27.20. zīmējumu.
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Katrā norādītās formas figūrā starpība starp iekrāsotajām rūtiņām un neiekrāsotajām ir 2. Tā kā figūru skaitam ir jābūt nepāra skaitlim 15, tad iekrāsoto un neiekrāsoto skaitļu starpībai ir jābūt skaitlim 
[image: image111.wmf]2
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, taču šī starpība ir 4; tātad prasītais sadalījums nav iespējams.
27.30. a) var uzzīmēt lauztu līniju ar 56 virsotnēm (skat. 27.21. zīm.).
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b) Turpmāk sauksim rūtiņu par īpašu, ja lauztās līnijas virsotņu tajā nav. Katrai no stūra virsotnēm blakus ir vismaz viena īpaša rūtiņa; pretējā gadījumā lauztā līnija ieietu vienā rūtiņā divas reizes (skat. 27.22. zīm.).
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c) Līdzīgi var pierādīt, ka katrā no kvadrāta ceturtdaļām ir vēl vismaz viena īpaša rūtiņa. Tātad, vismaz 8 rūtiņas ir īpašas un lauztajai līnijai ir ne vairāk kā 56 virsotnes.
27.31. Vienādības 
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 parāda, ka var būt gan 2 gan 4 pāra skaitļi. Acīmredzami nevar būt 1 vai 3 pāra skaitļi, jo tad pretējo pušu izteiksmēm būs dažāda paritāte. Atlicis pārliecināties, ka nevar būt arī 0 pāra skaitļu; tātad, ka visi skaitļi nevar būt nepāra skaitļi. No vienādības
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seko, ka nepāra skaitļa kvadrāts ir kongruents ar 1 pēc moduļa 4. Tātad, ja visi skaitļi būtu nepāra skaitļi, tad no vienādības 
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kas nav patiesa. Tas nozīmē, ka starp dotajiem skaitļiem var būt 2 vai 4 pāra skaitļi.
27.32. Pārbīdīsim paralelogramu par vektoru 
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 (skat. 27.23. zīm.).
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27.33. a) Aplūkosim staru 
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. No stara vienā pusē atrodas vienāds skaits x virsotnes un malas un otrā pusē vienāds skaits y virsotnes un malas. Kopējais atlikušo virsotņu un malu skaits ir 1999. Katru virsotni no stara 
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 vienas puses jāsavieno ar nogriezni no stara otras puses. Tas nozīmē, ka jāizpildās vienādībai 
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; bet tā kā 1999 ir nepāra skaitlis, tad tas nav iespējams.

b) Skat. 27.24. zīmējumu.
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Spriežot līdzīgi kā iepriekš, punktam P būtu jāatrodas visos iesvītrotajos trijstūros (tad katram novilktajam staram abās pusēs atrastos 4 virsotnes un 4 malas). Taču šo trijstūru šķēlums ir tukša kopa un šajā 9-stūrī nav neviena īpaša punkta.
27.34. Viegli redzēt, ka funkcija 
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Ievietojot 
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. Tā kā funkcijas f vērtības ir naturāli skaitļi, tad 
[image: image133.wmf](

)

(

)

(

)

1

1

1

=

=

f

f

f

.

Pieņemsim, ka 
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dotu pretrunu.

Ar matemātisko indukciju pierādīsim, ka 
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Pieņemsim, ka apgalvojums pierādīts visiem naturāliem skaitļiem no 1 līdz 
[image: image138.wmf]1

-

n

. Pierādīsim apgalvojumu skaitlim n.

Pieņemsim pretējo, ka 
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; bet tas ir pretrunā ar uzdevuma nosacījumiem. Apgalvojums pierādīts.
27.35. Atzīmēsim, ka jebkurā turnīrā, kurā piedalās 2k komandas, vismaz vienai ir ne mazāk par k uzvarām. Pretējā gadījumā kopējais zaudējumu skaits, kas ir vienāds ar kopējo uzvaru skaitu, būtu lielāks par kopējo uzvaru skaitu.

Tātad ir tāda komanda 
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Līdzīgi turpinot atrodam komandas 
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Aplūkojam divus gadījumus:


a) Eksistē tāda komanda B, kurai zaudējušas visas atlikušās komandas, no tām (ne vairāk par n), kurām zaudēja komanda 
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b) Nav komandas, kurai zaudējušas visas atlikušās komandas. Pievienojot, ja nepieciešams, šai grupai patvaļīgas komandas, lai to kopskaits būtu n, iegūstam prasīto grupu.
27.36. Apskatām funkciju 
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No šīm nevienādībām redzam, ka dotajam vienādojumam negatīvu sakņu nav. Tātad šim vienādojumam ir viena reāla sakne.
27.37. Izteiksim skaitļus a un b formā: 
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Tā kā reizinātājs 
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 ir nepāra skaitlis, kurš lielāks par 1, tad tas nevar būt skaitļa 
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 dalītājs. Tātad dotajam vienādojumam nav atrisinājumu naturālos skaitļos.
27.38. Nē, tādas lodes nevar būt. Pieņemsim, ka tāda lode eksistē. Ievērosim, ka pieskares lodei, kas novilktas no viena punkta, ir vienādas savā starpā. Tiešām, ja attālums no lodes centra līdz dotajam punktam ir x, bet lodes rādiuss ir r, tad abu pieskaru garumi ir 
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Visas summas sastāv no četru pieskaru summām, kas vilktas no punktiem 
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Tātad visu 6 nogriežņu summa ir vienāda ar 
[image: image168.wmf](

)

CD

AB

+

×

3

 un tai ir jādalās ar 3, bet doto skaitļu summa ar 3 nedalās.
27.39. Uzdevuma risinājums balstās uz divām lemmām.

1. lemma. Ja trijstūra visas malas garākas par 
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, tad tas nevar atrasties riņķī ar rādiusu 1.

Pieņemsim, ka trijstūris ABC atrodas riņķa iekšpusē. Pagarinot trijstūra malas, iespējams panākt, ka visas trijstūra virsotnes atrodas uz riņķa līnijas. Šādā gadījumā vismaz viens no lokiem AB, BC, CA nepārsniedz 
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 un atbilstošā horda nepārsniedz 
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.

2. lemma. Ja ir 2n punkti un daži no tiem savienoti ar nogriežņiem tā, ka nav izveidojies neviens trijstūris ar virsotnēm šajos punktos, tad nogriežņu skaits nepārsniedz 
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Aplūkosim punktu P, no kura iziet lielākais nogriežņu skaits x uz punktiem 
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[image: image175.wmf]x

n

-

2

 nogriežņiem. No pārējiem 
[image: image176.wmf]x

n

-

2

 punktiem iziet ne vairāk par x nogriežņiem (tā bija izvēlēts skaitlis x).

Tātad kopējais nogriežņu galapunktu skaits nepārsniedz
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 un kopējais nogriežņu skaits nepārsniedz 


[image: image178.wmf](

)

(

)

2

2

2

2

n

x

n

n

x

n

x

£

-

-

=

-

×

.

Tagad ir skaidrs, ka riņķi nevar būt vairāk par 
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 nogriežņiem, kas garāki par 
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. Pretējā gadījumā riņķi atrastos trijstūris, kam visas malas garākas par 
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 šādus nogriežņus var novilkt, ja 1000 punktus izvēlamies riņķa diametra AB viena galapunkta tuvumā, bet citus 1000 punktus izvēlamies riņķa diametra AB otra galapunkta tuvumā.
27.40. a) Nē, neeksistē. Pieņemsim, ka izdevies atrast n šādas virknes. Aplūkosim skaitļus 
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[image: image185.wmf](

)

(

)

3

6

2

3

2

3

+

>

+

+

+

n

n

n

.

Tātad katrai F-virknei aplūkojamā intervālā ir ne vairāk par diviem locekļiem; tātad visas tās kopā satur ne vairāk kā 2n skaitļus no šī intervāla, Tā kā intervālā ir 
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 skaitļi, tad daži no tiem nepieder nevienai no izvēlētajām F-virknēm.

b) Jā, eksistē. Aplūkosim Fibonači skaitļu virkni:
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Protams, ka tā arī ir F-virkne. Fibonači skaitļu teorijā ir labi zināma teorēma: katru naturālu skaitli var vienīgajā veidā izsacīt kā dažādu Fibonači skaitļu summu tā, lai nekādi divi saskaitāmie nebūtu Fibonači virknes blakus locekļi. (Pierādiet šo faktu ar matemātisko indukciju).

Aplūkosim pozicionālu skaitīšanas sistēmu, kurā bāzes skaitļi ir Fibonači skaitļi, bet cipari ir skaitļi 1 un 0; turklāt cipari 1 nedrīkst atrasties blakus. Piemēram,
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No teorēmas seko, ka šajā sistēmā katram naturālam skaitlim eksistē pieraksts, un tas ir vienīgais.

Ar x apzīmēsim jebkuru galīgu vieninieku un nuļļu virkni, kas sākas ar 1, beidzas ar 1 un nekādi divi vieninieki neatrodas blakus. Ar 
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Viegli pārbaudīt, ka 
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 ir F-virkne, un visas dažādās virknes 
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kopā katru naturālo skaitli satur tieši vienu reizi.
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