Materiāls ņemts no grāmatas: Agnis Andžāns, Aivars Bērziņš, Anna Bērziņa "Latvijas atklāto matemātikas olimpiāžu uzdevumi un atrisinājumi". 
27. ATKLĀTĀ OLIMPIĀDE 5.-12. klasei (1999./2000. m.g.)

5. klase

27.1. Cik no 1 līdz 2000 ieskaitot ir tādu naturālu skaitļu, katram no kuriem ciparu summa dalās ar 5?
27.2. Atrast, kādi cipari saskaitīšanas piemērā aizstāti ar burtiem, ja vienādi cipari aizstāti ar vienādiem burtiem, bet dažādi – ar dažādiem:
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27.3. Pasaku mežā dzīvoja triju ķildīgu cilšu rūķīši: votivapas, šillišallas un pukkas. Sākot ar pirmdienas rītu, katru dienu notika sekojošais:


a) brokastlaikā katrs mežā palikušais votivapa padzina no meža vienu šillišallu (katrs citu),


b) pusdienlaikā katrs mežā vēl palikušais pukka padzina no meža vienu votivapu (katrs citu),


c) vakariņu laikā katrs mežā vēl palikušais šillišalla padzina no meža vienu pukku (katrs citu)

Ceturtdien pēc vakariņām mežā palika tikai viens rūķītis. Cik katras cilts rūķīšu bija mežā pirmdien pirms brokastīm?
27.4. Trīsdesmit zēni nostājušies taisnstūrī piecās rindās un sešās kolonnās. Neviens zēns, kas ir vienā rindā ar Jāni, nav garāks par viņu, un neviens zēns, kas ir vienā kolonnā ar Jāni, nav īsāks par viņu. Tas pats paliek spēkā, ja vārdu "Jānis" aizstāj ar vārdu "Pēteris". Pierādiet, ka Jānis un Pēteris ir vienāda auguma.

27.5. Kvadrāts sastāv no 
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 vienādām kvadrātiskām rūtiņām. Tas sagriezts daļās tā, ka griezumi iet pa rūtiņu robežām.

Kāds lielākais skaits daļu var būt tādas kā 27.1. zīm. attēlotā figūra (figūras var būt pagrieztas jebkurā stāvoklī)?
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6.klase

27.6. Cik nepāra ciparu uzrakstīts, ja pa reizei uzrakstīti visi naturālie skaitļi no 1 līdz 100 ieskaitot?
27.7. Kādas vērtības var pieņemt ciparu summa naturālam skaitlim, kas dalās ar 7?
27.8. Parlamentā ir 100 deputāti. Tajā nodibinātas 17 komisijas (katrs deputāts var piedalīties vairākās komisijās). Lai novērstu grūtības balsošanā, katrā komisijā ir nepāra skaits locekļu. Pierādīt, ka vismaz viens deputāts ir iesaistījies pāra skaitā komisiju (deputāts, kurš nav nevienā komisijā, ir pāra skaitā komisiju).
27.9. Kuba virsotnēs ierakstīti naturāli skaitļi no 1 līdz 8, katrs vienu reizi. Visās skaldnēs ierakstīto 4 skaitļu summas ir vienādas.

a) Atrodiet kaut vienu skaitļu izvietojumu ar šo īpašību.

b) Atrodiet trīs dažādus skaitļu izvietojumus ar šo īpašību.

(Divi izvietojumi skaitās dažādi, ja var atrast divus skaitļus, kas vienā izvietojumā atrodas uz vienas šķautnes, bet otrā – nē). 
27.10. Kvadrāts sastāv no 
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 vienādām kvadrātiskām rūtiņām. Tas sagriezts daļās tā, ka griezumi iet pa rūtiņu robežām.

Kāds lielākais skaits daļu var būt tādas kā 27.2. zīm. attēlotā figūra (figūras var būt pagrieztas jebkurā stāvoklī)?
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7.klase

27.11. Dots, ka 
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 var izsacīt kā divu veselu skaitļu kvadrātu summu. Vai to noteikti var izsacīt kā divu naturālu skaitļu kvadrātu summu? 
27.12. Atrast mazāko naturālo skaitli, kam visi cipari ir vienādi un kas dalās ar 49?
27.13. Dots, ka ABC ir vienādmalu trijstūris. Uz malas BC ņemts punkts M, kas nav trijstūra ABC virsotne. 

Taisnes, kas caur M vilktas paralēli AB un AC, krusto malas AC un AB atbilstoši punktos E un F. Dots, ka K un L ir atbilstoši BE un CF viduspunkti. Pierādīt, ka MKL ir vienādmalu trijstūris.
27.14. Vai naturālos skaitļus


a) no 1 līdz 12 ieskaitot,


b) no 1 līdz 50 ieskaitot

var tā sadalīt pa pāriem, lai visas pāros ieejošo skaitļu summas būtu dažādas un katra no tām būtu pirmskaitlis?

(Piemēram, skaitļus no 1 līdz 6 varētu sadalīt tā: 
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27.15. Kvadrāts sastāv no 
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 vienādām kvadrātiskām rūtiņām. Kādu mazāko daudzumu figūru, kas vienādas ar 7.3. zīm. redzamo, var no tā izgriezt, lai no atlikušās kvadrāta daļas nevienu citu tādu figūru izgriezt nevarētu? Griezumi pieļaujami tikai pa rūtiņu robežām.
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8.klase

27.16. Dots, ka 
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 ir saknes (varbūt vienādas), un izsacīt tās, neizmantojot kvadrātsaknes zīmi.
27.17. a) Vai eksistē tāds trijstūris ABC, ka 
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b) Trijstūrī ABC zināms, ka 
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27.18. Uz katras no vairākām kartītēm uzrakstīts pa naturālam skaitlim (starp tiem var būt arī vienādi); uz visām kartītēm uzrakstīto skaitļu summa ir 100. Vai noteikti var atrast tādas kartītes (varbūt vienu pašu), uz kurām uzrakstīto skaitļu summa ir 50, ja kartīšu skaits ir


a) 50,


b) 51?
27.19. Riņķa līnija ar 2000 punktiem sadalīta 2000 vienādos lokos. Puse no dalījuma punktiem ir balti, puse – sarkani. Novilktas visas hordas, kas savieno dalījuma punktus. 

Pierādīt, ka to hordu garumu summa, kurām abi gali ir balti, ir vienāda ar to hordu garumu summu, kurām abi gali ir sarkani.
27.20. Kvadrāts sastāv no 
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 vienādām kvadrātiskām rūtiņām. Tas sagriezts daļās tā, ka griezumi iet pa rūtiņu robežām.

Kāds lielākais skaits daļu var būt tādas kā 27.4. zīm. attēlotā figūra (figūras var būt pagrieztas jebkurā stāvoklī)?
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9.klase
27.21. Atrisināt vienādojumu sistēmu
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27.22. Vai skaitli


a) skaitli 2,


b) skaitli 
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var izsacīt kā četriem dažādiem naturālu skaitļu kvadrātiem apgriezto lielumu summu?
27.23. Caur taisnleņķa trijstūrī ievilktās riņķa līnijas centru novilktas taisnes paralēli tā malām. Šīs taisnes sadala katru no trijstūra malām trīs nogriežņos. Pierādīt, ka hipotenūzas vidējā nogriežņa garums vienāds ar katešu vidējo nogriežņu summu.
27.24. Apskatām pirmos n naturālos skaitļus. No tiem jāizvēlas divus tā, lai to reizinājums būtu vienāds ar visu pārējo skaitļu summu. Vai tas ir iespējams, ja


a) 
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27.25. Karnevāla zālē katras divas lampas savienotas ar baltu vai sarkanu vītni (tikai vienu).

Pierādīt, ka zirneklītis var izvēlēties vienu no šīm krāsā tā, ka, rāpojot tikai pa izvēlētās krāsas vītnēm, viņš var nokļūt no jebkuras lampas uz jebkuru citu, pa ceļam apmeklējot augstākais 3 no pārējām lampām.

10.klase

27.26. Dots, ka 
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27.27. Divu pirmskaitļu starpība ir 100. Uzrakstot pirmo galā otrajam, atkal iegūst pirmskaitli. Atrast šos pirmskaitļus un pierādīt, ka citu bez Jūsu atrastajiem nav.
27.28. Šaurleņķa trijstūrim ABC apvilkta riņķa līnija. Punkts D atrodas uz riņķa līnijas tā loka BC, kas nesatur A (D nesakrīt ne ar B, ne ar C). Punkts E ir simetrisks punktam D attiecībā pret BC; punkts M ir AE viduspunkts.

 Pierādīt, ka M atrodas uz tās riņķa līnijas, kas iet caur trijstūra ABC malu viduspunktiem.
27.29. Kvadrāts sastāvēja no 
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 kvadrātiskām rūtiņām. Tās četras stūra rūtiņas (katru savā stūrī) izgrieza. Atlikušo daļu jāsagriež figūrās, kas visas vienādas ar 27.5. zīm. attēloto. Vai to var izdarīt, ja


a) 
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27.30. Kvadrāts sastāv no 
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 vienādām kvadrātiskām rūtiņām. To centrus savieno slēgta lauzta līnija, kuras posmi paralēli kvadrāta malām; līnijas virsotnes atrodas tikai rūtiņu centros, un tā iet caur katras rūtiņas centru tieši vienu reizi.


a) Uzzīmēt šādu līniju ar iespējami daudzām virsotnēm,


b) pierādīt, ka tādai līnijai ir ne vairāk kā 60 virsotnes,


c) pierādīt, ka tādai līnijai ir ne vairāk kā 56 virsotnes.
11.klase
27.31. Dots, ka 
[image: image36.wmf]2

2

2

2

t

z

y

x

=

+

+

, kur 
[image: image37.wmf]t

z

y

x

,

,

,

  – naturāli skaitļi. Cik no skaitļiem 
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 var būt pāra skaitļi?
27.32. Paralelograma ABCD iekšpusē atrodas punkts M. Ir zināms, ka 
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27.33. Izliekta n-stūra 
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 iekšēju punktu P sauc par īpašu, ja stari 
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 krusto dažādas n-stūra malas to iekšējos punktos.

Pierādīt:


a) Izliektā 2000-stūrī nav neviena īpaša punkta,


b) eksistē 9-stūris, kurā nav neviena īpaša punkta.
27.34. Funkcijas 
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Atrast visa šādas funkcijas 
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 un pierādīt, ka citu bez atrastajām nav.
27.35. Volejbola turnīrā piedalās 
[image: image46.wmf](

)

3

2

2

1

-

×

+

-

n

n

 komandas (n – naturāls skaitlis), katra ar katru spēlē tieši vienu reizi (neizšķirtu nav). Pierādīt, ka pēc turnīra beigām var izvēlēties n no šīm komandām tā, ka katra no pārējām zaudējusi vismaz vienai no izvēlētajām n komandām.
12.klase

27.36. Cik atrisinājumu reālos skaitļos ir vienādojumam
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27.37. Atrisināt naturālos skaitļos vienādojumu
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27.38. Trijstūra piramīdas šķautņu garumi ir 17, 18, 19, 20, 21, 23. Vai eksistē lode, kas pieskaras visām tās šķautnēm.
27.39. Riņķī ar rādiusu 1 atrodas 2000 punkti. Novilkti visi iespējamie nogriežņi, katrs no kuriem savieno kaut kādus divus no dotajiem 2000 punktiem. Kāds lielākais skaits šo nogriežņu var būt garāki par 
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27.40. Naturālu skaitļu virkni sauc par  F-virkni, ja tā ir augoša, bezgalīga un katrs tās loceklis, sākot ar trešo, vienāds ar abu iepriekšējo locekļu summu. Vai eksistē


a) galīgs daudzums,


b) bezgalīgs daudzums

F-virkņu ar īpašību: katrs naturāls skaitlis pieder tieši vienai no tām.
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