Nlmfj Latvijas 36.atklatas matenatikas olimpiades uzdevumulSlI atrisinajumi

5.1.Atbilde: 2009
Risinajums. A. Ta ka javar tulkot uz katru no 2009 valoaim, tad ar maak ka 2009
vardricam noteikti nepietiek.
B. Ja \érdricaslauj tulkot "pa apli”, k redzams 1.1m., tad ar 2009ardriicam pietiek.

Cv>1 22 >3->..->2008-> 2009j
1. zim.
5.2.Pientram, &: 1; 2; 4; 3; 6; 7; 5; 9; 8; 10.
5.3. Skat., piem., 2.im.

S 2. Zm. F E 3. 2m.

5.4.a) p; skat., piem., 3.1m.
b) re. Katra no 8 punktiem A; B; ...; H saiet ka@ (nefra skaits) nogriep, apec kata no
tiem jabat vismaz vienasihijas galam. Bet 3tijam kopa ir tikai 6 gali.

5.5.Ja ir n iedwotaju, tad ir uzdoti 3n ja@umi; 1,5n atbilzu bija ,3”. Katrs patiesais cikks
atbildgja ,ja” vienreiz, katrs melis — divreiz.afad méu pavisam ir tieSi 50%. Ja patieso B
atbalsttaju ir x% no visiem iedwotajiem, tad méu, kas neatbalsta B, ir (50 — x)%tad
mdu, kas atbalsta B, ir 50% — (50 — x)% = x% no visieaivotajiem. Tatad starp B
atbalsitajiem tieSi puse ir mie

6.1. Ja kids no cipariem ir 0; 3; 6 vai 9, Maija raksta atiod® viencipara skaitli. Ja Andra
nosauktie skdjiir 1; 4; 7 vai 2; 5; 8, Maija rakstaisciparu skaitli. Ja irdds cipars no
kopas {1; 4; 7} un kds — no kopas {2; 5; 8}, Maija raksta atbilstoSo divciparaitik

6.2. Pavisam izteiks@ir 10 dazdi burti, tatad tie Sife 10 daZdus ciparus. dtad viens no tiem
ir 0. Ta ka O nevar ot sau¢ja, tad & ir skaiftaja. Tapec izteiksmes &rtiba ir O.

6.3.a) ja; pieneram, ja akuma bija uzraksti skaifi 1; 1; 1; 2.

b) re. leverosim, ka.n—+l=1+£§ 2. Tapec reizirajuma \ertiba var pieaugt aug#tais
n n

2.2.2-2=16 reizes.

6.4.Atbilde: 32.
Risinajums. Viegli parbaudt, ka skailus no 101dz 32 ieskaitot var atiot, ja uzraksto
ciparu sistmas ir {1; 2; 3; 4; 5; 6} un{0; 1; 2; 7; 8; 9}.
Lai izsadtu skaitus idz 33 ieskaitot @itad ar 11 un 22), uz diviem kawliem jabtat gan
1, gan 2, gan 3. Septem pargjiem cipariem vairs nepaliek vietas.

6.5. a) no doi seko, kanrn daks ar 3. Rtad vai num, vain
daks ar 3. Varam pigeemt, kan daks ar 3. Tad
sagriezam taisnaéti stremeks 1xn un [@Ec tam 3s
stemeles — gabalo$x .3

b) me. Kvadiatu 6x 6 var sagriezt kvadtos 2x2.
4. AM. Pieadisim ,ka to nevar sagriezt L — tetramino.
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lekrasosim kvadita fitipas, k paidits 4. zm. Katrs L — tetramino satur vai nu 3, vai 1
melnu ntinu. Tapéc 9 L — tetramino kop satur nepra skaitu melnuatinu. Bet melno
ratinu pavisam ir 18.

7.1. Atbilde: ne.
Pieradijums. leverosim, kax-y=2%-5%. Ja vai nu x, vai y dag gan ar 2, gan ar 5, tad
tas beidzas ar ciparu 0. Atliek viga iesggja, kad viens no skdiem x un y ir2%°, bet otrs

ir 5°. Bet2*° = 1048576
7.2.a) Ja, skat., piem, 5.1m.

B B
X { Y
M N A cC A C
5.2m. 6. Zm. 7. am.

b) re. Novelkam taisni MN; pigemsim, ka & krusto trijstira kontiru punktos X un Y (6.
zim.) Vispirms pi@emam, ka ne X, ne Y nav T virsotnea Ra L/ YXA + £ YXB = 180,
tad viens no Siem t&iem nav Saurs; varam piemt, ka £ AXY >90° . Tad £ AXY ir
lielakais lepkis trijstirt AXY, tapéc AY ir tur gagka mala; gpec AY>XY>MN. Ta ka
ZAYB + ZAYC = 180, tad viens no Siemdkiem nav Saurs; ja tas ir, pi€énam,
Z AYC, tad ka ieprieks iegstam, ka AC>AY>XY>MN. Ja &ds no punktiem ir T virsotne,
uzreiz noakam pie augSmiia sprieduma o#is ddas.

Pieame: vértejuma bas Joti batiski, cik pilnigi skokna izkksts aptverisassitlacijas.

7.3.Atbilde: ¢etras summas.

Risinajums: Pientru ar 4 sumram skat. 8 mm. 11 15 19

6 |89 |23

Pieadisim, ka tas ir maksimums. Vigie iesgjamie
pirmskaiti — summu ¥rtibas —ir 7; 11; 13; 17; 19; 23. Lai |4 |2 |3 |9
visas 6 summastbu pirmskaiti, tam jabat tieSi &idam. 1517 113 8 zm.
Bet tidas &s nevar bt, jo 7 iegistams tikai & 1+2+4 un
23 —tikai k& 6+8+9; tad tresajrinda/kolonra summa ktu
(1+2+...+9)-7-23=15, kas nav pirmskKaitlis.

leverosim, ka visu 6 apskano summu summa noteikti ir 2(1+2+..+9)=90.
Tapec, ja 5 summasiiu pirmskaiti no jau mirgtajam, tad &da itu af sesi summa. K
jau redzjam, tas nevariit. Tapéc af 5 summas nevairib pirmskaiti.

7.4. N Ta ka AB=MB, BN=BC un
B ~/ ABN= / ABC+60° =/ MBC<150 , tad
M AABN=AMBC (mim). Tapc AN=MC.
A ®

7.5. Piepemsim, ka wikiSu ir n. Viegli izsekot, ka katras naudasisiahas rezuita starpbas
starp jebkuru divuikiSu naudas daudzumiem n@snpar skalb n daudzitni. Ta ka
sakuma Sis starfbas visas ir 0, tadig vienngr ir skaifa n daudzirtni, tapéc 17 daks ar n.
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Ta ka 17 ir pirmskaitlis un @kiSu ir vaigk nela viens, tad n=17. Piegrs: skuma ir 17
rukiSu, katram 24 alderi. Viens fikitis iedod katram no 16 citiem pa vienaatdgrim.

8.1.a) re; saskaa ar Vjeta tea&mu jabat p+x, + X, =0.

b) ja, skat, piem., vieidojumu x> — 03x— 054= 0, kam ir saknes, =—06 un x, = 09.
8.2. Ja uzvagtajs ieguvisn punktus, tad kojais iegito punktu daudzums nav ligds par

n+(n—%)+(n—1)+(n—1%)+(n—2)+(n—2%)+(n—3)+(n—3%):8n—14. Pavisam
izspeleja 28 sples, fipec 28<8n—-14 un 8n> 42, no kurieneanS%; tatad nZS%.

Pieneru, kur n= 5%, skat. 9. mm.

E F G H z
1] 1| 1] 1]|5%
B i1l 1| 1| s
c| ] % AV AR R
A AN AV FARAVARIE
ARAN AV RARARAK
Flol o [ B |l el 2|2k
clo| o| ol ¥ %Y JA
H{o| oo ol¥ %Y
9. zZim.
83. p M C Pagariam MK |idz krustpunktam E ar AD. Tad
1 Z DEK= £ CMK, tapéc AMCK=AEDK (Iml), tad MK=KE.
Tapéc AK ir vienadsanu trijstira MAE medina pret
K pamatu, apec af bisektrise.
A E
D

10. Zm.

8.4.Ja tis viesu vecumi irx, y, z, iegistam sakabas x-y-z= 2450 un x+ y+z=2v, kurv —
kolega vecums. Kagis savu vecumu, protams, zina. JaSvhevagja noteiktx; y; z, tad
tikai tapec, ka abu vieddojumu sistmai attiegba uz x; y; z, eksist vairak nelka viens
atrisimajums. Sadalot 2450 triju nafilu skaifu reiziragjuma, redzam: tikai sadglimiem
(50; 7; 7) un (49; 10; 5) reizitju summas ir vieidas. Koégim tatad bija 32 gadi.
Pienemsim, ka Cipanam bijat gadu. Ja>50, koEgis nevagtu atrast viesu vecumusi gic
Ciparina ot@s pieZmes. Sitdcija t<50 nav iesgama. Tapec t = 50.
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8.5. a) no 6 burtiem var izveidot 15 dalti burtu @arus, pec diviem punktiem gbat blakus
vismaz 15 viets. Tapec afi punktu ir vismaz 15.

b) katram burtam apat blakus ar 5 citiem. dpéc katram burtam apat vismaz 3
eksempiros; ipec vajag vismaz - 3=18 punktus.

c) skat, piem., 11.im.

9.1. N&. Visu mireto funkciju \ertibas piex = 1 sakit, bet dotie 3 grafiki neiet caur vienu
punktu (visi 6 iesgjamie krustpunkti Imgjuma redzami, itad citu nav).

9.2.Cdot dotis nevieadibas kvadita, iegistam

a’ > Db’ +2bc+c?
b* >a® + 2ac+ c?
¢’ >a®+2ab+b?
Saskaitot, prnesot visus locdks uz labo pusi un savelkadfigos locekus, iedistam

(a+b+c)’<0=a+b+c=0.
9.3. J, var. Skat, piem., 121m., kurh var tikt padaits patvdigi mazs.

A—1B —1
=
12. 2Zm.
9.4. Jap ir pirmskaitlis, tad skaitlimp"™ ir tiein daftaji 1, p; p*;...; p"*. Pimmemsim, kap —
pirmskaitlis,n — natugls skaitlis. Apskasim A= p® . Tam ir p" daltaju. Lai piefditu,
ka A ir apdigs, pietiek piedit, ka p"-1>n jeb p">n+ 1 To iedist, sareizinotn

aamredzamas neviadibas p > 2, ng, ng, pznTJrl.
9.5. B | C Mainot krasas dirisos ABC, ADC, BAD, rezufita krasa maifjusies
tikai ratipa A. Tatad varam maiit krasu viera (patvdiga) rutina. Tatad
AlD no jebkura kisojuma varam iag jebkuru.
13. 2m.

10.1.Ng, nevar. & ka paraboim zari \ersti uz augsu, taddbu a > 0,b > 0,c > 0. Ta ka katra
parabola krusto abscisu asi divos punktos, tadtvisamu diskriminanti btu pozitvi, t. i.,
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b%? >ac, c®>ab, a?>cb. Sareizinot § nevieadibas, ms ieditu a’b?c? > a’b’c® —
pretruna.

10.2. Apzimgjam p=2k+1, q=2n+1, k, n — natuéli skaitli. Tad p+qg=2(k+n+ 1.
Varam pi@emt, kak<n; tad 2k+1<k+n+1<2n+1. Ta ka 2k+1 un 2n+ 1 ir divi

viens otram sekojoSipirmskaiti, tad k+n+ 1 nav pirmskaitlis. péc k+n+1 sadais
vismaz divos reizifitajos.

10.3. Apzimgjam ZABC =24 un ZACB=2y; tad
A ZA=180— (28 + 27) un
/ZCIB=180C—(y+ ). No ievilkto lepku un
hordas — pieskares nleu ipagbam seko 14.

E F Zimgjuma paiditas lepku vieradibas, #péc

/CB=/1+£2=360-2£CIB=2(F+)).

Tapec ZA+2/CB =18, no Ik seko

vajadigais.

10.4.Viegli pieradit nevieradibu X+ y >

pozitviemx uny.

1 1
7+7
Xy

No tas seko

a+c c+a a+c

+ >4. un

a+b c+d a+b+c+d

b+d+d+b24_ b+d .

b+c d+a a+b+c+d

Saskaitot % nevieadibas, iegstam vajadigo.
10.5.a) skat. 15.7m.

15. 2m. 16. Am.

b) pulkstea raditaja kusibas virzie@ sanumugjam malu viduspunktusép kartas ar 1; 2;
3; ...; 2n+1. Tad,akot ar virsotni starp 1 un 2, sanurgjam virsotnes, ik pa vienai izlaizot,
ar skaitiem 4n+2; 4n+1; ...; 2n+2 |pulkstea raditaja kusibas virziea (skat. 16. mm.)
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11.1.leverosim, ka katram n>0 pastvienadiba
n n n n

n“+n?2+1 n*+2n+1-n? (n2 +1)2 _n2  (n?-n+1)n? +n+1):

i 1 1 }_g 1 1

2[n’-n+1 n*+n+1] 2|n’-n+l (n+1°-(n+1)+1

Saskaitot % vieradibas pie n=1; 2; 3; ...; 2009, iegfam, ka nogrtejamas summas artiba

11 1 } 1 1 1

ir = <= ==,
2 1°-1+1 2

b.j.

21" -1+1 2010 —-2010+1

11.2. Atbilde: pec 2n-1 dieam.
Risinajums. Ja dienu skaits nepniedz 2n-2, tad vai nualls sglétajs nav ne reizi
uzvagjis (un tad vha punktu summa ir neged), vai ar ir vismaz divi splétaji, kas katrs
uzvagjis tikai vienreiz; tad tas noticis dadas dieras, un viau punktu summas nevaiitb
viemadas. Bpec ar 2n-2 vai maik dieram nepietiek.

Viegli parbaudt: ja viens splétajs uzvar 1. un (2n-23-dierg;
viens splétajs uzvar 2. un (2n-33-diersg;

viens splétajs uzvar na un (n-1)a dierg;
viens splétajs uzvar (2n-1k dier,
uzdevuma prabas ir izpildtas.
11.3. Viegli red#t, ka a un b ir para skaili, taitad S dals ar 4. & ka

a’—-b®=(a-b)(@a*+ab+b?), tad a®-b®=0(mod5). Tapec a°®=Db*(mod5); tapsc
a=b(mod5). Tapec 3a® = a® + ab+b? = 0(mod5). Tapéc a= 0(mod5). Tapéc S dais ar
25. Taka LKD (425) =1, tad S dals ar 100 un S priek8gejais cipars ir O.

11.4. No trijstaru vidusiniju ipagbam viegli seko visprzinams fakts: izliekd cetrstirt XYZT,
kam nav par&lu malu, nogrieau XZ, YZ, YT un XT viduspunkti ir paralelograma
virsotnes. Turldt, ja XY=ZT, tad Sis paralelograms ir rombs.

Apzimesim ar P, Q, R diagafu AD, BE, CF
viduspunktus. Tad PRE; ir rombs. B&pec BE; iet caur
PQ viduspunktu un fE; | PQ. Lidzgi iegistam ,ka
A;1D; iet caur PR viduspunktu un;B; 1L PR, ka afi C;F;
iet caur QR viduspunktu un;E L QR. Tapéc taisnes
A1Di1, BiE; un GF; krustojas APQR apvilkeis rinka
[inijas centd.

17. 2m.

11.5. Skaidrs ka 4x—3>0, 4y—-3>0, 4z-3> 0. Sareizinot visas neviadibas, iegstam
x*y*z* < (4x-3)(4y-3)(4z-3) @
Katram a ir speka a* +3=(a*+1)+2>2a”+2>4a, tapec a*>4a—3 un vieridiba
pastv ttt a=1.
Tapec x'y*z* > (4x-3)(4y-3)(4z-3) (2
No (1) un (2) sekox*y*z* = (4x-3)(4y—-3)(4z-3) = x=y=z=1.

12.1. Attelosim abas progresijasaknatula argumenta funkcijas. Aritétiskas progresijas
loceNi izvietojas uz taisnes, bgeometriskis progresijas locék— uz eksponentfunkcijas
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Nlmfj Latvijas 36.atklatas matenatikas olimpiades uzdevumulSlI atrisinajumi
grafika. No eksponentfunkcijas grafikpadbam zinam, ka ir sgka viena no 18. im.
paiaditajam situacijam:

A A

7!/ \!§

n n
12 3 200¢ 12 3 200¢
18. 2m.
Redzam, ka abos gguimos a.p. loceki summa ir liedka.
12.2.leverosim, ka
(X+Y+2)?=Xx2+y? + 22+ 2xy + 2xZ+ 2yz =
= %[(x— V)2 + (X—2)% + (Y- 2)?]+ 3(xy + X2+ yZ) = 3(Xy + X2+ y2) > 3(X+ Y + 2). No

(X+y+2)?>3(x+y+2) sekox+y+z>3, k. b.j.

12.3. a) iewerojam, kakatram natuélam n R=n*+6n°+1In* +6n=(n*+3n+1)° -1. Nav
divu natuglu skaifu kvadatu, kas atirtos viens no otra par 1.

b) apskaam R=n(n+1)(n+2)(n+ 3). Skailiem n+1 un n+ 2, ka af n+1 unn, nav

kopigu daltaju, iznemot 1. Skaltem n+ 1 un n+ 3 kopigs daitajs var kut tikai 1 vai 2 (jo
(n+3)—(n+1) =2); ta ka n— para skaitlis, tad tas nav 2.

Tatad n+ 1 nav kopgu daitaju ar n(n+2)(n+ 3) un, jaR ir kubs, tad kubs ir gan
atsevigi n+1, gan n(n+2)(n+ 3). Bet viegli [arbaudt, ka
(n+1)° <n(n+2)(n+3) < (n+2)*, un skaitlis, kas atrodas starp divu viens otrakop3u

natuglu skaifu kubiem, nav natéta skaita kubs.
12.4. lzvélamies K uz staraDC ta, ka
/ZBKC = ZBDA. Ta ka
Z/BCK =180°- ZBCD = ZBAD ,
tad ABCK ~ABAD. Tapéc

E:E. No dota %:ﬁ’

CK AD AD CD

tapec £:£ un CD=CK.
CK CD

No lenku vieradibam viegli seko,
ka AABC ~ ADBK . Saj lidziba
malas AC viduspunktd atbilst
malasDK viduspunktantC. Tapéc
ZABM = /DBC, k.b.j.

12.5. Pigemsim no prejfa, kan ir lielakais konfekSu skaitsakuma pozcija, pie kura otrajam
speletajam eksist uzvaroSa stragija. (Tadi n vispar eksisg, piem.n= 2) Piepemsim, ka
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uz galda atrodas1” + n+1 konfekte. Pierdisim, ka otrais spétajs var uzvagt. Ta bis
pretruna ar piggmumu, un uzdevumsib atrisirats.

Pirmais splétajs ar savu pirmo djienu nevar agst vaik par n® konfekem, jo
(n+1)? >n*+n+1. Tapec pec § gajiena uz galda paliek> n+1 konfekte. Saska ar
pienemumu Saj situacija uzvar tas, kasag, t.i., otrais splétajs. Vajadaga pretruna iegta.
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