Latvijas 44. atklatas matematikas olimpiades uzdevumi un atrisinajumi

5. klase

5.1. Velosipédists Juris plkst. 7:30 izbrauca no Césim uz Madonu, bet velosipédists Armands plkst. 8:00 izbrauca
no Madonas uz Cesim. Juris brauca ar atrumu 20 km/h, bet Armands — ar atrumu 10 km/h. a) Cikos katrs
braucéjs noklls galapunkta, ja attalums starp Césim un Madonu ir 90 km? b) Cikos attalums starp abiem
velosipédistiem bis 30 km?

Atrisinajums. a) Juris galapunkta noklds péc 90 : 20 = 4,5 stundam jeb 4 h 30 min. Tatad Juris galapunkta

nokl|as plkst. 12:00. Armands galapunkta noklds péc 90 : 10 = 9 stundam. Tatad Armands galapunkta nok|Gs

plkst. 17:00.

b) levérojam, ka plkst. 8:00 Juris jau bis veicis 10 km un attalums starp abiem velosipédistiem bis 80 km.

lespéjami divi gadijumi.

1) Apskatisim gadijumu, kad abi velosipédisti vél nav satikusSies un attalums starp tiem ir 30 km (skat.
1. att.). Tad, sakot no plkst. 8:00, tie abi kopa ir veikusi 80 — 30 = 50 km. Ta ka abi velosipédisti viens

otram tuvojas ar atrumu 20 + 10 = 30 km/h, tad 50 km tie abi kopa bas veikusi 50 : 30 = 1% h jeb

1 h 40 min. Tatad abi velosipédisti bis 30 km attaluma viens no otra plkst. 9:40.
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1. att.

2) Apskatisim gadijumu, kad abi velosipédisti ir pabraukusi viens otram garam un attalums starp tiem ir
30 km (skat. 2. att.). Tad, sakot no plkst. 8:00, tie abi kopa ir veikusi 80 + 30 = 110 km. Ta ka abi
velosipédisti viens otram tuvojas un attalinas ar atrumu 30 km/h, tad 110 km tie abi kopa bis veikusi

110:30=3 § h jeb 3 h 40 min. Tatad abi velosipédisti bs 30 km attaluma viens no otra plkst. 11:40.
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2. att.

Lidz ar to esam ieguvusi, ka abi velosipédisti bls 30 km attaluma viens no otra plkst. 9:40 un 11:40.
5.2. Katra tuksaja aplit (skat. 3. att.) ieraksti vienu naturalu skaitli ta, lai apliSos batu ierakstiti visi naturalie skait]i
no 1 Ilidz 9 un lai skaitlu summa uz katras trijstira malas batu viena un ta patil

3. att.

Atrisinajums. Der, pieméram, jebkurs$ no 4. att. dotajiem skait|u izkartojumiem, tiem atbilsto$as summas ir
17; 19; 20; 21; 23.



Piezime. Lai atrastu skait|u izvietojumu, var palidzét talakie spriedumi. Aprékinasim kopéjo skaitlu summu S
visam trim trijstira malam, ievérojot, ka virsotnés ierakstitie skaitli a, b un c tiek pieskaititi divas reizes:
3:S=14+24+3+4+54+6+7+8+94+a+b+cjeb3:-S=45+a+ b+ c.Tatada + b + cjadalas
ar 3.

5.3. a) Vai var uz lapas atlikt seSus punktus un savienot tos ar nogriezniem ta, lai tie nekrustojas un katrs punkts
ir savienots ar tiesi Cetriem citiem punktiem? b) Vai var uz lapas atlikt septinus punktus un savienot tos ar
nogriezniem ta, lai tie nekrustojas un katrs punkts ir savienots ar tiesi trim citiem punktiem?

Atrisinajums. a) J3, var, skat., pieméram, 5. att. b) N€, nevar. Saskaitisim visu nogrieznu galapunktus. Katra
no 7 punktiem atrodas triju nogrieznu galapunkti, tapéc kopa batu jabat 3 - 7 = 21 galapunktam. Bet katram
nogrieznim ir divi gali, tatad kopéjam galapunktu skaitam jabdt para skaitlim — pretruna.

5. att.

5.4. Pareiza reizinasanas pieméra AH - E = UHH vienadi cipari aizstati ar vienadiem burtiem, dazadi cipari — ar
dazadiem burtiem. Kads cipars atbilst katram burtam, ja izmantoti tikai cipari 2, 4, 6 un 8? Atrodi visus
variantus un pamato, ka citu nav!
Atrisinajums. levérojam, ka reizinot H un E ieglstam skaitli, kura pédejais cipars ir H. Parbaudot visus
iespéjamos gadijumus (2-4=8;2-6=12;2-8=16; 4-6 =24;4-8 =32;86 = 48), ieglistam, ka
vieniga deriga E veértiba ir 6. Tatad iegistam AH - 6 = UHH. Cipars A nevar bit 2, jo pat 28 -6 = 168, kas
neder, jo cipars U ir vismaz divi. Atliek parbaudit Cetrus iespéjamos gadijumus: 42 -6 = 252 (neder);
48 -6 = 288 (der); 82 -6 = 492 (neder); 84 - 6 = 504 (neder). Tatad vieniga iespéja, ka A = 4; H = §;
E=6unU = 2.

5.5. Ja ménesa 13. datums ir piektdiena, tad saka, ka ta ir melna piektdiena.
a) Kads lielakais skaits melno piektdienu var bit viena gada?
b) Vai iespéjams, ka gada laika nav nevienas melnas piektdienas?
Atrisinajums. a) Lielakais melno piektdienu skaits gada laika ir 3. Pamatosim, ka vairak melno piektdienu gada
laika nevar bat. Aplikosim, kura nedélas diena ir katra ménesa 13. datums, ja 13. janvaris ir nedélas diena x.
Janem vera, ka 1saja un garaja gada Sis nedélas dienas atskiras. Tabula ar x + n apziméta nedélas diena, kas
no x ir n dienas uz prieksu (n iespéjamas veértibas ir 1; 2; 3; 4; 5; 6).

Meénesa 13. datums Nedélas diena Nedélas diena
(dienu skaits ménesi) 1saja gada garaja gada
13. janvaris (31) X X

13. februaris (28 vai 29) x+3 x+3
13. marts (31) x+3 x+4
13. aprilis (30) x+6 X

13. maijs (31) x+1 x+2
13. janijs (30) x+4 x+5
13. jalijs (31) x+6 X

13. augusts (31) x+2 x+3
13. septembris (30) x+5 x+6
13. oktobris (31) X x+1
13. novembris (30) x+3 x+4

13. decembris (31) x+5 x+6



Saskaitisim, cik gada bus melnas piektdienas, ja piektdiena ir nedélas dienax, x +1,..., x + 6.

Piektdiena | Tsais gads Garais gads

X 2 3
x+1 1 1
x+2 1 1
x+3 3 2
x+4 1 2
x+5 2 1
xX+6 2 2

Tabula redzams, ka lielakais melno piektdienu skaits gada laika (neatkarigi no ta, vai gads ir isais vai
garais) ir 3.
b) N&, nevar blt — neatkarigi no ta, kura nedélas diena ir apziméta ar x, gada laika ir vismaz viena melna
piektdiena.

6. klase

6.1. Vienmeérigi solojot pie sava drauga, Agris noléma noteikt attalumu no savas majas lidz drauga majai. Pusi
cela Agris solus skaitija pa pariem, bet otru pusi — pa trijniekiem, turklat paru iznaca par 250 vairak neka
trijnieku. Cik solu ir starp draugu majam?

Atrisinajums. Pusi no attaluma starp draugu majam apzimésim ar x. Tad solu paru skaits ir g , bet solu
trijnieku skaits ir 33—6 No uzdevuma nosacijumiem izriet, ka g —g = 250 jebg = 250 un x = 1500 solu. Tatad
starp draugu majam ir 2 - x = 3000 so]u.

6.2. Katra tuksaja ritina (skat. 6. att.) ieraksti vienu naturalu skaitli ta, lai tabula bdtu ierakstiti visi naturalie
skaitli no 1 lidz 16 un lai skaitlu summa visas rindas, visas kolonnas un abas diagonalés bitu viena un ta pati!

11 5
6 13|12
7
15 10
6. att.

Atrisinajums. Skat. 7. att., kur skaitlu summa katra rinda, kolonna un abas diagonales ir 34.

4 111|145

6 13|12 3

9121|716

158 |1 |10
7. att.

Piezime. Visu skaitlu no 1 lidz 16 summa ir 136. Ta ka visas Cetras rindas ierakstito skaitlu summam ir jablt
vienadam, tad skaitlu summai katra rinda jabit 136 : 4 = 34. Tad tabulu aizpildit sak ar otro rindu.



- —v

6.3. Kads mazakais skaits starisu (skat. 8. att.) jaizgriez no 6 X 6 ritinu laukuma, lai no ta vairs nevarétu izgriezt
nevienu $adu stariti? Griezuma linijam jaiet pa ritinu linijam un stGrisi var bt pagriezti.

8. att.

Atrisinajums. Mazakais skaits stariSu, kas jaizgriez, ir 3, skat., pieméram, 9. att. Pamatosim, ka ar mazak ka 3
stdrisSiem nepietiek. Pienemsim, ka pietiek ar 2 striSiem. Aplikojam tas Cetras iesp&jamas strisu izgrieSanas
vietas, kas paraditas 10. att. Ar vienu strtti vienlaikus var nosegt ne vairak ka divas no Sim blakus esosajam
sthrisu vietam, turklat stdrisa malai jaiet pa laukuma malas ritinam (pretéja gadijuma stiritis nevar vienlaikus
ietekmét divas iespéjamas stlriSu novietoSanas vietas). Tatad vienam no diviem stlriSiem janosedz divas
augseéjas stlrisu vietas, bet otram — divas apakséjas. Tas nozime, ka augs$éja laukuma pusé esosais starttis
neietekmé apakséjas laukuma puses ratinas un otradi (skat., pieméram, 11. att.), bet, neatkarigi no t3, ka
laukuma augséja un apakséja puseé bis novietots katrs no abiem stiriSiem, no katras laukuma puses (augséjas
un apakséjas) var izgriezt vél pa vienam stiritim. Tatad ar diviem striSiem nepietiek.

9. att. 10. att. 11. att.

6.4. Ap apalu galdu apsédas 13 bérni. Tie noléma, ka zéni vienmeér melos meiteném, bet teiks patiesibu zéniem,
un meitenes vienmér melos zéniem, bet teiks patiesibou meiteném. Viens no bérniem savam
blakussédétajam, kas séZ no vina pa kreisi, teica: “Pie Si galda séz vairak zénu neka meitenu.” Tad Sis
blakussédétajs savam kreisajam blakussédétajam teica: “Pie $1 galda séz vairak meitenu neka zénu.” Ta vini
pamisus turpinaja — viens teica, ka zénu ir vairak neka meitenu, bet nakamais, ka meitenu ir vairak neka zénu,
kamér pédéjais (trispadsmitais) bérns teica pirmajam: “Pie 1 galda séZ vairak zénu neka meitenu.” Cik zénu
séZ pie apala galda?

Atrisinajums. Parbaudisim abus iespéjamos gadijumus: meitenu ir vairak neka zénu, zénu ir vairak neka
meitenu.
1) Apskatisim situaciju, ja meitenu batu vairak neka zénu.
o Ja pirmais bérns ir meitene, tad bérni ap galdu séz $ada seciba: M, Z,Z, M, M, Z,Z, M, M, Z,Z, M, M.
Rodas pretruna, jo pédéja meitene, sakot, ka zénu ir vairak neka meitenu, melo meitenei.
o Japirmais bérns ir zéns, tad bérni ap galdu séZ sada seciba: Z, M, M, Z,Z, M, M, Z,Z, M, M, Z, Z. Rodas
pretruna, jo pédejais zéns, sakot, ka zénu ir vairak neka meitenu, melo zénam.
2) Apskatisim situaciju, ja zénu bitu vairak neka meitenu.
o Ja pirmais bérns ir meitene, tad bérni ap galdu séz $ada seciba: M, M, Z,Z, M, M, Z,Z, M, M, Z, Z, M.
Rodas pretruna, jo $aja situacija pie galda sédétu vairak meitenu neka zénu.
o Japirmais bérns ir zéns, tad bérni ap galdu sé7 $§ada seciba: Z,Z, M, M, Z, Z, M, M, Z, Z, M, M, Z. Saja
gadijuma pretrunas nerodas.
Tatad pie galda séZ septini zéni.

6.5. Atrodi visus tadus naturalus Cetrciparu skaitlus, kuru cipari ir dazadi un kas dalas ar visiem skaitliem no 1

[idz 10 bez atlikuma!
Atrisinajums. SkaitJu no 1 lidz 10 mazakais kopigais dalamais ir 23 - 3% - 5+ 7 = 2520. Skaitlis 2520 neder, jo
tam ir divi vienadi cipari. Meklétajiem skaitliem ir jadalas ar 2520, tapéc nakamie iespéjamie skaitli ir
2520 -2 = 5040 — neder, jo ir divi vienadi cipari, un 2520 - 3 = 7560 — der. Ja 2520 reizina ar skaitli, kas ir
lielaks neka 3, tad iegust skaitli, kam ir vairak neka 4 cipari (2520 - 4 = 10080), tatad paréjie skaitli neder.
Vienigais derigais skaitlis ir 7560.



7. klase

7.1. Automasina 2 stundas nobrauca tikpat, cik velosipédists 5 stundas un 20 mindtés. Kads ir katra transporta
lidzekla atrums, ja velosipédists brauc par 45 km/h |énak neka automasina un abi transporta lidzekli
parvietojas ar nemainigu atrumu?

Atrisinajums. Velosipédista atrumu apziméjam ar v km/h, tad automasinas atrums ir v + 45 km/h. Ta ka abi
veica vienadu cela garumu, tad ieglistam vienadojumu

1
2-(v+45)=5§-v;

1
2v+90=5§v;
31 =90
3V =Y
10 _ 90
3 /=70
v=27.

Tatad velosipédista atrums ir 27 km/h un automasinas atrums ir 27 + 45 = 72 km/h.
7.2. Katra tuksaja lodzina (skat. 12. att.) ieraksti vienu naturalu skaitli ta, lai figlira batu ierakstiti visi naturalie
skaitli no 1 Iidz 19 un lai skaitlu summa visas joslas batu viena un ta pati!

12. att.

Piezime. Visas iespéjamas joslas skat. 13. att., tas var bit pagrieztas.

OO0 OO0 U0

13. att.

Atrisinajums
Skat. 14. att., skaitlu summa katra josla ir 38.

14. att.

Piezime. Atrast skait|u izvietojumu var palidzéet talak dotie spriedumi. Visu skaitju summair 1+...+19 = 190,
bet ta ir piecu vertikalo joslu summa, tatad viena josla skaitlu summai jabat 190 : 5 = 38. Talak aizpildam
joslas, kuras ir tikai viens tukss lodzin$ (pieméram, pirmo un otro vertikalo joslu no kreisas puses).



7.3. Divus taisnstira lapas stlrus nolocija ta, ka paradits 15. att. lzradijas, ka lapas apakséja mala tika sadalita
tris vienada garuma nogrieznos un augséja mala — divos vienada garuma nogrieznos. Pieradit, ka iekrasotais
trijstaris ir vienadmalu!

15. att.

Atrisinajums. Ta ka trijstdris ABG sakrit ar trijstlri AEG, tad lenkis ¥{BGA = XEGA (skat. 16. att.). Taisnstlra
pretéjas malas BC un AD ir paralélas, tapéc <BGA = XGAH ka iek$éjie Skérslenki pie paralélam taisném.
Lidz ar to ¥EGA = XGAH un trijstiris AHG ir vienadsanu un AH = GH. Lidzigi ieglistam, ka DI = IG. Ta ka
AH = HI = ID, tad GH = HI = IG un trijsttris HGI ir vienadmalu.

16. att.

7.4. Uz galda stav divas kastes A un B. Sakuma kasté A ir melnas un baltas bumbinas, bet kasté B ir tikai melnas
bumbinas. Bumbinu skaits abas kastés ir vienads. Anna no kastes A uz labu laimi iznem divas bumbinas:
o jatasirvienada krasa, tad tas abas ieliek kasté B, un vienu melnu bumbinu no kastes B ieliek kasté A;
o jatasir dazadas krasas, tad balto bumbinu ieliek atpakal kasté A, bet melno — kasté B.
Ta turpina, kamér kasté A paliek tiesSi viena bumbina. Kada krasa bis pédéja bumbina, kas palikusi kasté A, ja
sakuma kasté A ir a) 2017 baltas un 2017 melnas bumbinas; b) 2016 baltas un 2018 melnas bumbinas?
Atrisinajums. Aplikojam, ka atkariba no panemto bumbinu krasas mainas balto bumbinu skaits kasté A.

Bumbinas Balto bumbinu skaita izmaina trauka A
balta + balta -2

melna + melna 0

balta + melna 0

Ka redzams, balto bumbinu skaits kasté A vai nu nemainas, vai art samazinas par divi. Tas nozimég, ka skaitla,
kas apzimé balto bumbinu skaitu kasté A, paritate nemainas.
Lidz ar to a) gadijuma pédéja bumbina kasté A bis balta, bet b) gadijuma — melna.

7.5. Cik ir tadu naturalu divciparu skaitlu, kuriem ciparu reizinajums ir tieSi divas reizes mazaks neka pats skaitlis?
Atrisinajums. Uzdevuma nosacijumiem atbilst tikai skaitlis 36. pamatosim, ka citu skaitJu nav.
Apzimésim divciparu skaitli ar ab, tad varam izteikt ab = 10a + b. No uzdevuma nosacijumiem iegiistam
vienadojumu

10a + b = 2ab;
2ab — 10a = b;
2a(b—5) = b.

Ta ka vienadojuma kreisa puse ir para skaitlis, tad ari laba ir para, tatad b ir para skaitlis. levérojam, ka b jabat
lielakam neka 5, lai vienadojuma kreisa puse nebltu negativa (jo labaja puseé ir cipars b). Tatad vienigas
iespéjamas cipara b vértibas ir 6 vai 8.

Jab=6,tada = Z(bb—S) = 3. Skaitlis 36 tieSam ir divas reizes lielaks neka ta ciparu reizinajums.
Jab=8,tada = - i, kas nav cipars, tatad b = 8 neder.
2(b-5) 3

Tatad der tikai skaitlis 36.



8. klase

8.1. Vai uz taisnes y = 72 — 5x ir punkts, kura a) abscisa un ordinata ir vienadas; b) ordinata ir divas reizes
lielaka neka abscisa?
Atrisinajums. a) J3, uz taisnes ir $ads punkts. Ja punkta abscisa un ordinata ir vienadas, tad y = x uniegistam
vienadojumu x = 72 — 5x jeb 6x = 72. Tatad x = 12 un mekléta punkta koordinatas ir (12; 12).

b) J3, uz taisnes ir $ads punkts. Ja punkta abscisa ir divas reizes lielaka neka ordinata, tad y = 2x unieglistam

vienadojumu 2x = 72 —5x jeb 7x = 72. Tatad x = Z = 10Z un y = 20;, lldz ar to mekléta punkta

7 7
koordinatas ir (102; 20°).

8.2. Vai katra tuksaja apliti (skat. 17. att.) var ierakstit vienu naturalu skaitli ta, lai apliSos batu ierakstiti visi
naturalie skaitli no 1 Iidz 9 un lai skaitlu summa uz katras trijstGra malas batu a) 22; b) 23?

17. att.

Atrisinajums. a) Nav iespéjams. Virsotnés ierakstitos skaitlus apzimésim ar a, b, ¢ (skat. 18. att.), skaitlu
summu uz katras trijstira malas apzimésim ar S. Aprékinasim kopéjo skaitlu summu visam trim trijstra
malam, ievérojot, ka skaitli a, b un c tiek pieskaititi divas reizes:
3:§5=14+24+2+4+44+54+6+7+8+94+a+b+cjeb3S5=45+a+b+c.
Ja § = 22, tad virsotnu apliSos ierakstito skaitlu summa ir a + b + ¢ = 21. legistam, ka c = 21 —a — b.
Neviena no a, b un c vértibam nevar bit 1, jo pat tad, ja abas paréjas virsotnés bds ierakstiti abi lielakie
atlikusie skaitli, So skaitlu summa neparsniegs 1 + 9 + 8 = 18. Tatad skaitlis 1 batu jaieraksta kada no
paréjiem aplisSiem, kas atrodas uz trijstiira malas. Pienemsim, ka Sis malas virsotnes apliSos ierakstiti a un b.
Tad otraja $1s malas apliti batu jaieraksta skaitlis 22 —a — b — 1 = 21 — a — b, bet $ada jau ir ¢ vértiba un
Sis skaitlis jau ir ierakstits tresaja virsotnes aplitl. Esam ieguvusi pretrunu, tapéc S vértiba nevar bit 22.
b) Ja, prasitais ir iespéjams, skat., pieméram, 19. att.

19. att.

8.3. Taisnstirveida papira lapu parlocija ta, ka parlocitais lapas stdris atrodas uz pretéjas malas (skat. 20. att.).
Trijstlri AFE un CBE ir vienadiun CB = 7 cm, bet BD = 3 cm. Kadi ir sakotnéjas papira lapas malu garumi?



Atrisinajums. Sakotnéjas lapas vienas malas garums CD = CB + BD = 10 cm (skat. 21. att.). levérojam, ka
AB = CD = 10 cm ka parlocitas taisnsturveida lapas pretéja mala.

Ta ka péc dota trijstiri AFE un CBE ir vienadi, tad to atbilstoSie elementi arT ir vienadi: XAEF = <BEC,
AF = CB =7 cm, AE = EC un EF = BE. Saskaitot vienadus lielumus, iegistam vienadas summas, tas ir,
CE + EF = AE + EB = AB = 10 cm. Nogriezna KF garums sakrit ar AF garumu. Tatad taisnstira otras
malas garums ir 10 + 7 = 17 cm. Lidz ar to sakotng&jas papira lapas malu garumi ir 10 cm un 17 cm.

Kr----mm-- '
F i
G
A
C B D
21. att.

8.4. Doti pieci péc izskata vienadi atsvari. Katra atsvara masa izsakama vesela skaita gramu, turklat Sie skaitli ir
péc kartas esosi naturali skaitli. Atsvaru masu salidzinasanai atlauts izmantot sviru svarus, kur katra svaru
kausa drikst likt tieSi divus atsvarus. Vai iespéjams a) noteikt visvieglako un vissmagako no atsvariem;
b) sarindot visus atsvarus péc kartas no smagaka l1dz vieglakajam?

Piezime. Ar sviru svariem nevar noteikt, tiesi par cik gramiem viens svaru kauss ir smagaks neka otrs.
Atrisinajums. Paradisim, ka abos gadijumos prasitais ir iesp&jams. Apziméjam atsvarus ar burtiem, iekavas
noradot to masu:

Ax+2)>Bx+1)>C(x)>D(x—1)>E(x—2).
Svérsanu rezultatiem jabat:
A+B > C+D; A+C > B+ D; A+D = B+C(; A+E = B+D; B+C > D+E;
A+B > C+E; A+C > B+E; A+D > B+E; A+E < B+C; B+D > C+E;
A+B > D+E; A+C > D+E; A+D > CH+E, A+FE > C+D; B+E = C+D.
Tabula attélots, cik ,,uzvaru” (bija smagaks), ,neizskirtu” (bija vienads) un ,,zaudéjumu” (bija vieglaks) bija
katram parim.

Paris Uzvaras Neizskirti | Zaudéjumi
A+B 3 0 0
A+C 3 0 0
A+ D 2 1 0
A+E 1 1 1
B+C 2 1 0
B+D 1 1 1
B+ E 0 1 2
C+D 0 1 2
C+E 0 0 3
D+E 0 0 3

Lai sarindotu atsvarus no smagaka lidz vieglakajam (tatad arl noteiktu visvieglako un vissmagako no
atsvariem), veicam talak aprakstitas darbibas.
Liekam vienu atsvaru pari viena kausa un salidzinam to ar visam trim paréjo tris atsvaru kombinacijam. Ta
izdaram ar katru no 10 iespéjamajiem dazadajiem pariem. Katram no pariem iegisim kaut kadu rezultatu
uzvaras/neizskirti/zaudejumi.

1) Tiem diviem pariem, kam rezultats ir 3/0/0, kopigais atsvars ir A — pats smagakais.

2) Tiem diviem pariem, kam rezultats ir 0/0/3, kopigais atsvars ir E — pats vieglakais.

3) Tas atsvars, kas ir kopigs 1) un 2) punkta apskatitajiem pariem, ir atsvars C — vidgjais.

4) No 1) punkta ieglstam, ka tas atsvars, kas ir pari ar 4, bet nav atsvars C, ir atsvars B.

5) No 2) punkta ieglstam, ka tas atsvars, kas ir pari ar E, bet nav atsvars C, ir atsvars D.
Piezime. Atsvarus var noteikt ari citos veidos, pieméram, atsvars, kas nepiedalas 1/1/1, ir atsvars C.



8.5. Vai var atrast tadu desmitciparu skaitli, kas ir vienads ar visu savu ciparu reizinajumu?
Atrisinajums. Né, $ads skaitlis neeksisté. Desmitciparu skaitla (un vispar jebkura skaitla, kam ir vairak neka
viens cipars) ciparu reizinajums vienmér bils mazaks neka pats skaitlis. Pieradisim to. Apziméjam skaitla
ciparusar aq, dy,...,aqp. Tad
4 03...810=a,0..0=0a,-10°>0a;-9°> a;-a, .. ao.
Pedeja nevienadiba tika izmantots, ka neviens skaitla cipars neparsniedz 9.

9. klase

9.1. Vai uz parabolas y = x2 + 6x + 6 ir punkts, kura a) abscisa un ordinata ir vienadas; b) ordinata ir tris reizes
lielaka neka abscisa?
Atrisinajums. a) Ja, uz parabolas ir $ads punkts. Ja punkta abscisa un ordinata ir vienadas, tad y = x un
ieglistam vienadojumu x = x? + 6x + 6 jeb x? + 5x + 6 = 0, kura saknes ir x; = —2 un x, = —3 Tatad
mekléta punkta koordinatas ir (—2; —2) vai (—3; —3).
b) Pieradisim, ka uz parabolas nav sada punkta. Ja punkta ordinata ir tris reizes lielaka neka abscisa, tad
y =3xun iegistam vienddojumu 3x =x%2+6x+6 jeb x?+3x+6=0. Ta ki diskriminats
D =9 — 24 = —15 < 0, tad atbilstosajam vienadojumam nav realu saknu un nevar atrast tadu x vértibu, ka
y = 3x un punkts atrodas uz parabolas.

9.2. Pieradit, ka x® + y® + 2 _4> 0,jax >0,y >0.

x3y3
Atrisinajums. Pieradamo nevienadibu ekvivalenti parveidojam forma

> 4.
x3y3 =

x®+y°+

Nevienadibas kreisas puses izteiksmes saskaitamo uzrakstam ka divu saskaitamo summu un lietojam

x3y3

nevienadibu starp vid€jo aritmétisko un vidéjo geometrisko

1 4 1 1
+ — >.4,.\/x6 .y6 . 3" 3 =4,

x®+y°+

s x®+y°®+

x3y3 | x3y3 < x3y
kas ar bija japierada.

9.3. Dots trijsttris ABC, kuram AB > AC > BC. Virsotnes A blakuslenka bisektrise krusto malas BC
pagarinajumu punkta D, bet virsotnes C blakuslenka bisektrise krusto malas AB pagarinajumu punkta E.
Zinams, ka AD = AC = CE. Aprékinat trijstira ABC lenkus!

1. atrisindjums. Apziméjam <BCE = a (skat. 22. att.). Tad no bisektrises definicijas un blakuslenku Tpasibas
izriet, ka XACE = 180° — a. lzmantojot krustlenku 1pasibu un vienadsanu trijstira Tpasibu, ieglistam, ka
JADC = XACD = 24BCE = 2a un <DAC = 180° — 4a.

Izsakam «<CAE = 180° — 24DAC = 180° — (360° — 8a) = 8a — 180°. Ta ka trijstlris ACE ir vienadsanu,
tad <CAB = <AEC = 8a — 180°.

22. att.

No trijstira ACE ieglstam, ka
24CAE + <ACE = 180°%;
2(8a — 180°) + 180° — a = 180°;
15a = 360°.
Tatad « = 24°, un varam apréekinat trijstira ABC lenkus: <BAC = 8-24°—180° = 129
JACB = 180° — 2 - 24° = 132°un <ABC = 180° — 132° — 12° = 36°.



2. atrisinajums. Apziméjam XBCE = a un «CAD = [ (skat. 22. att.). Tad péc bisektrises definicijas un
blakuslenku 1pasibas <ACE = 180° — a un <ACB = 180° — 2a.

No vienadsanu trijstira ACE ieglstam, ka <«BAC = <AEC = % Lidz ar to 2<CAD + <BAC = 180° jeb
2B + g = 180°. No vienadsanu trijstira ACD iegistam, ka XADC = <ACD = 2a un 4a + 8 = 180°. Esam

2B + 2 =180°
ieguvusi vienadojumu sistému: { 2 . Reizinot otro vienadojumu ar (—2) un saskaitot abus
4a + f = 180°
vienadojumus ieglstam %— 8a = 180° — 360° jeb —15a = —360°. Tatad a = 24°, un varam apréekinat
trijstdra ABC lenkus: JIBAC = 24°:2 = 125 JACB = 180° — 2 - 24° = 132° un

JABC = 180° — 132° — 12° = 36°.

9.4. a) Pieradi, ka dotaja 4 X 4 ratinu laukuma (skat. 23. att.) nevar ierakstit 16 dazadus naturalus skaitlus t3, lai
katra rGtina batu ierakstits viens skaitlis un katra rinda un katra kolonna skaitli pieaugtu bultinas noraditaja
virziena.

b) Kads mazakais bultinu skaits jaapvérs pretéja virziena, lai skaitlus varétu izvietot saskana ar uzdevuma
nosacijumiem?

vy ¥

4+

A4

4+ 4

23. att.

Atrisinajums. a) Apziméjam rtinas ierakstitos skaitlus ta, ka paradits 24. att. levérojam, ka

o A; <A, (nol.rindas);

o A, < A;(no 3. kolonnas);

o Az <A, (no 2.rindas);

o A4 < A (no2.kolonnas).
Lidz ar to esam ieguvusi, ka vienlaicigi jaizpildas nevienadibam A; < A, un A, < A;.Tas nav iespéjams, tapéc
ratinas skaitus ierakstit nevar.
b) Jaapvérs vismaz divas bultinas. Saja laukuma var atrast tris ¢etru ratinu ciklus, kas atziméti ar burtiem 4,
B un C (skat. 24. att.). Katrai cikla iesaistitajai bultinai ir pierakstits ta cikla burts (vai burti), kura ta iesaistita.
Lidzigi ka a) gadijuma par ciklu A, ieglistam pretrunu ari par ciklu B un C.
Lai skait|us rGtinas varétu ierakstit, nepiecieSams izjaukt visus tris ciklus. To nav iespéjams izdarit apvérsot
tikai vienu bultinu (nav bultinas, kas bitu iesaistita visos tris ciklos), tapéc mazakais apvérsamo bultinu skaits
ir divas. Apvérsot divas bultinas: otraja rinda un tresaja kolonna, skaitlus var ierakstit, pieméram, ta, ka
paradits 25. att.

Cc AB ’
A’* Alz |2 |11]15[16
c3|agas|cz|dma.c |4 [i0]i2]14
B,cWp[ca[B3[Ba]c ’ 68913
ol 4o apan)
A 244
24. att. 25. att.

9.5. Atrisinat naturalos skaitlos vienadojumu x3 + (x + 1)3 = (x + 3)3 + 1.
1. atrisinajums. Atverot iekavas un savelkot lidzigos saskaitimos, ieglistam x3 — 6x2 — 24x = 27 jeb
x(x? — 6x — 24) = 27.
Ta ka x ir naturals skaitlis, tad tam jabdt skaitla 27 dalitajam. Apskatam visus iesp&jamos gadijumus.
1) Jax=1,tad1-(12—6-1—24) = —29 # 27 — neder.
2) Jax=3,tad3- (32 —6-3—24) = —99 # 27 — neder.
3) Jax=09,tad9- (9% —6-9 —24) = 27 —der.
4) Jax =27,tad27-(27% — 27 -3 — 24) = 14661 # 27 — neder.
Esam ieguvusi, ka vieniga deriga vértiba ir x = 9.



2. atrisinajums. Apziméjam y = x + 2. Tad doto vienadojumu var parrakstit ka
0-2P+@-1D)°=@+1>+1.
Atverot iekavas, iegistam
y3—6y?+12y—8+y3—-3y24+3y—-1=9y3+3y2+3y+1+1
y3—12y2+ 12y =11
y(y? —12y +12) = 11
Ta ka y ir naturals skaitlis, tad tam jabat skaitla 11 dalttajam. Skaitla 11 vienigie dalitaji ir 1 un 11. Apskatam
abus gadijumus.
1) Jay=1,tad1-(12 —-12-1+ 12) = 1 # 11. Tatad & vértiba neder.
2) Jay=11,tad 11-(112 —-12-11+12) =11-(121—132 + 12) = 11. Si vértiba der, tatad dota
vienadojuma atrisinajumsirx =y —2=11-2=09.
Esam ieguvusi, ka sakotnéja vienadojuma atrisinajums ir x = 9.

10. klase

10.1. Noteikt tas parametra a vértibas, ar kuram vienadojumam (x —2a)(x? — (a + Dx +a) = 0 ir tris
daZadas saknes, kuras ir aritmétiskas progresijas tris péc kartas nemti locekli!
Atrisinajums. Dota vienadojuma kreisaja pusé ir reizinajums, tapéc x — 2a = Ovaix?> — (a + 1)x + a = 0.
Lineara vienadojuma sakne ir x = 2a. lzmantojot Vjeta teorému (x; + x, = a + 1 un x; - x, = a), atrodam
kvadratvienadojuma saknes x = 1 unx = a.
Apskatam visus iespéjamos gadijumus, ka var blt sakartotas dota vienadojuma saknes. Lai noteiktu
parametra a vértibas, izmantosim aritmétiskas progresijas ipasibud = a, — a; = az — a,.
1) Jasecibair 1; a; 2a (vai 2a; a; 1), tad jaizpildas vienadibai a — 1 = 2a — a jeb —1 = 0. Ta nevar bdt,
tatad Saja gadijuma saknes nevar veidot aritmétisko progresiju.
2) Jasecibaira; 1; 2a (vai 2a; 1; a), tad jaizpildas vienadibai 1 —a = 2a — 1 jeb 3a = 2. Tatad a = % un
atbilstosa aritmétiska progresija ir %; 1; g.
3) Jasecibaira; 2a; 1 (vai 1; 2a; a), tad jaizpildas vienadibai 2a — 1 =a — 2a jeb3a = 1. Tatad a = é
un atbilstos$a aritmeétiska progresija ir%;%; 1.
Tatad vienadojuma saknes ir aritmétiskas progresijas tris péc kartas nemti locekli, ja a = %vai a= %

10.2. Pieradit, ka visiem pozitiviem skaitliem a un b izpildas

3a 3b
(—+1>(—+1> > 16
b a
1. atrisinajums. Saskaitamos ‘%a un % uzrakstam ka tris saskaitamo summu un katram dotas nevienadibas

kreisas puses izteiksmes reizinatajam lietojam nevienadibu starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko:

3a 3b a a a b b b 4
(—+1)<—+1)=(—+—+—+1)(—+—+—+1)24-
a a a a

b b b b

kas ari bija japierada.
2. atrisinajums. Ekvivalenti parveidojam pieradamo nevienadibu:

3a 3b
—+—+1+9>16
b a
3a_|_3b>6 3
b a I
a+b>2
b a

Pedeja nevienadiba ir patiesa ka nevienadiba starp vidéjo aritmétisko un vidéjo geometrisko



b
+—22- |- —=2.
a

QT

S| Q
S| Q

3. atrisinajums. Apziméjam x = % > 0, un péc iekavu atvérsanas lietojam nevienadibu x + % > 2:
3 3 1
(3x+1)(;+1>=3x+;+9+1=3(x+;)+1023-2+10=16.

10.3. Taisnsttrt ABCD caur virsotni A novilkta rinka linija, kas nogrieznus AB, AC un AD krusto attiecigi punktos
P, Q un R. Pieradit, ka AB - AP + AD - AR = AC - AQ!
1. atrisinajums. No Pitagora teorémas AABD izriet, ka
AB? + AD? = BD? = AC?. (1)
Ja més pieraditu, ka
BP-AB + DR-DA = CQ - CA. (2)
Tad, no (1) atnemot (2), més iegltu tieSi prasito vienadibu:
AB? — BP - AB + AD? — AD - DR = AC? — AC - CQ;
AB(AB — BP) + AD(AD — DR) = AC(AC — CQ);
AB - AP + AD - AR = AC - AQ.
Tas nozimé, ka atliek pieradit (2). Apzimé&jam rinka linijas centru ar O un radiusu ar r. Ja no B novelk rinka
[inijai pieskari, kas tai pieskaras punkta M (skat. 26. att.), tad, izmantojot pieskares-sekantes Tpasibu un
Pitagora teoremu AOMB, iegiistam
BP - AB = BM? = BO? — OM? = BO? —r2.

M
A P B
0
R
Q
D C
26. att.

Analogi, novelkot pieskares no punktiem C un D, iegistam, ka CQ:CA=C0?—-7r% un
DR:DA =D0? —r?2.
Tatad mums japierada, ka DO? — r? + BO? —r? = C0? — r2.
vai, ievérojot, ka A0 = r,
DO? + BO? = A0? + CO2. (3)
Novelkam no punkta O perpendikulus OK un OL attiecigi pret malam AB un CD (skat. 27. att.). levérojam,
ka AK = DL un BK = CL ka attalumi starp paralélam taisném. Tad no Pitagora teorémas izriet, ka
A0? = AK? + K0%
B0? = BK? + K0?;
C0? =CL? + LO? = BK? + LO%;
DO? = DL* + LO? = AK? + LO?.
Sasummeéjot redzam, ka vienadiba (3) izpildas. Lidz ar to esam pieradijusi vajadzigo.
A—E B

o)




2. atrisinajums. Apziméjam XBAC = «a, tad <CAD = 90° — « (skat. 28. att.). Izmantojot kosinusu teorému
trijstdrmr APQ un ARQ, iegUstam
PQ? = AP? + AQ? —2-AP-AQ - cosa (1)
RQ? = AR? + AQ? — 2- AR - AQ * cos(90° — a) (2)
Ta ka <PAR = 90°, tad PR ir rinka Iinijas diametrs un <PQR = 90° ka ievilktais lenkis, kas balstas uz
diametra PR.
Izmantojot Pitagora teorému trijstiri PAR un PQR, ieglstam AP? + AR? = PQ? + RQ?, jo PR ir kopiga
mala abiem trijstlriem. legiitaja vienadiba ievietojam (1) un (2)
AP? + AR? = AP? + AQ? —2-AP - AQ - cosa + AR? + AQ? — 2- AR - AQ - cos(90° — a).
Vienkarsojot ieglistam
2AQ% —2-AP-AQ -cosa—2-AR - AQ - cos(90° — a) = 0.
Dalot abas vienadibas puses ar AQ # 0, ieglstam
AQ = AP - cosa + AR - cos(90° — a).
Reizinot abas vienadibas puses ar AC # 0, ieglstam
AQ-AC = AP -AC -cosa + AR - AC - cos(90° — a). (3)
No trijstira ABC ieglstam, ka cosa = % jeb AB = AC-cosa, un no trijstira ADC izriet, ka
cos(90° —a) = %jeb AD = AC - cos(90° — a).
levietojot ieglitas sakaribas vienadiba (3), ieglistam vajadzigo AQ - AC = AP - AB + AR - AD.

R

Q

D C
28. att.

10.4. Dotaja 3 X 3 rdtinu tabula (skat. 29. att.) ierakstiti devini dazadi naturali skaitli ta, ka katra ratina ir
ierakstTts viens skaitlis un katra rinda un katra kolonna skaitli vai nu pieaug, vai dilst. Bultinas norada skaitlu
pieaugSanas virzienu atbilstoSaja rinda vai kolonna. Pieradit, ka art divam atlikusajam vertikalajam bultinam,
kas nav iezimeétas, jabUt vérstam uz augsu!

P>

>

P

4

29. att.

Atrisinajums. Pienemsim pretéjo, ka otraja kolonna skaitli pieaug virziena no augsas uz leju, tas ir, bultina
vérsta uz leju. Apziméjam skaitlus, kas ierakstiti ratinas ta, ka paradits 30. att.

Nemot véra bultinu virzienu, skaitliem jabat sakartotiem 3adi: B; < B, < B3 < B, < Bj. leglta pretruna, jo
skaitlis B; nevar but mazaks pats par sevi. Lidz ar to 3ads skaitJu izvietojums nav iespéjams. Tatad otraja
kolonna bultinai jabGt vérstai uz augsu.

Analogiski pierada, ka arT tresaja kolonna bultinai jabat vérstai uz augsu.

Sada gadijuma laukuma ritinas ir iespéjams aizpildit aprakstitaja veida, skat., pieméram, 31. att.

A4 P|7[s]o
B |B1|B2 =5 4¢
B4[B3| |«
> Pli1f2]s
7Y 244

30. att. 31. att.




10.5. Pieradit, ja no trim naturaliem skaitliem n; n + 11 un n + 22 divi ir pirmskaitli, tad tresais skaitlis
dalas ar 6.

Atrisinajums. Jan = 2 (pirmskaitlis), tad n + 11 = 13 (pirmskaitlis) un n + 22 = 24 (dalas ar 6).

Jan=3,tad n+11 =14 un n+ 22 = 25. Sis gadijums neder, jo starp Siem skaitliem ir tikai viens

pirmskaitlis.

Jebkuru naturalu skaitli var uzrakstit kada no formam 6k; 6k + 1;6k + 2;6k + 3;6k + 4;6k + 5, kur

k=0,1,2,... leverojam, ja k € N, tad neviens no skaitliem 6k; 6k + 2; 6k + 3; 6k + 4 nav pirmskaitlis, jo

dalas attiecigi ar 6; 2; 3; 2. Tatad visi pirmskaitli, kas lielaki neka 3, ir nepara skaitli, kas izsakami forma 6k + 1

vai 6k + 5.

levérojam, ka skaitliem n un n + 22 ir vienada paritate, tapéc tikai tie vienlaicigi var bat pirmskait|i.

Aplikojam abus iespéjamos gadijumus.

1) Ja n=6k+1, tad n+22=6k+23, un, ja n un n+22 abi ir pirmskaitli, tad
n+11 =6k + 12 = 6(k + 2) dalas ar 6.

2) Jan=6k+5,tadn+ 22 = 6k + 27 = 3(2k + 9), kas nav pirmskaitlis.

Lidz ar esam pieradijusi prasito.

11. klase

11.1. Atrisinat nevienadibu 2 sin? x — sinx — 1 < 0.
Atrisinajums. Apziméjot sinx = a, ieglistam kvadratnevienadibu 2a? — a — 1 < 0. Kvadrattrinoma saknes

ira; =1luna, = —%, [idz ar to atbilsto$as nevienadibas atrisinajums (skat. 32. att.) ira € (—%; 1).
Tatad sinx € (—%; 1). Atbilsto$as trigonometriskas nevienadibas atrisindjums (skat. 33. att.) ir
X € (—%+ 2nn;§+ Znn) ) (§+ Znn;%n+ Znn),n € Z.

ro| N

32. att. 33. att.

11.2. Doti tadi Cetri pozitivi skaitli a;, a,, a; un a4, ka a;az = a,a, = 2017. Kada ir mazaka iespéjama
izteiksmes (a; + a,)(az + ay) vértiba?
Atrisinajums. Izmantojot nevienadibu starp vidéjo aritmeétisko un vidéjo geometrisko, ieglistam
a,+a; =2-,/aa, un az +a, = 2-.,/azay.
Tatad
(a; + ax)(az +ay) =2 \Jaya, -2 \Jaza, = 4-\/(a;a3)(aza,) = 4 V2017 - 2017 = 4 - 2017 = 8068.
Vienadiba tiek sasniegta, pieméram, ja a; = a, = 2017 un a3 = a, = 1. Tatad dotas izteiksmes mazaka
iespéjama vértiba ir 8068.

11.3. Taisnlenka trijstart ABC, kura taisnais lenkis ir B, uz hipotentzas AC izvéléts patvaligs punkts D, kas nav
tas viduspunkts. Lenka ADB bisektrise krusto malas AB vidusperpendikulu punkta P, lenka BDC bisektrise
krusto malas BC vidusperpendikulu punkta Q. Pieradit, ka punkti P, B un Q atrodas uz vienas taisnes!
Atrisinajums. Vispirms pieradisim 3$adu lemmu: trijstira lenka bisektrises un pretéjas malas
vidusperpendikula krustpunkts atrodas uz trijstrim apvilktas rinka linijas.

Lemmas pieradijums. Aplukojam patvaligu trijstiri XYZ, ta lenka Y bisektrise, krusto loku ZX ta viduspunkta,
jo vienadi lenki savelk vienadus lokus (skat. 34. att.). Bet tas nozimég, ka T atrodas vienados attalumos no Z
un X, tatad tas atrodas uz nogriezna XZ vidusperpendikula. Lemma pieradita.




X
34, gtt. 35. att.

Novelkam nogrieznus PB un BQ. ApzZiméjam <ADP =+4PDB =a un «4BDQ = +4£QDC =, tad
a + B = 90°. No lemmas izriet, ka ap Cetrstiriem ADBP un BDCQ var apvilkt rinka linijas (skat. 35. att.). Tad
2PBA = £PDA = a un £CBQ = £CDQ = f ka ievilktie lenki, kas balstas attiecigi uz lokiem PA un CQ.
Tapéc £PBQ = £PBA+ £ABC + £CBQ = a + 90° + § = 180°. Lidz ar to punkti P, B un Q atrodas uz
vienas taisnes.

11.4. Doti pieci péc izskata vienadi atsvari, bet ar dazadam masam. Doti ari tadi sviras svari, kuru katra kausa
drikst likt tieSi divus atsvarus. Vai ar patvaligi daudzam svérSanam vienmeér iespéjams noteikt, kurs atsvars ir
vissmagakais?

Atrisinajums. Ng&, tas ne vienmer ir iesp€jams.

Aplikosim atsvarus ar masam 100, 99, 30, 20, 10. Sauksim 100 un 99 par smagajiem atsvariem, paréjos — par
vieglajiem. Uzskatisim, ka katra svérSana piedalas visi pieci atsvari: ¢etri atrodas uz svaru kausiem un viens
stav mala. Vispirms ievérosim, ka katra svérsana kausu masu starpiba ir vismaz 9. Ja uz svariem ir tikai viens
smagais atsvars, tad, lai ka liktu paréjos, ta puse, kura ir smagais atsvars, bls vismaz par
99 + 10 — 20 — 30 = 59 smagaka. Ja tiek izmantoti abi smagie atsvari, tad, ja tie ir viena kaus3, tad tie ir
vismaz par 100 + 99 — 30 — 20 = 149 smagaki, bet, ja dazados, tad to masu starpiba ir 1, bet uz svariem
uzlikto vieglo atsvaru starpiba ir vismaz 10, tatad kopéja kausu masu starpiba ir vismaz 9.

Talak pieradisim, ja jebkura svérSana samaina vietam atsvarus ar masam 100 un 99, tad svérSanas rezultats
nemainisies. Sada maina var izmainit viena svaru kausa eso$o masu maksimums par viens, tatad kausu masu
starpibu — maksimums par 2. Bet jebkura svérsana kausu masu starpiba ir vismaz 9, tatad $ada maina nespégj
parsvért kausus uz otru pusi.

Pienemsim, ka ar kaut kadam svérSanam esam atradusi vissmagako atsvaru (100). Atkartosim visas Sis
svérsanas, samainot vietam atsvarus, kuru masas ir 99 un 100, péc ieprieks pieradita, tas neizmainija nevienas
svérsanas rezultatus, tapéc tapat varam secinat, ka vissmagakais atsvars ir 99 — pretruna.

11.5. Doti naturali skaitli k unn, k < n.

a) Vai noteikti C¥ dalas ar n, ja k un n ir savstarpéji pirmskait]i?
b) Vai k un n noteikti ir savstarpégji pirmskaitli, ja C¥ dalas ar n?

Piezime. Ar C¥ apziméts kombinaciju skaits no n elementiem pa k elementiem.

. . = - s - . kK _ n! _ n(n-1)! _ l k=1 4= k=1 _ rk E
Atrisinajums. a) J3, noteikti. levérojam, ka C;; = M — kD — % Cy1, tatad G2y = Cy .
Ta ka C,’f__ll ir naturals skaitlis, tad C,’f - k dalas ar n, bet ta ka k un n ir savstarpéji pirmskaitli, tad C,’f dalas

ar n.

b) Né, pieméram, Cfg = %:;_61'15 =18-17-2+5, kas dalas ar 18, un skaitli 4 un 18 nav savstarpgji

pirmskaitli, jo abi dalas ar 2.



12. klase

12.1. Vai eksisté tada reala parametra a vértiba, ka vienadojumam cosx = ax? ir tiei 2017 dazadas realas
saknes?

Atrisinajums. N¢, tada a vertiba neeksisté. levérojam, ka x = 0 nav $i vienadojuma sakne, jo cos0 = 1.

Javienadojumam cosx = ax? 2

ir sakne x, tad tam ir ari sakne (—x;), jo abas funkcijasy = cosxuny = x
ir para funkcijas. Tatad pie jebkuras a véertibas Sim vienadojumam ir para skaits saknu, bet 2017 ir nepara
skaitlis.

12.2. Pieradt, ka~ + % + 28 > %2

a b c a+b+c

Atrisinajums. Reizinot abas nevienadibas pusesara + b + ¢ > 0, ieglistam

16

1 4
b (— - —)249.
(a+b+c) PR

,jaa, b, cir pozitivi skaitli!

Novertésim nevienadibas kreisas puses izteiksmi:

1 4 16 4a b 16b 4c 16a ¢
(a+b+c)<—+—+—)=1+4+16+(—+—)+<—+—)+<—+—)2
a b c b a c b c a

>21+2V4+2V16-4+2V16 = 21 + 4 + 16 + 8 = 49,
kas ari bija japierada.

12.3. Saurlenku trijstiri ABC taisne, kas vilkta paraléli malai BC krusto malu AB punkta F, bet malu AC — punkta
E. Pieradit, ka rinka Iiniju, kas konstruétas uz nogriezniem BE un CF ka diametriem, krustpunkti atrodas uz
trijstlra augstuma (vai ta pagarinajuma), kas no A vilkts pret malu BC.

Atrisinajums. Rinka liniju ar diametru BE apzZimésim ar w4, tas centru apzimésim ar O, rinka Iiniju ar diametru
CF apzZimésim ar w, un tas centru —ar P, w; un w, krustpunktus apzimésim ar M un N (skat. 36. att.).

36. att. 37. att.

Ja no virsotnes B novelk augstumu BG pret malu AC (G € AC), tad punkts G atrodas ari uz rinka linijas w4,
jo ABGE = 90°. Lidzigi augstuma CH pamats H atrodas uz rinka lnijas w, (skat. 37. att.).

Vispirms pieradisim, ka AG - AE = AH - AF. Lai to pieraditu, ievérosim, ka AABC~AAFE péc pazimes ¥4, jo
XA ir kopigs un XABC = <XAFE ka kaps|u lenki, tapéc j—g = ‘:—lg.

No taisnlenka trijstiriem AGB un AHC iegistam, ka AG = AB-cosA un AH = AC - cos A. Tapéc
AG _ AB _ AF , Y

— = — = —, no kurienes seko prasitais.

AH ~ AC  AE

Talak pieradisim, ka punkti A, M un N atrodas uz vienas taisnes. Pienemsim pret€jo, ka Sie punkti neatrodas
uz vienas taisnes, tad novilksim taisni AM un tas otrus krustpunktus ar w; un w, apzimésim attiecigi ar N;
un N,.

No sekansu Tpasibas izriet, ka AG - AE = AM - AN, (sekantes no punkta A pret w,) un AH - AF = AM - AN,
(sekantes no punkta A pret w,). Ta ka AG - AE = AH - AF,tad artAM - AN, = AM - AN,, tatad AN; = AN,,

tas nozimé, ka punkti N; un N, sakrit.



Atliek pieradit, ka taisne MN ir perpendikulara BC. Rinka Iinijas w4 centrs O atrodas vienada attaluma no M
un N, tapéc tas atrodas uz MN vidusperpendikula. Lidzigi iegust, ka ari P atrodas uz MN vidusperpendikula.
Tatad MN L OP. Bet nogrieznis OP atrodas uz trapeces BFEC viduslinijas, tapéc tas ir paraléls BC. Tatad
MN L BC un esam pieradijusi, ka M un N atrodas uz taisnes, kas satur no virsotnes A vilkto augstumu.
12.4. Astoni tenisisti piedalas turnira, kura katram ar katru paredzéts izspélét vienu spéli. Turnira laika ir iestajies
tads bridis, kad katrs tenisists ir nospéléjis tiesi tris spéles. Pieradit, ka visus astonus tenisistus var sadalit
Cetros paros ta, ka neviena pari tenisisti vél nav sava starpa nospélejusi turnira paredzéto spéli!
1. atrisinajums. Izveidosim grafu, kur virsotnes (punkti) ir tenisisti, bet Skautne (linija) divas virsotnes saista
tad un tikai tad, ja atbilstoSie tenisisti turnira vél savu spéli nav izspéléjusi. Ta ka katram tenisistam pavisam
jaizspélé septinas spéles, bet izspélétas ir tris, tad katra virsotne ir tieSi ¢etru Skautnu galapunkts (skat.

38. att.).
A
Y7
o

N
VN

38. att.

Pieradisim, ka Saja grafa eksisté Hamiltona cikls, tas ir, cel$, kas iet pa ta Skautném, katra virsotné iegriezoties
tieSi vienu reizi, un beigas atgriezas sakotnéja virsotné.

Atradisim $aja grafa garako celu, tas ir, garako virsotnu virkni v;v,... v, tadu, ka v; un v;, 4 ir saistitas.
Paradisim, ka So celu var partaisit par ciklu. Visas Cetras Skautnes, kas iziet no virsotnes v, iet uz kadu no
virsotném v,, ..., Uy, jo, ja tas ietu uz kadu virsotni, kas neietilpst garakaja cel3, tad So ce|u varétu pagarinat.
Ta ka k < 8, tad no ta varam secinat, ka starp virsotném v,,..., vy ir ne vairak ka 3, kas nav saistitas ar v;.
Tas pats ir spéka art virsotnei vy, visas Cetras Skautnes no tas iet uz kadu no virsotném v,..., Vg_1.
Apzimésim tas ar v; , v;,, vy, un v;,. Tad kada no virsotném v;, 41, Vy, 11, Vi 41, Vi, +1 NOteikti ir saistita ar vy,
jo starp virsotném v,,..., vy ir ne vairak ka 3, kas nav saistitas ar v;.

Esam pieradijusi, ka ir tada virsotne v; (1 < i < k), ka v, ir saistita ar v; 1, bet v; ir saistita ar v;.. Tas nozimé,
ka sakartojot musu garaka cela virsotnes seciba v;... V; U Vy_1... V;41V; tas veido ciklu.

Pieradisim, ka Saja cikla ietilpst visas 8 virsotnes. Pienemsim pretéjo, ka arpus si cikla ir vél kada virsotne v.
Ta noteikti ir saistita ar kadu no 3i cikla virsotném v; (jo cikla ir vismaz 5 virsotnes), bet, ja t3, tad pargrieZot
ciklu pie virsotnes v; un pieliekot gala virsotni v, més iegutu celu, kas ir garaks neka sakotnéjais — pretruna.
Tatad més esam ieguvusi Hamiltona ciklu — celu, kas iet cauri visam virsotném, katra iegrieZoties tieSi vienu
reizi. Apzimésim virsotnes 3aja cikla ar v, v,...vg. Tad, atgrieZoties pie tenisistiem, tos var salikt pa pariem
Vy — Vy; V3 — Uy, Vs — Vg; Uy — Vg, kas vél nav spéléjusi sava starpa.

Piezime. Diraka teoréma apgalvo, ka, ja grafa ar n virsotném, no katras iziet vismaz g Skautnes, tad $aja grafa

eksisté Hamiltona cikls. Saja uzdevuma péc bitibas tika pieradits $is teorémas specialgadijums pie n = 8.

saistitas ar Skautni tad un tikai tad, ja Sie spélétaji vél nav spéléjusi spéli sava starpa.

Izvélésimies patvaligu spélétaju A, pienemsim, ka tas ir spélgjis ar spélétajiem B;, B, un B3 un nav spélgjis ar
spélétajiem Cy, C,,C5,C, (skat. 39. att.). Sauksim jebkuru no Bi, B,, B3 par B-virsotni, bet jebkuru no
Cy,C,, C3,Cy — par C-virsotni.



Katra no B-virsotném ir saistita ar vismaz divam C-virsotném, jo ta ir saistita ar cetram virsotném, nav saistita
ar A un ir saistita ar lielakais divam citam B-virsotném.

Nav iesp€jams, ka visas B-virsotnes ir saistitas ar vienam un tam pasam divam C-virsotném un nav saistitas
ar abam paréjam C-virsotném (skat. 40. att.). Saja gadijuma virsotnes C3 un C, jau ir saistitas ar 4 citam
virsotném, tatad tas nav saistitas ne ar C;, ne C,. Bet tada gadijuma C;, var bt saistita vél tikai ar C,, kas dod
tai lielakais 2 Skautnes, kaut gan jabat 4.

40. att.

Tatad katra no B-virsotném ir saistita ar vismaz divam C-virsotném un tas nav visiem vienas un tas pasas
divas. lzveéleésimies divas B-virsotnes, ta lai tas ir saistitas katra ar divam C-virsotném, bet ne ar vienam un
tam pasam. Pienemsim, ka tas ir By un B,, un pienemsim, ka Bj ir saistita ar C; un C,, bet B, —ar C, un (3
(skat. 41. att.). (Gadijums, kad B, ir saistita ar C3 un C, ir analogs).

41. att.

Tada gadijuma virsotnei Bz varam nemt patvaligu pari no C-virsotném, ar ko ta ir saistita.
Ja Stvirsotne ir C, (vai Cy), tad varam salikt parus B; — C, (vai Cy ), By — C1, B, — C3.

Ja 8tvirsotne ir C; —tad varam salikt parus B; — C;,B; — C,, B, — (5.

Ja Stvirsotne ir C3 —tad varam salikt parus B; — C3,B; — C, B, — C,.

Pedeja C-virsotne bls parT ar virsotni A.

Tad, atgrieZoties pie tenisistiem, tos var salikt pa pariem, kas vél nav spéléjusi sava starpa.

12.5. a) Doti naturali skaitli no 1 lidz 11. lzvélieties devinus no tiem un ierakstiet tos 3 X 3 ritinu tabula t3, lai
katra rinda, katra kolona un abas galvenajas diagonalés ierakstito skaitlu summa dalas ar 7. b) Vai to pasu ir
iespéjams izdarit, ja doti naturali skaitli no 1 lidz 10?

Atrisinajums. a) Skaitlus var ierakstit, pieméram, ta, ka paradits 42. att.

10 3| 8 | 21
5|7 2 | 14
6|4 |11| 21

21 21 14 21 28
42. att.

b) Pieradisim, ka prasito nevar izdarit. Ja jaizvélas tikai no desmit skaitliem, tad vienigais veids, ka panakt, lai
visu tabula ierakstito skaitlu summa dalas ar 7, ir neizmantot skaitli 6, jo visu skaitlu no 1 Iidz 10 summa ir 55
un vienigais skaitlis, kas dalas ar 7 un ko var iegit no 55 atnemot vienu no dotajiem skaitliem, ir 49.
Apziméjam tabula ierakstitos skaitlus ta, ka paradits 43. att.

al|lb | c
x
d|le | f




Saskaitot abas diagonales un vidéjo kolonnu, tad atnemot augséjo un apakséjo rindu, ieglisim
(a+x+f)+(d+x+c)+(b+x+e)—(a+b+c)—(d+e+f)=3x.

Ta ka vienadibas kreisa puse dalas ar 7, tad ar1 3x dalas ar 7. Tatad vieniga iespéja, ka centralaja ratina ir

ierakstits skaitlis 7. Kada no atlikusajam ratinam ierakstam skaitli 1 un 3ai rGtinai centrali simetriskaja ratina

ierakstito skaitliapziméjamar y. Tad (1 + 7 + y) jadalas ar 7, kas nevar bit, jo vienigas iespéjamas y vértibas

ir2,3,4,5,8,9, 10.

Piezime. Lai atrisinatu a) gadijumu, varéja izmantot b) gadijuma ieglto, ka skaitlim 7 ir jaatrodas tabulas

centra.



