. ) LATVIJAS UNIVERSITATE

A. I.iepas_ Neklitienes matemitikas skola

Latvijas 45. atklatas matematikas olimpiades uzdevumi un atrisinajumi

5. klase

, o . L1 . . s - ol . . .
5.1. Artlrs no marinétu gurkiSu burkas ir aped|s§ no visiem gurkiSiem. Rezultata burka skidruma limenis samazinajas

par § no sakotnéja lmena. Cik reizes, salidzinot ar jauno limeni, samazinasies skidruma limenis burka, ja Artlrs
apédis visus atlikuSos gurkisus? (Artirs éda tikai gurkus, skidrumu né.)
Atrisinajums. Ta ka, apédot % no visiem gurkisiem, Skidruma limenis burka samazinajas par % (burka palika g
skidruma), tad, apédot visus gurkisus jeb z gurkisu, Skidruma limenis burka samazinasies par 3 % = %, tas ir,
burka paliks 1 — % = Eékidruma, kas ir divas reizes mazak neka péc pirmas gurkisu ésanas.
5.2. Raimonds veidoja virkni, visu laiku péc kartas rakstot skaitla 2018 ciparus:
2,0,1,8,2,0,1,8,2,0,1,8, ...

Laine veidoja virkni péc likuma: virknes pirmais loceklis 20, bet katru nakamo iegist, no iepriekséja locekla
ciparu summas atnemot 1 un rezultatu reizinot ar 8.
Kads ir 999. loceklis Raimonda virkné un kads — Laines virkné?
Atrisinajums. Pamatosim, ka Raimonda virkneé 999. loceklis ir skaitlis 1. Ta ka skaitlu seciba virkné atkartojas ik
péc 4 skaitliem un 999 = 4 - 249 4 3, tad 999. loceklis ir tads pats ka 3. loceklis, tas ir, 1.
Pamatosim, ka Laines virknes 999. loceklis ir skaitlis 56. Aprékinam daZus nakamos virknes locek|us:

o virknes 2. loceklisir8,jo24+0—1=1un1-8=3§;

o virknes 3. loceklisir56,jo8 —1 =7un7-8 = 56;

o virknes 4. loceklisir80,jo54+ 6 —1 =10un 10 -8 = 80;

o virknes 5. loceklisir56,jo8 +0—1=7un7-8 = 56.
Lidz ar to virknes sakums ir 20; 8; 56; 80; 56; 80; ... Ta ka katrs nakamais virknes loceklis ir atkarigs tikai no viena
iepriek$€ja, tad, lidzko paradas kads Saja virkne jau ieprieks bijis skaitlis, izveidojas periods. Redzam, ka, sakot ar
treSo locekli, virkne ir periodiska: para vietas visi locekl|i ir 80, bet nepara —56. Ta ka 999 ir para skaitlis, tad saja
vieta virkné ir skaitlis 56.

5.3. Vai kvadrata ar izmériem 8 X 8 rltinas var iekrasot 12 ritinas t3, lai katra taisnstrt ar izmériem 2 X 3 ratinas

(tas var bat arT pagriezts vertikali) batu vismaz viena iekrasota ritina?
Atrisinajums. J3, var, pieméram, skat. 1. att.

1. att.

5.4. Naturalu para skaitli sauksim par raibu, ja tam vienlaikus ir spéka Sadas Tpasibas:
1) taja neviens cipars nav nulle,
2) tam nav divu vienadu ciparu,
3) nekur blakus neatrodas divi para un divi nepara cipari.
Vai ir iespéjams, ka
a) saskaitot divus piecciparu raibus skaitJus, art summa bs piecciparu raibs skaitlis;
b) saskaitot divus sesciparu raibus skaitlus, ari summa bds seSciparu raibs skaitlis?

2017./2018. m.g. http://nms.lu.lv/ 1



Atrisinajums. a) J3, ir iespé&jams, pieméram, 23856 + 21836 = 45692.
b) Pamatosim, ka prasitais nav iespéjams. Ja tas bltu iespéjams, tad divu raibo skaitju summu varétu pierakstit
sadi (p — para cipars; n — nepara cipars):

_|_

S |3 S
STl ias
S |3 S
S |S S

p p
p p
p p
Lai iegUtu, ka iekrasotajas vietas ir nepara cipars, iepriekséja skira, saskaitot divus para ciparus (p + p), ir jarodas
parnesumam. Tas nozimé, ka ciparu 2 nevar izmantot, jo tad vai nu neveidosies parnesums (2 + 2; 2 + 4; 2 + 6)
vai ari, saskaitot divus para ciparus, summa iegltu 10 (2 + 8), tacu cipars 0 nevar tikt izmantots. Tatad abos
saskaitamajos ka para cipari bUs izmantoti tikai para cipari 4, 6 un 8. Apskatam ciparu 4 pirmaja skaitli un
ievérojam, ka vieniga iespéja ir tam pieskaitit 8 (jo 4 + 4 neveidojas parnesums; 4 + 6 pédgéjais cipars ir 0). Tas
nozimé, ka nav iesp&jams atrast atbilstoSu ciparu, ko likt parT ar ciparu 6, jo cipars 8 jau ir pari ar 4, bet ciparu 6
nedrikst izmantot, jo summa cipars 2 jau ir izmantots no 4 + 8. Tatad saskaitot divus seSciparu raibus skait]us,
summa nav iespéjams ieglt sesSciparu raibu skaitli.

5.5. Mikelis irizgudrojis spéli, kura nepiecieSama spélu nauda — mikeli$i. No 1, 2, 3, 5, 10 un 15 mikeliSu naudaszimém
Mikelis grib izveléties Cetru veidu naudaszimes t3, lai jebkuru summu no 1 lidz 30 mikeliSiem varétu izveidot,
izmantojot ne vairak ka Cetras banknotes. Atrodi vienu $adu ¢etru naudaszimju komplektu!

Atrisinajums. Mikelim jaizvélas naudaszimes 1, 3, 10 un 15. Jebkuru summu hdz 15, iznemot 8
(8=1+1+4 3+ 3), var iegilt ar tris banknotém, tapéc, katrai no Sim summam pieskaitot 15, ar ¢etram
banknotém var ieglt jebkuru summu no 16 lidz 30, iznemot 23 (23 = 3 + 10 + 10):
1=1 11=1410 21=(3+3)+15
2=1+1 12=1+1+10 22=(1+3+3)+15
3=3 13=3+10 23=3+10+10
4=1+3 14=1+3+10 24=3+3+3)+15
5=1+1+3 15 =15 25=10+15
6=3+3 16 =1+ 15 26 =(14+10)+ 15
7=1+3+3 17=(1+1)+15 27 =(14+1+410)+15
8=1+1+3+3 18 =3+ 15 28 =(3+10) +15
9=3+3+3 19 =(1+3)+15 29=(1+3+10)+15
10 =10 20=(1+14+3)+15 30 =15+15
Piezime. Ar naudaszimém 1, 3, 10 un 15 var izveidot jebkuru summu no 1 lidz 36. Nakamie labakie komplekti ir
1,2,5,10un1, 2,5, 15, bet ar tiem var izveidot summas no 1 lidz 27.

6. klase

6.1. Sarkana kvadrata laukums ir 80% no zila kvadrata laukuma, bet zila kvadrata laukums ir 125% no zala kvadrata
laukuma. Kura kvadrata mala ir visisaka? Aprékinat zala kvadrata malas garumu, ja sarkana kvadrata laukums ir
25 cm?.
Atrisinajums. Za)a kvadrata laukumu apziméjam ar x. Tad zila kvadrata laukums ir 125% no x jeb 1,25x. Sarkana
kvadrata laukumsir80%no 1,25x jeb 0,8 - 1,25x = 1 - x = x. Tatad zala un sarkana kvadrata laukums ir vienads
un vienadi ir to malu garumi (abiem Siem kvadratiem ir visisaka mala). Ta ka sarkana kvadrata laukums ir 25 cm?,
tad gan sarkana, gan zala kvadrata malas garums ir 5 cm, jo 52 = 25.

6.2. Vilnis veidoja virkni, visu laiku péc kartas rakstot skaitla 29042018 ciparus:

2;9,0;4,2;0;1;8;2;9,0;4,2;,0;1,;8;,2;9,0;4,2,0;,1; 8; ...
Armands veidoja virkni péc likuma: virknes pirmais loceklis 20, bet katru nakamo iegst, iepriekséja locekla
ciparu summai pieskaitot 1 un rezultatu reizinot ar 8.
Kads ir 1000. loceklis Vilna virkné un kads — Armanda virkné?
Atrisinajums. Pamatosim, ka Vilna virkne 1000. loceklis ir skaitlis 8. Ta ka skait|u seciba virkné atkartojas ik péc
8 skaitliem un 1000 = 8 - 125, tad 1000. loceklis ir tads pats ka 8. loceklis, tas ir, 8.
Pamatosim, ka Armanda virknes 1000. loceklis ir skaitlis 96. Aprékinam dazus nakamos virknes locek]us:
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6.3.

6.4.

6.5.

virknes 2. loceklisir24,jo2+ 0+ 1 =3 un 3-8 = 24;

virknes 3. loceklisir56,jo2+4+1=7un7-8 = 56;

virknes 4. loceklisir96,jo5+ 6 +1=12un 12 -8 = 96;

virknes 5. loceklisir 128,jo9+ 6+ 1 =16 un 16 -8 = 128;

virknes 6. loceklisir96,jo1+2+8+1=12un12-8 = 96.

Lidz ar to virknes sakums ir 20; 24; 56; 96; 128; 96; 128; ... Ta ka katrs nakamais virknes loceklis ir atkarigs tikai
no viena iepriekséja, tad, lidzko paradas kads saja virkné jau ieprieks bijis skaitlis, izveidojas periods. Redzam,
ka, sakot ar ceturto locekli, virkne ir periodiska: para vietas visi locekli ir 96, bet nepara —128. Ta ka 1000 ir para
skaitlis, tad Saja vieta virkné ir skaitlis 96.

Kvadrata ar izmériem 7 X 7 rQtinas sakotnéji visas ratinas ir baltas. Kads ir mazakais ritinu skaits, kas jaiekraso
melnas, lai no dota kvadrata nevarétu izgriezt 2 X 3 ratinu taisnstdri, kam visas ratinas ir baltas?

Atrisinajums. Jaiekraso 8 ritinas, skat., pieméram, 2. att. Nepietiek iekrasot mazak ka 8 ritinas, jo kvadrata
7 X 7 ratinas var izvietot astonus taisnstdrus ar izmériem 2 X 3 ratinas (skat. 3. att.).

O O O O

2. att. 3. att.

Paradi vienu pieméru, kadus ciparus var ierakstit burtu vieta, lai vienadiba AC - C = AB - AB biitu patiesa!
Vienadi burti apzimé vienadus ciparus, dazadi — dazadus, turklat A nav 0.

Atrisinajums. Der A = 1; B = 2; C = 8, tad ieglistam 18 -8 = 12 - 12 jeb 144 = 144.

a) Laine saka pierakstit, cik veidos var ieglt katru summu no 2 lidz 12, metot divus parastus metamos kaulinus:
summu 2 var ieglt 1 veida (2 = 1 4 1), summu 3 var iegit 2 dazados veidos (3 =14+ 2 = 2 + 1), summu 4 var
ieglt 3 dazados veidos (4 =143 =2+ 2 =3+ 1). Kados un cik dazados veidos var iegit visas atlikusas
summas no 5 lidz 12?

b) Gunars no diviem kubiem ir izveidojis divus neparastus metamos kaulinus. Vienam no tiem uz skaldném ir
uzrakstiti skaitli 1, 3, 4, 5, 6 un 8. Kadi seSi skaitli ir uzrakstiti uz otra neparasta metama kaulina skaldném, ja
zinams, ka, metot Sos neparastos kaulinus, katru summu no 2 lidz 12 var iegit tiesi tikpat dazados veidos, ka
metot divus parastus metamos kaulinus! (Paradi vienu pieméru! Uzrakstitie skaitli var atkartoties.)
Atrisinajums. a) Diviem parastiem metamajiem kauliniem katrai iespéjamajai summai atbilstoSo veidu skaits ir
$ads: 2-1, 3-2, 4-3, 5-4, 6-5, 7-6, 8-5, 9-4, 10-3, 11-2, 12-1 (skat. tabula).

1 2 3 4 5 6
112 3 4|5 6 7
2|13/4 5 6 7 8
314/5 6 7 8 9
4 |15/6 7| 8 9 |10
5|16 /7 8 9 |10 11
6|7 /8 9 10 11 12

b) Uz otra neparasta kaulina skaldném jauzraksta skaitli 1, 2, 2, 3, 3 un 4. Visas iespéjamas summas skat. tabula.

3 4 5 6 8
112 4 5 6 7 9
2|35 67 8 | 10
2|35 67 8 | 10
314/ 6 7 8 9 |11
314/ 6 7 8 9 |11
4|5 78 9 |10 12

Piezime. Noskaidrot, kadi skaitli uzrakstiti uz neparasta metama kaulina skaldném, var palidzét talak dotie
spriedumi. Ja uz viena neparasta kaulina skaldném uzrakstiti skaitli 1, 3, 4, 5, 6 un 8, tad, lai summa butu
iespéjams ieglt 2, uz otra neparasta kaulina skaldnes noteikti jablt skaitlim 1. Tatad pa reizei bas iespéjams

2017./2018. m.g. http://nms.lu.lv/ 3



iegit summu 2, 4,5, 6,7 un 9. Vairak skaitlis 1 uz $1 kaulina nevar bit, jo citadi summa 2 varétu ieglt vairak neka
viena veida. Lai summa vareéetu iegut 3, uz kaulina skaldnes jabat skaitlim 2. Ta ka summa 3 jaiegust divos veidos,
tad 2 jabut rakstitam uz vél vienas skaldnes. Lidz ar to summa var iegit 2-1 reizi, 3-2, 4-1, 5-3, 6-3, 7-3, 8-2, 9-1
un 10-2. Lai papildus summa 4 iegitu vél divas reizes, uz divam skaldném jabdat uzrakstitam skaitlim 3. Lidz ar to
summa var iegut 2-1, 3-2, 4-3, 5-3, 6-5, 7-5, 8-4, 9-3, 10-2, 11-2. Uz pédejas skaldnes uzrakstot skaitli 4, ieglsim
atlikusas trikstosas summas.

7.1.

7.2.

7.3.

7. klase

Cik dazadus naturalus skaitlus, kam visi cipari ir dazadi, var izveidot no cipariem 2, 0, 1, 8?
Atrisinajums. levérojam, ka meklétie var bat viencipara, divciparu, trisciparu un Cetrciparu skaitli un skaitla
pirmais cipars nedrikst bat 0. Saskaitam katra veida skait]us:
o irtris derigi viencipara skaitli;
o ir3 -3 = 9divciparu skaitli, jo divciparu skaitla pirmo ciparu var izvéléties 3 veidos un ari otro ciparu var
izvéleties 3 veidos;
o ir3-3-2 = 18 trisciparu skaitli, jo skaitla pirmo ciparu pirmo ciparu var izvéléties 3 veidos, otro ciparu
— 3 veidos un treso ciparu — 2 veidos;
o ir3-3-2-1 = 18 cetrciparu skaitli, jo skait]a pirmo ciparu var izvéléties 3 veidos, otro ciparu — 3 veidos,
treso ciparu — 2 veidos un pédéjo ciparu — tikai viena veida.
Tatad pavisam ir 3 + 9 + 18 + 18 = 48 $adi skait]i.
Skait|lu virkne tiek veidota péc $ada likuma: ja x ir virknes loceklis, tad nakamo virknes locekli aprékina péc
formulas i Virknes pirmais loceklis ir 4. Aprékini iegltas virknes 2018. locekli un pirmo 2018 loceklu summul!

Atrisinajums. Pamatosim, ka virknes 2018. loceklis ir skaitlis (— %) . Aprékinam dazus nakamos virknes locek|us:

. T | 1
o virknes 2. loceklis ir — =, jo — = —;
3’714 -3
. . .3, 1 13
o virknes 3. loceklisir=, jo ——x =57 =
S R
. R | 1
o virknes 4. loceklisir 4, jo — = + = 4.
-7 1
- . - . 13 13 o - L . . .
Lidz ar to virknes sakums ir 4; —3i 4, —3ig Ta ka katrs nakamais virknes loceklis ir atkarigs tikai no viena

iepriek$éja, tad, lidzko paradas kads $aja virkné jau ieprieks bijis skaitlis, izveidojas periods. Ta ka virknes pirmais
un ari ceturtais loceklis skaitlis 4, tad virkne ir periodiska ar periodu (4; —%;2). Taka2018 =3-672 + 2, tad
2018. loceklis ir perioda otrais, tatad tas ir (— g)

Perioda eso$o skaitlu summa ir 4 — % +% = 48;‘;9 =

pilnas grupas un vél 2 locekli, tad virknes pirmo 2018 locek|u summa ir

% . Ta ka pirmajos 2018 virknes locek|us veido 672 $adas

>3 672 + 4 1—53 56 + 4 1—29712
12 3 3 3

Uz trijstlira ABC malas AB izvéléts patvaligs iekséjs punkts D. Pieradit, ka CD > %(CA + CB — AB).

Atrisinajums. Izmantojot trijstlra nevienadibu trijstiros ADC un BDC (skat. 4. att.), ieglistam
(CD+AD)+ (CD+BD)>CA+CB
2CD + AB > CA+CB
2CD > CA+ CB — AB

1
CD > (CA+ CB — AB)
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A D B
4. att.
7.4.  Atrast tadu veselu skaitli n, lai vienadiba (n — 2021)(n — 2018)(n — 2017)(n — 2016) = 2016 batu
patiesa!
Atrisinajums. Dern = 2025,tad 4-7 -89 = 2016.
Piezime. Uzdevumu palidz atrisinat, ja ievérojam, ka starpibas starp blakus esoSiem reizinatajiem attiecigi ir
3, 1, 1 un ka skaitli 2016 var izteikt ka 2016 = 4-7-8-9.

7.5. Laurina no taisnstlra ar izmeériem 7 X 2018 ratinas izgriez 5. att. dotas figiras, bet Pécitis no tada pasa
taisnstura izgrieZ 6. att. dotas figliras. Kur§ no viniem var izgriezt vairak figlru? Figliras var but pagrieztas vai
apgrieztas spogulattéla.

5. att. att
Atrisinajums. Abi var izgriezt vienadu skaitu figlru. Taisnstlris ar izmériem 7 X 2018 ratinas satur
7 - 2018 = 14126 ritinas, tapéc maksimalais figliru skaits, ko varétu izgriezt, ir 2825, jo 5- 2825 4+ 1 = 14126.
Paradisim, ka gan Laurina, gan Pécitis var sagriezt doto taisnstlri ta, ka pari paliek 1 ratina. levérojam, ka
taisnstdri ar izmériem 2 X 5 rGtinas var sagriezt gan Laurina, gan Pécitis (skat. 7. att.).
7. att.
Taisnstdri 7 X 2018 sadalam 201 taisnstdri 7 X 10 un viena taisnstlrt 7 X 8. Katru taisnstlri 7 X 10 sadalam
taisnstdros 2 X 5 ta, ka paradits 8. att. Laurina taisnstliri 7 X 8 var sagriezt ta, ka paradits 9. att., bet Pécitis —
ta, ka paradits 10. att. Tatad abi var izgriezt vienadu skaitu figiru.
8. att. 9. att. 10. att.
8. klase
8.1. Vienkardot izteiksmi (x? — 2x + 1)(x* + 1)?(x2 + 2x + 1)(x* + 2x% + 1).

Atrisinajums. Izmantojot saisinatas reizinasanas  formulas (a—b)(a+b) =a?—b? un
a? + 2ab + b? = (a + b)?, ieglistam

(2 =2x+ D+ D22+ 2x + D +2x2+ 1) = (x — D2(x* + 1)?2(x + 1?2 (x2 + 1)? =

= ((r =D+ 1) G2+ D2t +1)% = (62 — 1)2(x% + D2 (x* + 1)% =

= (x*—1D2(x*+ 1) = (2 — 1)?
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8.2.

8.3.

8.4.

Naturalu skait|u virknes 1; 8; 8; 64; 192; 432; ... katrs loceklis, sakot ar treso, ir vienads ar divu iepriekséjo locek|u
nenulles ciparu reizinajumu. Kads ir sis virknes 2018. loceklis?
Atrisinajums. Turpinot virkni talak, ieglisim, ka ta ir (ar pelékiem cipariem noradits katra virknes locekla nenulles
ciparu reizinajums):
1, 8 8; 64; 192; 432; 432; 576; 5040; 4200; 160; 48; 192; 576; 3780; 35280; 40320; 5760; 5040; 4200; ...
1 8 8 24 18 24 24 210 20 8 6 32 18 210 168 240 24 210 20 8

Ta ka katrs nakamais virknes loceklis ir atkarigs no diviem ieprieks€jiem virknes locekliem, tad, lidzko paradas
divi jau ieprieks bijusi skaitli, izveidojas periods. Ta ka virknes devitais un desmitais loceklis ir 5040 un 4200, un
19. un 20. loceklis arTir 5040 un 4200, tad virkne, sakot ar 9. locekli, ir periodiska un perioda garums ir 10. Tapéc
pédéjais pilnais periods beidzas pie 2018. virknes locekla, jo 2018 = 8 + 10 - 201, un 2018. loceklis ir perioda
pédéjais, tatad tas ir 5760.

Paralelograma ABCD malu BC un AD viduspunkti ir attiecigi E un F. Aprékinat Cetrstlra laukumu, ko ierobezo
taisnes AE,ED, BF un FC, ja zinams, ka ABCD laukums ir 100.

Atrisinajums. Novelkam nogriezni EF, tas sadala doto paralelogramu ABCD divos vienados paralelogramos
ABEF un FECD, jo to pretéjas malas ir paralélas un vienadas. Nogrieznu BF un AE krustpunktu apziméjam ar
G, bet ED un CF krustpunktu — ar H, tad jaaprékina cetrstlira FGEH laukums (skat. 11. att.).

Bk —y C
G 7
A H I3 H D
11. att.
Paralelograma diagonale sadala paralelogramu divos vienados trijstlros, tapéc

Spgr = %SABEF = %-%SABCD = i- 100 = 25. Ta ka trijstiriem BEG un GEF ir kopigs augstums no virsotnes E

un malas, pret kuram novilkts Sis augstums (BG un GF), ir vienadas, tad Sie trijstdri ir vienlieli, tas ir, to laukumu
ir vienadi. Tatad Sggr = %SBEF = % 25=12,5. Ldzigi ieglstam, ka Spgy =12,5. Lidz ar to
Secgn = 12,52 = 25.

Par magisko kvadratu sauc n X n ritinu tabulu, kuras ritinas ierakstiti skaitli no 1 lidz n? ta, ka visas tabulas
rindas, kolonnas un uz abam galvenajam diagonalém ritinas ierakstito skaitlu summas ir vienadas. (Katrs no
skaitliem ierakstits tiesi viena ratina.) Vai noteikti magiska kvadrata centralaja ritina ir ierakstits skaitlis % ,

jaa)n=3,b)n=>5?
Atrisinajums. a) J3, var apgalvot. Apzimé&jam tabula ierakstitos skaitlus ar a, b, c,d, e, f, g, h un i (skat. 12. att.).

alb|c TR T
dle|f |__
Tl 4l
12. att. 13. att.

14+2+3+4+5+6+7+8+9
3 =

No t3, ka katra rinda ierakstito skaitlu summa ir viena un ta pati, var secinat, ka ta ir 15.

Ta ka art katra kolonna un katra diagonalé ierakstito skaitlu summa ir 15, tad ieglstam, ka
a+b+c=d+e+f=g+h+i=a+d+g=b+e+h=c+f+i=a+e+i=c+e+g=15.
levérojam (skat. 13. att.), ka
(ate+i)+(cte+g)+(b+te+h)—(a+b+c)—(g+h+1i)=3e
15-3—-15-2=3e
15 = 3e
e=5
Tatad esam pieradijusi, ka centralaja rGtina vienmeér ir ierakstits skaitlis 5.
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8.5.

b) Né, nevar apgalvot. Centralaja ratina bdtu jabat 13, bet ir iespéjams izveidot magisko kvadratu, kura
centralaja ritina nav skaitlis 13, bet gan ir skaitlis 12, skat., pieméram, 14. att., kur atbilsto$a summa ir 65.

1512|1239 |16

18|14 | 1 (25| 7

6 120(12| 3 |24

22|18 (19|11| 5

4 (2110|1713
14. att.

= v—

a) Kads ir mazakais ratinu skaits, kas jaiekraso 6 X 6 ratinu kvadrata, lai katra st kvadrata 2 X 3 rdtinu taisnstari
(tas var bat art pagriezts vertikali) bGtu vismaz viena iekrasota ritina? b) Vai noteikti tad, kad ir iekrasots
mazakais ratinu skaits, visas Cetras stlra ratinas paliks neiekrasotas?

Atrisinajums. a) Mazakais ratinu skaits, kas jaiekraso, ir 6, skat., pieméram, 15. att.

15. att. 16. att.

Pieradisim, ka nepietiek iekrasot mazak ratinu. Sadalam kvadratu sesos taisnstdros 2 X 3 (skat. 16. att.), katra
sada taisnsturi jabat iekrasotai vismaz vienai ratinai, tatad kopa jabat iekrasotam vismaz 6 ratinam.
b) Pieradisim, ka visas stira ratinas paliks neiekrasotas. Pienemsim, ka kada stlra ritina ir iekrasota, pieméram,
laba stdra augs$éja ritina, tad ar “0” atziméjam tas ratinas, ko nedrikst iekrasot (lai pietiktu ar 6 iekrasotam
ratinam, katra 16. att. taisnstlri 2 X 3 jaiekraso tiesi viena ratina un ta ka stdra rdtina jau ir iekrasota, tad paréjas
piecas ratinas iekrasot nedrikst), bet noteikti jaiekraso tiesi viena ritina, kas atziméta ar “a” un tiesi viena —kas
atziméta ar “b” (skat. 17. att.). Kopa ir iekrasotas jau 3 rdtinas. Atlikuso kvadrata dalu var sadalit cetros
taisnstdros 2 X 3 (skat. 18. att.), bet katra $ada taisnstdri ir jaiekraso vismaz viena ritina, tatad kopa bis
jaiekraso vismaz 7 ritinas. Ta ka mazakais ratinu skaits, kas jaiekraso, ir 6, tad stdra ritinas paliek neiekrasotas.
. olo|b . o|la|b
o|loflo|hb olo|o|b
a|a a|a

17. att. 18. att.

9.1.

9. klase

Dots vienadojums (a — 3)x? + 5x — 2 = 0. a) Kidam a vértibam vienadojumam ir tiesi viena sakne? b) Kadam
a vértibam vienadojumam ir divas dazadas realas saknes?

Atrisinajums. a) Ja a = 3, tad ieglstam linearu vienadojumu 5x — 2 = 0, kuram ir viens atrisinajums x = 0,4.
Ja a # 3, tad dotais vienadojums ir kvadratvienadojums un tam ir viena sakne, ja diskriminants D = 0.
Aprékinam diskriminantu D = 52 — 4(a — 3)(—2) = 25 + 8a — 24 = 8a + 1. Pielidzinot iegito izteiksmi 0,
iegustam8a+1=0jeba = —%.

- . L o . . 1
Tatad dotajam vienadojumam ir viena sakne, jaa = 3 vaia = s
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9.2.

9.3.

9.4.

9.5.

b) Lai iegltu divas daZadas realas saknes, dotajam vienadojumam ir jabdt kvadratvienadojumam un ta
diskriminantam jabat pozitivam. Lidz ar to ieglistam nosacijumus:

{a—3¢0. a¢31
8a+1> a>—§

Tatad dotajam vienadojumam ir divas dazadas realas saknes, jaa € (—%; 3) U (3; +0).

Cik dazados veidos basketbola var gut 18 punktus, izmantojot tikai 1 punkta un 3 punktu metienus? Veidi, kas
atskiras tikai ar 1 punkta un 3 punktu metienu secibu, tiek uzskatiti par dazadiem. Pieméram, 4 punktus var iegut
tris dazadosveidos: 4 =14+14+14+1=1+3=3+1.
Atrisinajums. Ar a,, apziméjam, cik dazados veidos var gut n punktus, izdarot 1 punkta un 3 punktu metienus.
Pamatosim, ka virknes (a,,) katrs loceklis, sakot ar ceturto, ir to divu virknes locek|u summa, kas atrodas vienu
un tris pozicijas pirms ta, tas ir, to var uzrakstit ar rekurences formulu a, =a,_1+ a,_3,
kurn = 4. lespejami divi dazadi gadijumi.
e Japédégjaisir 1 punkta metiens, tad par&jo punktu summa (bez pédéja metiena) ir (n — 1), un $adu punktu
summu var ieglt a, _, veida.
e Ja pédéjais ir 3 punktu metiens, tad paréjo punktu summa (bez pédéja metiena) ir (n — 3), un $adu punktu
summu var ieglt a,_; veidos.
Ta ka katra punktu summa atSkiras no katras citas punktu summas ar pédéjo saskaitamo, tad formula
a, = a,_1 + a,_z ir patiesa. Tagad, izmantojot ieguto rekurences formulu, aizpildam tabulu:

n|(1(2/3/4|5|6|7|8|9/|10|11/12|13|14 |15 16|17 |18

a, 11123 |4]6|913/19/28 41|60 |88|129|189 277|406|595
Tatad 18 punktus, izmantojot tikai 1 punkta un 3 punktu metienus, var iegit 595 veidos.
Ap vienadsanu trijstari ABC (AB = AC) apvilkta rinka Iinija. Caur virsotni B un loka AB (kas nesatur C) iekSéju
punktu D novilkta taisne, uz kuras atziméts punkts E ta, ka AD = AE. Pieradtt, ka trijstiri ABC un ADE ir lidzigi!
Atrisinajums. Apziméjam XACB = <CBA = «a (skat. 19. att.). Ta ka Cetrstiris ACBD ir ievilkts rinka Inija, tad
ta pretéjo lenku summa ir 180°, tatad <ADB = 180° — <ACB = 180° — a. lzmantojot blakuslenku 1pasibu,
ieglstam <ADE = 180° — <ADB = 180° — (180° — a) = a. Ta ka AD = AE, tad <ADE = <DEA = «a. Lidz
arto AABC~AAED péc pazimes £4.

19. att.

Atrast lielako naturalo skaitli, kas dalas ar 7, kura ciparu summa ir 100 un kuram neviens cipars nav 0.

Atrisinajums. Pamatosim, ka lielakais skaitlis, kas apmierina uzdevuma nosacijumus, ir 1121111 ...1111.
96 vieninieki
Skaidrs, ka skaitli nevar bat vairak ka 100 cipari, jo tad ta ciparu summa bdatu lielaka neka 100 (neviens cipars

nav 0). Vienigais 100 ciparu skaitlis, kura ciparu summa ir 100 un neviens cipars nav 0, sastav no 100
vieniniekiem, bet tas nedalasar7,jo 111111 dalas ar 7, bet 1111 (tas, kas paliek pari no 100 vieniniekiem, atdalot
16 grupas pa 111111) nedalas.

Ja skaitlim ir 99 cipari, no kuriem neviens nav 0, un ta ciparu summa ir 100, tad tas sastav no 98 vieniniekiem un
viena divnieka. So divnieku nevar rakstit skaitla pirmaja vai otraja pozicija, jo ne 211, ne 121 nedalas ar 7, bet to
var rakstit tresaja pozicija, jo 112 dalas ar 7 un atlikusais skaitlis no 96 vieniniekiem art dalas ar 7.

Kads ir mazakais ratinu skaits, kas jaiekraso taisnstdrt ar izmériem 5 X 8 ritinas, lai katra ST taisnstdra 2 X 3
rdtinu taisnstart (tas var bt ari pagriezts vertikali) bltu vismaz viena iekrasota ritina?

1. atrisinajums. Mazakais ratinu skaits, kas jaiekraso, ir 7, skat., pieméram, 20. att.
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Pieradisim, ka ar 6 iekrasotam ratinam nepietiek. Sadalam taisnstlri ta, ka paradits 21. att. Katra taisnstart
2 X 3 jaiekraso tiesi viena ratina (kopa tad bus iekrasotas 6 rdtinas), bet kvadrata 2 X 2 nedrikst iekrasot
nevienu ratinu, tapéc jaiekraso viena no ratinam “a” un viena no ratinam “b”.

Sadalam doto taisnstdri ta, ka paradits 22. att. Kvadrata 3 X 3 jau ir iekrasotas 2 ritinas un katra no pieciem
taisnstlriem 2 X 3 jaiekraso vismaz viena ritina. Tatad iekrasotas ir vismaz 7 ritinas.

ala ala
olo|b b
olo|b b

20. att. 21. gtt. 22. att.

2. atrisinajums. Mazakais ritinu skaits, kas jaiekraso, ir 7, skat., pieméram, 20. att.

Pieradisim, ka ar 6 iekrasotam rdtinam nepietiek. Sadalam taisnstari sesos taisnstliros 2 X 3 un viena kvadrata
2 X 2 (skat. 23. att.). Katra taisnstdrt 2 X 3 jaiekraso tiesi viena ritina (kopa tad bis iekrasotas 6 riitinas), bet
kvadrata 2 X 2 nedrikst iekrasot nevienu ratinu.

Sadalam doto taisnstdri sesos taisnstiiros 2 X 3 un viena taisnstdri 1 X 4 (skat. 24. att.). Katra taisnstdrt 2 X 3
jaiekraso tiesi viena ratina (kopa tad bs iekrasotas 6 ritinas), bet taisnstlri 1 X 4 nedrikst iekrasot nevienu
ratinu (skat. 24. att., kur ar “0” atzimétas neiekrasotas ratinas). Redzams, ka ir taisnstliris 2 X 3, kura nav
iekrasota neviena ratina. Tatad ar 6 iekrasotam ratinam nepietiek.

(0|00
0|0 0|0
0|0 ol o
23. att. 24. att

10.1.

10. klase

Pieradit, ka trijstra, kura malu garumi ir v40,v53,v 145, laukums ir naturals skaitlis!
1. atrisinajums. levérojam, ka 40 = 22 + 62, 53 = 22 + 72 un 145 = 82 + 92, Lidz ar to doto trijstdri varam

iezimét taisnstdri ar izmériem 8 X 9 (skat. 25. att.). Tad dota trijstra laukums ir

1 1 1
Sy\==-8-9—-=:2:7—=-2-6-2-2=36—-7—6-—4=19
A7 2 2 ’

kas ir naturals skaitlis.

25. att.
2. atrisinadjums. Izmantosim Hérona formulu S, = \/p(p —a)(p —b)(p —c). Aprékinam trijstra laukuma

kvadratu, tas ir, SAZ:
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£ T VIFS, (O VST ) (O VST TES ) (VT VST

= = (VD + V53 + VI45) (VD + V53 + VI45) (VA — V53 + VI45)(VAD + V53 ~ VI45) =
= L (~(VA0)" + (V53 + VTa8)") (VD) — (v53 ~ VTd5)") =
=%(—40+53+145+2\/W)(40—53—145+2\/W) =

L ovEs1aE 1
= 75 (253145 + 158)(2V53 - 145 — 158) = (453 - 145 — 158?) =

= 1 4(53-145 —79%) = 1 (7685 — 6241) = 1 1444 = (1 38)2 = 19?2
T 16 4 4 2 -

Tatad dota trijstdra laukums 19, kas ir naturals skaitlis.
3. atrisinajums. Apskatam trijstari ABC ar malu garumiem AB = V40, BC = +/53 un AC = v145. Novelkam

augstumu BD un apziméjam AD = x un CD = /145 — x (skat. 26. att.). Izmantojot Pitagora teorému, ieglistam

o BD?=AB?—-AD?=40—-x* (noAADB);
o BDZ:Bc2_CD2:53—(V145—X)2=2x 145—X2_92 (nOABDC)

B

A r P 145 — x C

26. att.
, oo 2 _ .2 _Qq7;: — 56
Lidz ar to iegistam 40 — x* = 2xv145 — x 92 jeb x = N
- _ 66 \2> _ [40145-662 _  [4(1450-332) _ [4361 _ 38
Aprékinam BD = \/40 B (M) - \/ 145 \/ 145 \/ 145  Vias'
- 1 1 38 . - .
Tatad Sypc = EAC -BD = 3 145 E 19, kas ir naturals skaitlis.

10.2. Uz koordinatu ass koordinatu sakumpunkta séz blusa. Ar vienu Iécienu ta var aizlékt vai nu 1, vai 2, vai 5 vienibas
pa labi. Cik dazados veidos blusa var noklt punkta, kura koordinata ir 15? (Veidus uzskata par atskirigiem, ja
atskiras izdarito lécienu seciba.)

Atrisinajums. Ar a,, apziméjam, cik daZados veidos blusa var aizlekt uz punktu, kura koordinata ir n. lesp&jami
tris atskirigi gadijumi:
e uz punktu, kura koordinata ir n, ar vienu lécienu var nok]it no punkta, kura koordinata ir (n — 1) un kura
var nok|at a,,_4 veidos;
e uz punktu, kura koordinata ir n, ar vienu lécienu var nok]it no punkta, kura koordinata ir (n — 2) un kura
var nok|at a,,_, veidos;
e uz punktu, kura koordinata ir n, ar vienu lécienu var nok|at no punkta, kura koordinata ir (n — 5) un kura
var nok|at a,,_g veidos.
Tatad punkta, kura koordinata ir n, pavisam var noklut a, = a,_1 + a,_, + a,_5 atskirigos veidos. Atrodam
sakuma vertibas:
o a =1,
o a;=2 (2=1+1)
o az=3 (1+1+1=14+2=2+1,
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10.4.

o a4=5 (14+1+14+1=14+142=1424+1=24+1+1=2+2),

o a5=9 (1+1+1+14+1=1+14+142=1+14+24+1=14+2+4+14+1=2+14+1+1=
242+1=24+14+2=14+2+2=05).

Izmantojot ieglto formulu un sakuma veértibas, aprékinam as.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 14 15
an 1 2 3 5 9 15 | 26 | 44 | 75 | 128 | 218 | 372 | 634 | 1081 | 1843

10.3. Dots trijstliris ABC. No virsotnes C novilkti perpendikuli CM un CN attiecigi pret lenka A un lenka B
aréjo lenku bisektrisém. Pieradit, ka MN garums ir vienads ar pusi no trijstira ABC perimetra!

Atrisinajums. TaiSnu CM un CN krustpunktus ar taisni AB apzimé&jam attiecigi ar M; un N; (skat. 27. att.).
Nogrieznis AM vienlaicigi ir trijstira M;AC augstums un bisektrise, tapéc trijsturis M;AC ir vienadsanu
(M A = AC) un AM ir ari mediana, tas ir, MM, = MC.

Lidzigi spriezot par nogriezni BN, iegustam, ka BC = BN; un NN; = CN.

Tatad MN ir trijstara M, CN; viduslinija un tas garums ir

1 1 1 1
MN == M;Ny = > (M A+ AB + BN;) = - (AC + AB + BC) = 5 P(ABC).

N NS

M, A B Ny
27. att.

Pieradit, ja x — naturals skaitlis, tad x& — x? dalas ar 252.

1. atrisinajums. levérojam, ka 252 = 4 - 7 - 9 un visi reizinataji ir savstarpéji pirmskaitli. Tatad pietiek pieradit,
ka x8 — x? dalas ar 4, 7 un 9. Sadalam izteiksmi x& — x? reizinatajos:

x8—x?2 =223 -2+ D) =x>(x - D+ D+ D+ Dx(Hx-1)+1) =
=x2(x—Dx+DE2+x+ D2 —x+1)

Apskatam reizinatajus péc modula 3.

xmod3 | (x—1)mod3 | (x+1)mod3 | x?mod3 | (x?+x+1)mod3 | (x> —x + 1) mod 3
0 2 1 0 1 1
1 0 2 1 0 1
2 1 0 1 1 0

Katra rinda divi no reizinatajiem dalas ar 3, tatad reizinajums dalas ar 9.
levérojot, ka x& — x2 = x?(x3 — 1)(x3 + 1), apskatam reizinatajus péc modula 7.

x mod 7 x? mod 7 x3 mod 7 (x3—=1)mod7 | (x3+ 1) mod 7
0 0 0 6 1
1 1 1 0 2
2 4 1 0 2
3 2 6 5 0
4 2 1 0 2
5 4 6 5 0
6 1 6 5 0

Katra rinda viens reizinatajs dalas ar 7, tatad ari reizinajums dalas ar 7.

Ja x ir para skaitlis, tad x? dalas ar 4. Ja x ir nepara skaitlis, tad x — 1 un x + 1 ir para skaitli un tad ar 4 dal3as to
reizinajums.

Lidz ar to esam pieradijusi, ka x® — x? dalas ar 252.
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10.5.

2. atrisinajums. levérojam, ka 252 = 4 - 7 - 9 un visi reizinataji ir savstarpgji pirmskaitli. Tatad pietiek pieradit,
ka x8 — x? dalas ar 4, 7 un 9. Sadalam izteiksmi x& — x? reizinatajos:
x8—x?2=x2(x* -2+ D) =x2(x - D+ DxEE+D+DE(Hx-1)+1) =
=x2(x—Dx+DE2+x+DE2—x+1) (*)
Pieradisim, ka (*) dalas ar 4. Ja x ir para skaitlis, tad x? dalas ar 4. Ja x ir nepara skaitlis, tad x — 1 unx + 1 ir
para skaitli un tad ar 4 dalas to reizinajums.
Pieradisim, ka (*) dalas ar 9 = 3 - 3. Skaitlis, dalot to ar 3, var dot tris dazadus atlikumus: 0, 1, 2. Apskatam visus
Sos gadijumus.

e Jax =3k, k €Z tad x? = 9k? un (*) dalas ar 9.

e Jax=3k+1, k€Ztadx —1 =23k (dalasar3)unx? + x + 1 = 9k? + 9k + 3 (dalas ar 3), tatad (*)

dalas ar 9.
e Jax=3k+2 k€Z tad x+1=3k+3 (dalas ar 3) un x> —x + 1 = 9k? + 9k + 3 (dalas ar 3),
tatad (*) dalas ar 9.

Pieradisim, ka (*) dalas ar 7. Skaitlis, dalot to ar 7, var dot septinus dazadus atlikumus: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. Apskatam
visus Sos gadijumus.

o Jax=7k, k€Ztad (*)dalasar7.

o Jax=T7k+1vaix=7k+2,vaix =7k +4, k € Z, tad x> — 1 dalas ar 7 un tatad (*) dalas ar 7.

o Jax=7k+3vaix=7k+5,vaix =7k +6, k € Z, tad x> + 1 dalas ar 7 un tatad (*) dalas ar 7.
Lidz ar to esam pieradijusi, ka x® — x? dalas ar 252.
Piezime. Dalamibu ar 7 var pieradit, ari izmantojot Mazo Ferma teorému: “Ja p ir pirmskaitlis un a nedalas ar p,
tad aP~! — 1 dalas ar p.” Parveidojam doto izteiksmi forma x8 — x? = x2(x® — 1). Ja x dalas ar 7, tad dota
izteiksme dalas ar 7. Ja x nedalas ar 7, tad (x® — 1) dalas ar 7 péc Mazas Ferma teorémas.
Mikelis ir izgudrojis spéli, kura nepiecieSama spélu nauda — mikelsi. No 1, 2, 3, 5, 10, 20, 25 un 50 mikehSu
naudaszimém Mikelis grib izveléties ¢etru veidu naudaszimes ta, lai jebkuru summu no 1 lidz 70 mikeliSiem
varétu izveidot, izmantojot ne vairak ka seSas banknotes. Atrast vienu Sadu cetru naudaszimju komplektu!
Atrisinajums. Mikelim jaizvélas naudaszimes 1, 3, 10 un 25. levérojam, ka visas summas lidz 4 var iegit ar ne
vairak ka divam banknotém un visas summas no 5 lidz 9 — ar ne vairak ka ¢etram banknotém (pie tam cetras
banknotes vajadzigas tikai summai 8). Tatad visas summas no 10 lidz 19 var iegit ar ne vairak ka piecam
banknotém ka x + 10, kur 0 < x < 9, pie tam piecas banknotes vajadzigas tikai, lai ieglitu summu 18. Visas
summas no 20 lidz 24 var ieglt ar ne vairak ka cetram banknotém ka x + 10 4+ 10, kur 0 < x < 4.

1=1 10 =10 19=3+3+3+10
2=1+1 11=1+10 20=10+10

3=3 12=1+1+10 21=1+10+10
4=1+3 13=3+10 22=1+1+10+10
5=1+1+3 14=1+3+10 23=3+10+10
6=3+3 15=1+1+3+10 24=1+3+10+10
7=1+3+3 16 =3+3+10

8=1+1+3+3 17=1+3+3+10

9=3+3+3 18=1+1+3+3+10

Tad visas paréjas summas ar ne vairak ka sesam banknotém var iegiut ka x + 25 vai x + 25+ 25, kur
0 < x < 24, iznemot summu 68, ko var iegit ka 68 = 25+ 10+ 10+ 10+ 10 + 3.

Piezime. Ar naudaszimém 1, 3, 10 un 25 var izveidot jebkuru summu no 1 Iidz 91. Nakamais labakais komplekts
ir1, 2,10, 25, bet ar to var izveidot summas no 1 lidz 67.

11.1.

11. klase

Pieradit, ka visam naturalam n vértibam izpildas 13 + 23+ 33+ -+ n3 =1 +2+3 + .-+ n)?.
Atrisinajums. Izmantojot aritmétiskas progresijas pirmo n loceklu summas formulu, ieglstam, ka

1+2+-+n= @ Tatad pietiek pieradit, ka visam naturalam n vértibam izpildas
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n?(n + 1)?
P+234+33 4+ 403 =¥
Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.

2,92
Indukcijas baze. Jan = 1, tad 13 = %jeb 1=1.
Induktivais pienémums. Pienemsim, ka vienadiba izpildas, jan = k, tas ir,

k2(k + 1)?

4
Induktiva pareja. Pieradisim, ka vienadiba ir spéka aritad, jan = k + 1, tas ir,
(k + 1)2(k + 2)?
4

PB+234+33++k3=

PB+23+33++(k+1)3=

Parveidojam vienadibas kreisas puses izteiksmi:
P+22+33+ .+ P+ (k+1)°3 =
induktivais pienémums

_ k*(k + 1)? 1) = (k + 1)? (k2 + 40k + 1)) = (k + 1)%(k + 2)?

4 4 4
Secindjums. Ta ka vienadiba ir patiesa, ja n = 1, un no ta, ka vienadiba ir spéka, ja n = k, izriet, ka
vienadiba ir spéka arin = k + 1, secinam, ka vienadiba ir spéka visam naturalam n vértibam.
11.2. Cik dazadus taisnstirus ar izmériem 1 X 12 var izveidot no 28. att. dotajam figlirinam? Taisnstari, kas atSkiras
ar figlrinu secibu vai krasu, ir dazadi, pieméram, 29. att. izveidoti ¢etri dazadi taisnstiri ar izmériem 1 X 4.

|:||§§||§§|

28. att.

29. att.

Atrisinajums. Ar a,, apzZiméjam dazado taisnstru ar izmériem 1 X n skaitu. Apskatam, kada veida var likt pirmo

no dotajam figlrinam:

e ja pirmo liek figlrinu ar izmériem 1 X 1 (skat. 30. att.), tad paliek taisnstdris ar izmériem 1 X (n — 1) un
$adu taisnstiru skaits ir a,,_1;

1 p—1
1 n—1
30. att.

e japirmo liek balto figlrinu ar izmériem 1 X 3 (skat. 31. att.), tad paliek taisnstdris ar izmériem 1 X (n — 3)
un $adu taisnsturu skaits ir a,,_z;

1 Ap—3

3 n—3

31. att.

e ja pirmo liek melno figlrinu ar izmériem 1 X 3 (skat. 32. att.), tad paliek taisnstdris ar izmériem
1 X (n — 3) un $adu taisnstadru skaits ir a,,_3;

3 n—23
32. att.

Lidz ar to ieglstam, ka a, = a,,_1 + 2a,_3. lzmantojot So sakaribu un sakuma vértibas a; =1, a, = 2 un
a; = 3, aprékinam ag.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
Ay 1 1 3 5 7 13 | 23 | 37 | 63 | 109 | 183 | 309
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11.4.

11.5.

Tatad taisnstdri 1 X 12 var salikt 309 dazados veidos.

11.3. Rinka linija w, ieks&ji pieskaras rinka nijai w, punkta A. No punkta P, kas atrodas uz w,, novilktas
hordas PQ un PR, kas pieskaras w, attiecigi punktos X un Y. Pieradit, ka <QAR = 2xXAY.

Atrisinajums. Ar O apziméjam rinka [nijas w; centru (skat. 33. att.). Apziméjam <X0Y = 2a.

Ta ka <OYP =<«0XP =90°, tad <XPY =360°—180°— «X0Y =180°—2a. Ilevérojam, ka
AXAY = %<IXOY = % 2a = a ka ievilktais un centra lenkis, kas balstas uz viena un ta pasa loka XY.

Ta ka Cetrstiris AQPR ir ievilkts Cetrstris, tad <QAR = 180° — <QPR = 180° — (180° — 2a) = 2a.

Lidz ar to esam pieradijusi, ka <QAR = 2xXAY.

33. att.

Vai eksisté tadi naturali skaitli m un n, ka m? — n? = 2mn?
1. atrisinajums. Né, neeksisté. Parveidojam doto vienadibu:
m? — 2mn + n? = 2n?
(m —n)? = 2n?
Kreisas puses izteiksme ir naturala skaitla kvadrats, bet labas puses izteiksme nav naturala skaitla kvadrats, tapéc
neeksisté tadi naturali skaitli m un n, lai izpilditos dota vienadiba.
2. atrisinajums. N&, neeksisté. Ja m un n ir dazadas paritates skaitli, tad vienadibas m? — n? = 2mn kreisaja
puseé ir nepara skaitlis, bet labaja — para skaitlis. Tatad m un n ir jabat ar vienadu paritati (tas ir, abi para skaitli
vai abi nepara skaitli).
Jam unnir nepara skaitli, tad vienadibas kreisaja puseé ir skaitlis, kas dalas ar 4 (jom? —n? = (m — n)(n — m)
un gan m — n, gan m + n dalas ar 2), bet labaja — skaitlis, kas dalas ar 2, bet nedalas ar 4. Tatad m un n var bat
tikai para skaitli.
Apzimé€jam m = 2m4 unn = 2n4, tad ieglstam
2m)?-(2n)?*=2-2m;-2n;, = 4m? — 4n? = 8myn,
Izdalot abas puses ar 4, ieglistam m? — n? = 2m;n, jeb esam ieguvusi sakotnéjo vienadojumu ar divas reizes
mazakam m un n vértibam. Sadu vértibu samazina$anas procesu varam atkartot, lidz ieglisim, ka kads no
skaitliem nav para skaitlis. Bet tad atrisinajuma nav, tatad ari gadijjumam ar abiem paru skaitliem atrisinajuma
nav. Lidz ar to esam pieradijusi, ka neeksisté tadi naturali skaitli m un n, lai izpilditos dota vienadiba.
Piezime. 2. atrisinajuma tika izmantota bezgaliga kritiena metode.
Vienadojuma x3 — 44x2 + 623x — 2860 = 0 saknes ir trijstira malu garumi. Aprékinat &1 trijstdra laukumul!

1. atrisinajums. P&c Hérona formulas Sy = \/p(p —a)(p—b)(p—c), kur a, b un c ir trijstira malu garumi,
bet p — pusperimetrs. Doto vienadojumu var parrakstit forma (x —a)(x — b)(x — ¢) = 0 (jo vienadojuma
saknes ir trijstdra malu garumi). Koeficients pie x? ir visu saknu summa ar pretéju zimi. Tatad a + b + ¢ = 44
un p = 22. levietojot x vietd p un aprékinot p3 — 44p? + 623p — 2860 vértibu, ieglistam izteiksmes
(p —a)(p — b)(p — c¢) vertibu. Tatad trijstdra laukums ir

Sy =+/22(223 — 44+ 222 + 623 - 22 — 2860) = 224/22%2 — 2+ 222 + 623 — 130 = 229 = 66.

2. atrisinajums. Dota trijstira malu garumus apziméjam ar a, b un c. Ta ka a, b un c ir vienadojuma saknes, tad
x—a)(x—=-b)(x—c)=0
x3—(a+b+c)x?+ (ab+ac+ bc)x —abc =0

Pielidzinot koeficientus pie vienadam x pakapém, iegistam vienadojumu sistému
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a+b+c=144
ab + ac + bc = 623
abc = 2860
levérojot, ka 2860 = 2-5-11 - 13, varam uzminét, ka a, b, ¢ vértibas ir 10, 11, 13 un parbaudit, ka tas tieSam
apmierina So vienadojumu sistému. Ta ka tresas pakapes vienadojumam ir ne vairak ka tris saknes, tad trijstira
malu garumi ir 10, 11, 13. Izmantojot Hérona formulu, aprékinam trijsttra laukumu

Sa=pl0—a)(p—b)(p—c) =v22-12-11-9 = 22- 3 = 66.

12.1.

12.2.

12.3.

12. klase

Pieradit, ka
14 —log,g 54
16log,g 54 — 4

Atrisinajums. levérojam, ka 48 = 2%-3,54 =2-33,81 = 3*un96 = 2° - 3.
log: b

10g81 96 =

Izmantosim formulu parejai uz citu bazilog, b = Nemam ¢ = 3 un apziméjam log; 2 = x. Tad

log.a’
| c4 o logs 54 logs(2-3%) logz2+3logs3  x+3
0848 % = log;48  log3(24-3) 4logz2+1logz3 4x+1
- : 3—log,g 54
Izsakot x, ieglistam 4x log,g 54 + log,g 54 = x + 3 jebx = ﬁ.
Lidz ar to
log;96 logs(2°-3) 5logz2+logz3 5x+1 1 3 —log,g 54
logg; 96 = = = = =—<5-—+1):
log; 81 log;(3%) 4log; 3 4 4 4log,g 54— 1

1/15—5logsg 54+ 4logug 54 —1 14 —log,g 54
_4( 4logsg 54— 1 )_1610g4854—4
Cik veidos rinda var iestadit septinus kokus — liepas, ozolus, priedes un egles — ta, lai nekur blakus neatrastos
divi skuju koki? (Nav obligati jaizmanto visas koku sugas. Veidi, kas atskiras ar koku secibu rind3, ir dazadi.)
Atrisinajums. Ar k,, apziméjam dazado veidu skaitu, ka rinda iestadit n kokus atbilstoSi uzdevuma nosacijumiem.
Ja pirmais ir lapu koks (2 veidi), tad paréjos n — 1 kokus var iestadit k,,_ veidos.
Ja pirmais ir skuju koks (2 veidi), tad otrajam jabat lapu kokam (2 veidi), bet paréjos n — 2 kokus var iestadit
ky_, veidos.
Tatad n kokus rinda, atbilstoSi uzdevuma nosacijumiem, var iestadit

kn=2-ky, 1 +2-2-k, 5, =2k, 1+ 4k,_,

Veidos. Ta ka k; = 4 (liepa, ozols, priede, egle) unk, = 2-4 + 2 -2 = 12 (tas ir, ja pirmais ir lapu koks (2 veidi),
tad otrais var bt jebkurs no paré&jiem cetriem kokiem, ja pirmais ir skuju koks (2 veidi), tad otrais var bt jebkurs
no paréjiem diviem lapu kokiem).
Talak, izmantojot iegito formulu k,, = 2k, _; + 4k,,_,, ieglstam, ka pavisam ir 4352 dazadi veidi, ka rinda
iestadit septinus kokus, kas apmierina uzdevuma nosacijumus.

n 1 2 3 4 5 6 7
k, 4 12 40 128 | 416 | 1344 | 4352
Kvadrata ABCD mala AD parlocita ta, ka péc parloci$anas punkts D sakrit ar kadu BC iek3&ju punktu D’, bet
punkts A nonak punkta A’. Nogrieznis A'D' krusto AB punkta E (skat. 34. att.). Pieradit, ka A'E garums ir vienads
ar trijstart EBD' ievilktas rinka linijas radiusu!

Al
A _—\E B
DI
D C
34. att.
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12.4.

Atrisinajums. levérojam, ka AFA'E~AD'BE (skat. 35. att.) péc pazimes ¢, jo <FA'E = <D'BE = 90° un
IFEA' = «<D'EB ka krustlenki. So trijstiru lidzibas koeficients ir k, tad, apziméjot FA' =y, A’'E = x un
FE = z, iegustam, ka EB = kx, BD' = ky un ED' = kz. Tatad mums japierada, ka r = x. Trijstari EBD'
EB+BD'—-ED' _ kx+ky-kz _ k(x+y-z)

2 - 2 o 2
levérojam, ka simetrijas dé] AF = FA' = yun AB = A'D' (ka kvadratamalas)jeby + z + kx = x + kz. Izsakam

ievilktas rinka ITnijas radiusa garums irr =

-x . _ L k _ _ _ 2_.2_ .2
k=22 lidzarto ieglistam, kar = ty-z) _ 0tz-0)(-z4x) _ 2xzty’-z7-x
zZ—X 2 2(z—x) 2(z—x)
Izmantojot Pitagora teorému trijstiri FA'E, ieglistam y2 — z? = —x2. Tatad
2xz — 2x%  2x(z —x)
= = =X
2(z —x) 2(z—x)
AI
A y F ,—LL’O":E kx B
ng ky
\\‘ Dj
D - C

35. att.

Naturals skaitlis B ir iegiits no naturala skait|a A, samainot vietam ta ciparus. Zinams, ka A + B = 10*>. Pieradit,
ka gan A, gan B dalas ar 5.

Atrisinajums. Apziméjam A = ays5ayy .- A0, UN B = bysbyy ... by by.

Desmitnieka pakapes visi cipari, iznemot pirmo, ir 0. Apskatam abus iesp&jamos gadijumus: a; + b; = 0 vai
a, + b; = 10.

Jaa; +b; =0,tada; = by = 0. Lidzar to A un B dalas ar 5.

Ja a; + b; = 10, tad derigie ciparu komplekti (nenemot véra a; un b; secibu) ir (1; 9), (2; 8), (3; 7),
(4; 6), (5; 5) un veidojas parnesums. Tas N0ZIME, ka ay5 A4 -.- Ay + bys byy ... b, = 9999 ...9

45
Lidz ar to katram i (2 < i < 45) i-taja pozicija a; + b; = 9, jo divu viencipara skaitlu summa nevar bat 19. Katra

pozicija zinot vienu no skaitliem, viennozimigi ir noteikts ari otrs. Tatad pa visam SIm pozicijam kopa sakrit ciparu
0 un 9 skaits, 1 un 8 skaits, 2 un 7 skaits, 3 un 6 skaits, 4 un 5 skaits. Lidz ar to pa visam Sim pozicijam kopa ir 45
para un 45 nepara cipari, bet pédgja pozicija abi cipari ir vai nu para, vai nepara.

e Ja pédéja pozicija abi ir nepara cipari, tad visi para cipari, kas ietilpst A un B pieraksta, atrodas pozicijas
no pirmas lidz priekSpédéjai. Ta ka A un B ir veidoti no viena ciparu komplekta, tad para ciparu
komplekts skaitll A sakrit ar para ciparu komplektu skaitli B. Ta ka katrs para cipars viena skaitl
viennozimigi nosaka nepara ciparu otra skaitli, tad abu skaitlu pieraksta, bez pédéja cipara, izmantoti art
vieni un tie pasi nepara cipari. Lai viss ciparu komplekts abiem skaitliem bitu vienads, nepiecieSams, lai
a; = b;. Bet tas ir iesp&jams tikai tad, ja a; = b; = 5. Tas nozZimg, ka A un B dalas ar 5.

e Ja pédgja pozicija abi ir para cipari, tad izmantojot lidzigus spriedumus, ieglistam, ka a; = b,, bet tas
nav iespéjams, jo skaitli 10 nav iespéjams iegut ka divu vienadu para ciparu summu.

Tatad esam pieradijusi, ka gan A, gan B dalas ar 5.
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12.5. Katras divas regulara sesstira virsotnes savieno vai nu ar sarkanu, vai zilu nogriezni. Aplikosim visus trijstrus,
kuru virsotnes ir dota sesstira virsotnes. a) Pieradit, ka starp tiem ir vismaz viens vienkrasas trijstaris! b) Vai var
gadtties, ka starp tiem ir tieSi viens vienkrasas trijstaris?

Trijstlri sauc par vienkrasas, ja tam visas malas ir nokrasotas viena krasa.

Atrisinajums. Regulara seSstira virsotnes apziméjamar 4,B,C,D, E, F.

a) Pieradisim, ka vienmér bls vismaz viens vienkrasas trijstris. Pienemsim, ka nav neviena vienkrdsas trijstira.
Aplikojam patvaligu seSstira virsotni A. Ta ka no tas iziet 5 nogriezni, tad vismaz tris no tiem ir viena krasa
(Dirihlé princips). Nezaudgjot visparigumu, uzskatisim, ka nogriezni AB, AC, AD ir sarkana krasa. Tad BC un CD
jabat zila krasa un viens no trijstiriem ABD vai BCD ir vienkrdsas trijstaris (skat. 36. att.). leglita pretruna ar
pienémumu.

B C

36. att.

b) N&, nevar. Pieradisim, ka vienmér bis vismaz divi vienkrasas trijstlri. Pienemsim, ka ir tikai viens vienkrasas
trijstlris. Nezaudéjot visparigumu, varam uzskatit, ka tas ir sarkans trijstdris ACE (skat. 37. att.). Vismaz viena
no trijstira FBD malam FB, BD vai DF ir zila krasa, pretéja gadijuma uzreiz butu divi vienkrdsas trijstari.
Nezaudgjot visparigumu, varam uzskatit, ka FB ir zila. Viens no nogriezniem AF vai AB ir sarkans, jo pretéja
gadijuma bdatu divi vienkrdsas trijstari. Simetrijas dél varam uzskatit, ka AF ir sarkans. Tad FE un FC ir zila krasa,
bet BC ir sarkana krasa. Tagad vai nu FEB, vai BEC ir vienkrdsas trijsturis. leglta pretruna ar pienémumu.

B

o)

37. att.
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