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A. Liepas Neklatienes matematikas skola

Latvijas 46. atklatas matematikas olimpiades uzdevumi un atrisinajumi

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.

Doti tris kvadrati. Zila kvadrata malas garums ir 10 cm, sarkana kvadrata perimetrs ir par 80% lielaks neka zila
kvadrata perimetrs, bet zala kvadrata laukums ir 4 reizes mazaks neka zila kvadrata laukums.

a) Par cik sarkana kvadrata laukums ir lielaks neka zila kvadrata laukums?

b) Par cik procentiem zala kvadrata perimetrs ir mazaks neka zila kvadrata perimetrs?

Atrisinajums. Zila kvadrata perimetrs ir 4 - 10 = 40 centimetri, bet laukums 10 - 10 = 100 cm?.

a) Sarkana kvadrata perimetrs ir par 80% lielaks neka zila kvadrata perimetrs, tas ir, 80% no 40 = % 40 =32

centimetri. Tatad sarkana kvadrata perimetrs ir 40 + 32 = 72 centimetri un ta malas garums ir 72 : 4 = 18
centimetri. Lidz ar to sarkana kvadrata laukums ir 18 - 18 = 324 cm?. Tatad sarkana kvadrata laukums ir par
324 — 100 = 224 cm? lielaks neka zila kvadrata laukums.

b) Zala kvadrata laukums ir 100 : 4 = 25 cm?. Tapéc ta malas garums ir 5 cm un perimetrs ir 5-4 = 20 cm.
Tatad zala kvadrata perimetrs ir par 40 — 20 = 20 cm mazaks jeb par 50% mazaks neka zila kvadrata perimetrs.
Uz galda ir divas vazes ar tulpém — viena vazeé ir 46 tulpes, bet otra — 43 tulpes. Divi spélétaji pamiSus nem no
tam ara tulpes. Viena gajiena viens spélétajs izvélas kadu no Sim vazém un no tas iznem vai nu 1 tulpi, vai ari 3
tulpes. Zaudé tas spélétajs, kuram vairs nav ko panemt. Kurs spélétajs — pirmais vai otrais — vienmér var uzvarét?
Atrisinajums. Pamatosim, ka vienmér var uzvarét pirmais spélétajs.

Sava pirmaja gajiena pirmajam spélétajam no tas vazes, kura ir 46 tulpes, jaiznem 3 tulpes. Tad péc pirma
spélétaja pirma gajiena tulpju skaits abas vazés ir vienads. Katra sava nakamaja gajiena pirmajam spélétajam
jaiznem tikpat daudz tulpju, cik tikko sava gajiena ir panémis otrais spélétajs, tikai no otras vazes, tas ir, ta, lai
péc vina gajiena tulpju skaits vazés atkal bltu vienads. Ja otrais spélétajs varés izdarit gajienu, tad ari pirmais
spélétajs to varés izdarit. Lidz ar to gajieni pietriks otrajam spélétajam un vins zaudés.

Vai var novietot plakné 5 taisnes ta, lai katras divas no tam krustotos un kopa batu tiesi 6 krustpunkti?
Atrisinajums. J3, var, skat., pieméram, 1. att.

1. att.

Kads mazakais skaits ratinu jaiekraso kvadrata 4 X 4, lai katrai no neiekrasotajam ratinam butu vismaz viena
kopéja mala ar iekrasoto rutinu? Pamato, ka tas ir mazakais iespéjamais skaits!

Atrisinajums. Mazakais iesp&jamais iekrasoto ritinu skaits ir 4, skat, pieméram, 2. att.

Pamatosim, ka mazak ka 4 ratinas nav iespéjams iekrasot, lai izpilditos uzdevuma nosacijumi. Sadalam doto
kvadratu Cetros 2 X 2 ratinu kvadratos, skat. 3. att. levérojam, ka vismaz vienai ratinai katra no Siem Cetriem
kvadratiem noteiktiir jabQt iekrasotai, pretéja gadijuma, ja nav iekrasota neviena ritina, tad stira ratinai blakus
visas ratinas ir neiekrasotas. Tatad pavisam kopa jablt iekrasotam vismaz 4 ratinam. Ar 4 iekrasotam ritinam
pietiek, lai izpilditos uzdevuma nosacijumi (skat. 2. att.)

2. att. 3. att.
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5.5. Atrodi visus tadus seSciparu skaitlus, kuriem visi seSi cipari ir vienadi un kurus var izteikt ka sesu dazadu
pirmskait|u reizinajumu! Pamato, ka atrasti ir visi tadi skait/i un citu vairs nav!
Atrisinajums. Ir divi tadi skait]i, kas atbilst uzdevuma prasibam: 222222 =2-3-7-11-13-37 un
555555 =3-5-7-11-13-37. Pamatosim, ka Sie ir vienigie skaitli, kas atbilst uzdevuma prasibam.
Skaitli, kas sastav no sesSiem vienadiem cipariem a, var izteikt ka a-111111. Sadalot So skaitli reizinatajos,
ieglistama - 111111 =a-3-7-11-13 - 37. Sim skaitlim jau ir 5 dazadi pirmreizinataji, tatad reizinatdjam a ir
jabat viencipara pirmskaitlim, kas atSkiras no paréjiem reizinatajiem. Vienigie $adi skaitli ir 2 un 5. Lidz ar to
ieglstam divus derigus sesciparu skaitlus: 222222 =2-3-7-11-13-37un 555555 =3-5-7-11-13-37.
6.1. Uzraksti dalas augosa seciba! Pamato!
16 441 11 391 21
17°439°12°389° 23"
1. atrisinajums. Izsakam dotas dalas ka decimaldalas ar precizitati lidz tukstoSdalam vai desmittikstosdalam:
=~ 0,941; 2 ~ 1,0046; = ~ 0,917, 2= ~ 1,0051; = ~ 0,913,
Ta d—<—<2<ﬂ<ﬂ.
12 17 439 389
2. atrlsmajums. Pamatosim, ka dalas, sakartotas augosa secib3, ir
21<11<16<441<391
23 12 17 439 389
levérojam, ka dalas E; E —6 ir mazakas neka 1, bet dalas ﬂ 25 lielakas neka 1.
23’ 12’ 389° 439
Noteiksim, par cik dalas ﬂ; 4— ir lielakas neka 1, tas ir, ELL i; #_1-Z . levérojam, ka < —
389’ 439 389 3897 439 439 39 389
Jo Iieléks skaitlis tiek  pieskaitits pie skaitla 1, jo lielaka ir summa. Tatad
441 _ 391
1 + — < 1+ %J eb E 389"
Note|k5|m par cik dalas E' E' 1 ir mazakas neka 1, tas ir, 1——= i; L1l i;
23’ 12 17 23 23 12 12 24
1 —% = % IeverOJam ka — < — = —4 < 22—3 Jo lielaks skaitlis tiek atnemts no skaitla 1, jo mazaku skaitli
ieglistam. Tatad 1 — — < 1—— < 1 - ijeb2 < Ll
23 12 17 23 12 17
6.2. Rinkis sadalits 16 vienadas dalas (skat. 4. att.). Divi spélétaji pamisus tas aizkraso. Viena gajiena drikst aizkrasot

vai nu vienu no $Sim dalam, vai divas blakus esoSas dalas. Spélétajs, kur$ nevar izdarit gajienu, zaudé. Kur$
spélétajs — pirmais vai otrais — vienmeér var uzvarét?

4. att.

Atrisinajums. Pamatosim, ka vienmeér var uzvarét otrais spélétajs.

Otrajam spélétajam sava pirmaja gajiena jaaizkraso laucini ta, lai abas pusés starp aizkrasotajiem lauciniem
paliktu vienads skaits neaizkrasoto laucinu, tas ir, ja pirmais spélétajs sava pirmaja gajiena aizkraso vienu laucinu,
tad otrais spélétajs art aizkraso vienu laucinu (skat. 5. att.), bet, ja pirmais spélétajs sava pirmaja gajiena aizkraso
divus laucinus, tad otrais spélétajs art aizkraso divus laucinus (skat. 6. att.). Katra sava nakamaja gajiena otrajam
spéletajam jakraso simetriski pirma spélétaja tikko izdaritajam gajienam attieciba pret 5. att. vai 6. att. novilkto
taisni (atkariba no pirma spélétaja pirma gajiena). Ja pirmais spélétajs varés izdarit gajienu, tad ari otrais
spélétajs to varés izdarit. Lidz ar to gajieni pietriks pirmajam spélétajam un vins zaudeés.

5. att. 6. att.
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6.3. Cik lielu lenki (Saurako) veido pulkstena stundu un minsu raditajs a) plkst. 14:00; b) plkst. 13:40?
Atrisinajums. a) levérojam, ka plkst. 15:00 pulkstena raditaji veidotu 90° lielu lenki, tatad plkst. 14:00 pulkstena

raditaji veido g no 90° lenka, tas ir, % - 90° = 60° (skat. 7. att.).
b) Plkst. 13:40 minGsu raditajs bis uz 8, bet stundu raditajs bis starp 1 un 2 (skat. 7. att.). Lenkis starp 1 un 2
(skat. 8. att.) ir 360°: 12 = 30° liels. Tatad 1 stundas laika stundu raditajs pavirzitos par 30°. Ta ka 40 mindtes ir

%no 1 stundas, tad stundu raditajs pavirzas par%- 30° = 20°. Saurakais lenkis starp abiem pulkstena raditajiem
ir 180°—10°=170°

7. att. 8. att.

6.4. Paradi, ka no taisnstira arizmériem 6 X 10 rdtinas var izgriezt a) 9, b) 10 figiras, kadas redzamas 9. att.! Figiras
var bt pagrieztas vai apgaztas otradi.

1]

9. att.

Atrisinajums. a) Skat., pieméram, 10. att. b) Skat., pieméram, 11. att.

| | i

| | 1]

10. att. 11. att.

Piezime. b) dalas atrisinajums der ari a) dalai.

6.5. Vai skaitlis 1234...9899 (péc kartas bez atstarpém uzrakstiti visi naturalie skaitli no 1 lidz 99) dalas ar 9?
Atrisinajums. J3, dotais skaitlis dalas ar 9.
Lai skaitlis dalttos ar 9, ta ciparu summai jadalas ar 9. Aprékinam dota skaitla ciparu summu. Lai to vieglak
izdaritu, deviniem viencipara skaitliem sakuma pierakstam ciparu 0 un dota skaitla sakuma pievienojam vél divas
nulles, kas nemaina dota skaitla ciparu summu. levérojam, ka skait|u virkné 00, 01, ..., 98, 99 ir izmantoti 200

vienu cipars (0x, 1x, 2x, 3x, 4x, 5x, 6x, 7x, 8x,9x)
Tatad visu ciparu summa 20-(0+14+2+3+4+54+6+7+8+9)=20-45 =900 dalas ar 9. Tatad ari
dotais skaitlis dalas ar 9.

7.1. Dotas divas funkcijas f(x) = ax +b un g(x) = cx +d. Zinams, ka katrai x vértibai pastav nevienadiba
f(x) > g(x). Noskaidrot, vai (a — c) var bat pozitivs, negativs skaitlis vai nulle!
Atrisinajums. No dota izriet, ka o funkciju grafiki ir taisnes bez kopigiem punktiem, tas ir, tas ir paralélas taisnes.
So taisnu virzienu koeficienti a un c ir vienadi, tatad a — ¢ = 0.
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7.2.

7.3.

7.4,

Rinkis sadalits 15 vienadas dalas (skat. 12. att.). Divi spélétaji pamisus tas aizkraso. Viena gajiena drikst aizkrasot
vai nu vienu no $Sim dalam, vai divas blakus esoSas dalas. Spélétajs, kurS nevar izdarit gajienu, zaudé. Kurs
spélétajs — pirmais vai otrais — vienmeér var uzvarét?

12. att.

Atrisinajums. Pamatosim, ka vienmeér var uzvarét otrais spélétajs.

Otrajam spélétajam sava pirmaja gajiena jaaizkraso laucini ta, lai abas pusés starp aizkrasotajiem lauciniem
paliktu vienads skaits neaizkrasoto laucinu (skat. 13. att.), tas ir, ja pirmais spélétajs sava pirmaja gajiena aizkraso
vienu laucinu, tad otrais spélétajs aizkraso divus blakus esosus laucinus un otradi. Katra sava nakamaja gajiena
otrajam spélétajam jakraso simetriski pirma spélétaja tikko izdaritajam gajienam attieciba pret 14. att. novilkto
taisni (vai arT simetriski attieciba pret rinka linijas centru). Ja pirmais spélétajs varés izdarit gajienu, tad ari otrais
spélétajs to varés izdarit. Lidz ar to gajieni pietriks pirmajam spélétajam un vins zaudes.

13. att. 14. att.

Izliekta Cetrstlrr ABCD lenku BAD un ADC bisektrises krustojas punkta M. Pieradit, ka BM = CM, ja zinams, ka
AD = AB + CD.

Piezime. Cetrstiri sauc par izliektu, ja visi ta iek$&jie lenki ir mazaki neka 180°.

Atrisinajums. Uz malas AD atliekam punktu E ta, ka AE = AB (skat. 15. att.). Ta ka péc dota AD = AB + CD,
tad ED = CD. Tatad trijsttri BAE un CDE ir vienadsanu trijstdri un attiecigi bisektrise AM un DM, kas vilktas
no virsotnes lenka, ir art mediana un augstums jeb attiecigi nogrieznu BE un CE vidusperpendikuli. Ja punkts
atrodas uz nogriezna vidusperpendikula, tad tas atrodas vienada attaluma no nogrieZna galapunktiem. Tatad

MB = ME un ME = MC (jo M atrodas uz nogriezna vidusperpendikula), no ka izriet, ka MB = MC.
C

15. att.

Andris apgalvo, ka sapni bijis kada Egiptes piramida un kada tas telpa redz&jis tadu piecstari, kas salikts no diviem
vienadiem piecstlriem, kuri sastavéjusi no vienadiem regulariem trijstdriem. Uzzimé $adu piecstiri!
Atrisinajums. Skat., pieméram, 16. att.

Piezime. Mazakais tads piecstliris sastav no seSiem trijstiriem un ir pazistams ar nosaukumu heksamonds
sfinksa.

16. att.
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7.5. Kadai mazakajai naturalai n vértibai skaitli 10™ iesp&jams izteikt ka septinu naturalu skaitlu reizinajumu t3, lai
to visu pédéjie cipari ir dazadi (tas ir, nevienam no tiem pédé€jais cipars nesakrit ar kada cita skaitla pédéjo
ciparu)?
Atrisindjums. Mazaka §ddanvértiball.Jan = 11,tad 101 =1-2-4-8-10- 16 - 51°. Pieradisim, jan < 11,
tad 10™ $3da forma izteikt nevar.
levérojam, ka 10™ = 2™ - 5™, Tatad katru no septiniem reizinatajiem var izteikt forma 2* - 5%, kur x,y ir
nenegativi veseli skaiti. levérojam, ka neviena $ada forma izteikta reizinataja pedeéjais cipars nevar bt ne 3, ne
7, ne 9 (ja skaitlis beidzas ar 3, 7 vai 9, tad tas nedalas ne ar 2, ne ar 5). Tatad ka reizinataju pédgjie cipari
jaizmanto visi atlikuSie septini cipari: 0, 1, 2, 4, 5, 6, 8. Aplukosim tos 5 reizinatajus, kas beidzas ar 0, 2, 4, 6, 8,
apzimésim tos ar ag, a,, a4, g, UN ag. levérojam, ka neviens no tiem, iznemot ay, nedalas ar 5, tatad tie visi
(iznemot ag) ir divnieka pakapes.
Ta ka a, beidzas ar 0, tad tas dalas ar 2.
Ta ka a, beidzas ar 2, tad tas dalas ar 2.
Reizinatajs a, noteikti dalas ar 4, jo mazaka divnieka pakape, kas beidzas ar 4, ir 22 = 4.
Reizinatajs a, noteikti dalas ar 16, jo mazaka divnieka pakape, kas beidzas ar 6, ir 2* = 16.
Reizinatajs ag noteikti dalas ar 8, jo mazaka divnieka pakape, kas beidzas ar 8, ir 23 = 8.
Tatad ag - a, - a4 * ag - ag noteikti daldsar2-2-4-16-8 = 211,
Taka 10™ dalasaray - a, - a, * ag * ag, tad ari 10™ dalas ar 211. Tatad n nevar bt mazaks ka 11.

8.1. Atjaunojot taisnu Zogu, Raimonds izraka vecos Zoga stabus, kuri atradas 8 metru attaluma viens no otra un kuru

skaits bija nepara skaitlis. Raimonds sanesa visus stabus pie vidéja, nesdams tos pa vienam un sakdams ar vienu
no maléjiem stabiem. Cik bija stabu, ja vins nostaigaja 840 m?

1. atrisinajums. Stabu skaitu apziméjam ar (2n + 1), kur n ir naturals skaitlis. Tad Raimonda noieto celu (skat.
17. att.) varam aprakstit ka 4-8-1+4-8-2+4-8-3+:-+4-8-(n— 1)+ 3-8-n = 840. lzdalot abas
vienadojuma puses ar 8 un vienkarSojot, ieglstam 4(1 +24+34+-+(n-— 1)) + 3n = 105. Izmantojot
Pl m—1)+3n=105 jeb
2n(n — 1) + 3n = 105. Atverot iekavas, ieglistam kvadratvienadojumu 2n? +n — 105 = 0. Diskriminants
D=1+4-2-105=841 lidzarton, =—— =7 unn, =——
Tatad stabu skaitsir2zn+1=2-7+1 = 15.

aritmétiskas progresijas loceklu summas formulu, ieglstam 4-

30 o ) .
=—7 (neder, jo n ir naturals skaitlis).

81782 83 8&(n—1)8&mn
o ° - ° °

84 8 (e 1) ad 82 8 .
® ® e e o

17. att.

2. atrisinajums. Stabu skaitu apziméjam ar (2k + 1), kur k ir naturals skaitlis, bet stabu attalumu lidz vidéjam
stabam — ar aq, a,, ..., a; (skat. 18. att.). Tad Raimonda noieto celu varam aprakstit, izmantojot aritmétiskas
progresijas loceklu summu, tas ir, 840 = 4(a; + a, + -+ + ax_1) + 3ay, turklat no dota izriet, ka a; = 8 (m)
un d = 8 (m). Pédéjo vienadojumu varam parrakstit forma

a, +ag_
840=4lTk1(k—1)+3ak

840 = 2 (a; + (a3 + d(k — 2))) (k — 1) + 3(a; + d(k — 1))
840 = 2(16 +8(k — 2))(k— 1) + 3(8 + 8(k — 1))
840 =2-8k(k —1)+ 3-8k
105 = 2k(k — 1) + 3k
2k%2+k—105=0
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8.2.

8.3.

8.4.

leglistam, ka diskriminants D = 1+ 4 - 2 - 105 = 841. Lidzartok; = —— = 7unk, = ——= = —? (neder,
jo k ir naturals skaitlis). Tatad stabu skaitsir2k +1=2-7+1 = 15.

I L @

e+

18. att.

Piezime. Vienadojumu k- (2k + 1) = 105 var risinat ari neizmantojot kvadratvienadojuma atrisinasanas
metodes, bet apskatot visas dazadas iespéjas, kadu divu naturalu skait]u reizinajums var bat 105.

Divi spéeléetaji pamisus izvieto kaulinus tabulas 6 X 6 ritinas. Viena gajiena var aizpildit vai nu vienu tuksu ratinu,
vai vairakas tuksas rdtinas, kuras atrodas vai nu viena rinda, vai viena kolonna. Tas spélétajs, kas nevar izdarit
gajienu, zaudé. Kurs spélétajs — pirmais vai otrais — vienmeér var uzvarét?

Atrisinajums. Pamatosim, ka vienmér var uzvarét otrais spéléta;js.

Otrajam spélétajam katra sava gajiena jaizdara pirma spélétaja gajienam simetrisks gajiens attieciba pret
kvadrata centru (skat. 19. att., kur paradits viens iespé&jams gajienu “paris”). Ja pirmais spélétajs varés aizpildit
tuksas ratinas, tad ari otrais spélétajs to varés izdarit. Lidz ar to gajieni pietriks pirmajam spélétajam un vins
zaudés.

19. att.

Dots paralelograms ABCD. Lenka BAD bisektrise krusto malu BC iek$éja punkta E un CD pagarinajumu
punkta F. Pieradit, ka BC = DF, ja zinams, ka DE ir perpendikulars AF.
Atrisinajums. levérojam, ka

o <IBAE = 4EAD = «a péc bisektrises definicijas;

o <IBAE = <AFD = «a ka iekséjie Skérslenki pie paralélam taisném AB un CD, ko krusto taisne AF.
Tatad trijstaris ADF ir vienadsanu trijstdris (skat. 20. att.), kuram AD = DF.Ta ka AD = BC ka paralelograma
pretéjas malas, tad esam ieguvusi, ka BC = DF.

A D

20. att.
Piezime. Tas, ka DE ir perpendikulars AF, risinajuma nav obligati jaizmanto.
Meza dzivo m rikisi. DaZi no tiem sava starpa draudz€éjas (ja A draudzéjas ar B, tad B draudzéjas ar A), pie tam
katra rakiSa draugu skaits ir kada naturala skaitla kubs. Kddam m vértibam tas ir iespéjams?
Atrisinajums. Pamatosim, ka prasitais ir iesp&jams, ja m ir para skaitlis vai nepara skaitlis, kas nav mazaks ka 9.
levérojam, ka pirmo divu naturalo skaitJu kubiir 13 = 1 un 23 = 8. Rukidus apzimésim ar punktiem; ja divi raksi
draudzéjas, tad tos savienosim ar nogriezni.
Ja m ir para skaitlis, tad rakiSus var sadalit paros ta, ka katrs rakitis draudzéjas tikai un vienigi ar rikiti no sava
para (skat. 21. att.).

21. att.
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8.5.

Jam ir nepara skaitlis unm > 9, tad rikisus var sadalit ta, ka paradits 22. att., tas ir, vienam rikitim ir 8 draugi,
bet paréjiem pa vienam draugam.

22. att.

Pamatosim, ka neder tadi nepara skaitlim, kam < 7.

Visiem rakiSiem nevar bt pa vienam draugam, jo tad kopa bltu nepara skaits nogrieznu galu, bet tas nav
iespéjams, jo katram nogrieznim ir 2 gali. Tatad kadam rakitim bdtu jabGt vismaz 8 draugiem, bet ari tas nav
iespéjams, jo lielakais nogrieznu galu skaits, kas var iziet no kada punkta, ir 6 (gadijuma, jam = 7).

Kadai mazakajai naturalai n vértibai skaitli 10™ iespé&jams izteikt ka seSu naturalu skaitJu reizinadjumu ta, ka
neviens no tiem nav mazaks ka 10 un to visu pédéjie cipari ir dazadi (tas ir, nevienam no tiem pédéjais cipars
nesakrit ar kada cita skaitla pédéjo ciparu)?

Atrisinajums. Mazaka $3da n vértiba ir 23. Jan = 23, tad 1023 = 10-32- 64 - 16 - 128 - 522. Pieradisim, ja
n < 23, tad 10™ $ada forma izteikt nevar.

levérojam, ka 10™ = 2™ - 5™, Tatad katru no seSiem reizinatajiem var izteikt forma 2* - 5%, kur x, y ir nenegativi
veseli skaitli. levérojam, ka neviena $ada forma izteikta reizinataja pédgjais cipars nevar bit ne 1, ne 3, ne 7, ne
9 (ja skaitlis beidzas ar 1, 3, 7 vai 9, tad tas nedalas ne ar 2, ne ar 5). Tatad ka reizinataju pédéjie cipari jaizmanto
visi atlikusie sesi cipari: 0, 2, 4, 5, 6, 8. Aplikosim tos 5 reizinatajus, kas beidzas ar 0, 2, 4, 6, 8, apzimésim tos ar
ay, Az, a4, ag, UN ag. levérojam, ka neviens no tiem, iznemot ay, nedalas ar 5, tatad tie visi (iznemot ag) ir
divnieka pakapes.

Ta ka aq beidzas ar 0, tad tas dalas ar 2.

Reizinatajs a, noteikti dalas ar 32, jo mazaka divnieka pakape, kas beidzas ar 2 un nav mazaka ka 10, ir 25 = 32.
Reizinatajs a, noteikti dalas ar 64, jo mazaka divnieka pakape, kas beidzas ar 4 un nav mazaka ka 10, ir 2° = 64.
Reizinatajs a, noteikti dalas ar 16, jo mazaka divnieka pakape, kas beidzas ar 6 nav mazaka ka 10, ir 2% = 16.
Reizinatajs ag noteikti dalas ar 128, jo mazaka divnieka pakape, kas beidzas ar 8 un nav mazaka ka 10, ir
27 =128.

Tatad a, - a, - a4 - ag * ag noteikti dalasar 2 - 32 - 64 - 16 - 128 = 223,

Taka 10™ dalasaray - a, - a, * a - ag, tad ari 10™ dalas ar 223. Tatad n nevar bt mazaks ka 23.

9.1.

Plakné novilktas 5 vertikalas, 4 horizontalas un 3 savstarpéji paralélas slipas taisnes. Cik paralelogramu izveido
Sis taisnes?

Atrisinajums. Ta ka paralelograma pret€jas malas ir paralélas, tad iesp&jami tris gadijumi, ka var izvéléties
pretéjas malas (skat. 23. att.).

23. att.

1. Par pretéjam malam varam izvéléties divas no horizontalajam taisném (to var izdarit 4 - 3 : 2 = 6 veidos) un
divas no vertikalajam taisném (to var izdarit 5-4 : 2 = 10 veidos). Lidz ar to $adu paralelogramu skaits ir 6 -
10 = 60.

2. Par pretéjam malam varam izvéléties divas no horizontalajam taisném (to var izdarit 4 - 3 : 2 = 6 veidos) un
divas no slipajam taisném (to var izdarit 3 - 2 : 2 = 3 veidos). Lidz ar to $adu paralelogramu skaits ir 6 - 3 = 18.
3. Par pretéjam malam varam izvéléties divas no slipajam taisném (to var izdarit 3 - 2 : 2 = 3 veidos) un divas
no vertikalajam taisném (to varizdarit5 - 4 : 2 = 10 veidos). Lidz ar to $adu paralelogramu skaits ir 3 - 10 = 30.
Tatad pavisam ir izveidoti 60 + 18 + 30 = 108 paralelogrami.
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9.2.

9.3.

9.4.

Divi spélétaji pamisus aizkraso tabulas 9 X 9 ritinas. Spélétajs, kurs spéli sak, kraso ratinas melna krasa, vina
pretinieks — zila krasa. Viena gajiena drikst aizkrasot tieSi vienu ratinu. Kad visas ratinas ir aizkrasotas, tad
saskaita, cik ir tadu rindu un kolonnu, kuros melno ratinu ir vairak neka zilo — tie ir punkti, kurus ieguvis pirmais
spelétajs. Rindu un kolonnu skaits, kuros zilo ritinu ir vairak neka melno, ir otra spélétaja iegltie punkti. Uzvar
tas spélétajs, kurs ir ieguvis vairak punktu. Kurs spélétajs — pirmais vai otrais — vienmér var uzvarét?
Atrisinajums. Pamatosim, ka vienmér var uzvarét pirmais spélétajs.

Pirmaja gajiena pirmajam spélétajam janokraso melna krasa ta ratina, kas atrodas kvadrata centra. Lai art kur
otrais spélétajs nokrasotu ritinu pirmajam spélétajam janokraso rdtina simetriski otra spélétaja tikko
nokrasotajai ratinai attieciba pret kvadrata centru. Ta pirmais spélétajs turpina rikoties arivisos savos nakamajos
gajienos.

Melno ratinu noteikti bs vairak neka zilo ratinu centralaja rinda un centralaja kolonna. Ja ir kada rinda (vai
kolonna), kura ir vairak zilo ratinu, tad tai centrali simetriskaja rinda (vai kolonna) bis vairak melno ritinu.
Tatad vairak punktus iegls pirmais spélétajs.

Dots vienadsanu taisnlenka trijstaris ABC ar taisno lenki C. Uz ta hipotenlzas konstruéts taisnstiris ABNM ta,
ka punkti C un N atrodas dazadas pusés no taisnes AB un AC = AM. Nogrieznis CM krusto AB punkta P. Punkts
L ir malas MN viduspunkts. Nogrieznis CL krusto PN punkta Q. Pieradit, ka a) trijstlris CBP ir vienadsanu;
b) Cetrstliris QNBC ir rombs!

Atrisinajums. a) Ta ka AC = AM, tad trijstlris MAC ir vienadsanu un SACM = <AMC = «a (skat. 24. att.). No
taisnlenka trijstira MAP iegustam, ka <APM = 90° — a. levérojam, ka «CPB = <APM =90° —a ka
krustlenki un <PCB = <ACB — ¥ACM = 90° — . Ta ka X<CPB = ¥PCB, tad trijstlris CBP ir vienadsanu.

b) Pieradisim, ka Cetrstira QNBC pretéjas malas ir pa pariem paralélas (skat. 25. att.).

Vienadsanu trijstiri ACB novelkam augstumu CR, kas ir ari mediana un bisektrise. Taka CR L AB un AR = RB,
tad taisne CR iet ari caur taisnstlra pretéjas malas MN viduspunktu L. Lidz ar to arT Q pieder taisnei CR un no
ta,ka CR L ABun BN L AB, izriet CQ||BN.

Trijstlris ACB ir vienadsanu taisnlenka trijstdris, tapéc <CBA = 45°.

No a) gadijuma pieradita izriet, ka PB = CB = BN. Tatad trijstdris PBN ir vienadsanu taisnlenka trijstdris, tapéc
LBNP = 45°. Esam ieguvusi, ka «CBN + <BNP = 45° 4+ 90° + 45° = 180°, tatad CB||QN, jo iekséjo
vienpuslenku summa ir 180°.

Ta ka QNBC ir paralelograms (jo ta pretéjas malas ir pa pariem paralélas) un CB = BN, tad QNBC ir rombs.

C C
P P/ R 45°
A4 B A G B
- (2 x= Q 3
M I N M [ N
24. att. 25. att.

Ja naturala sesciparu skaitla visus nepara ciparus aizvietotu ar 7, iegltu skaitli, kas ir par 5998 lielaks neka
sakotnéjais skaitlis. Savukart, ja sakotnéja skaitlt ar 7 aizvietotu visus para ciparus, tad iegitais skaitlis batu par
500290 lielaks neka sakotnéjais. Atrast doto seSciparu skaitli!

Atrisinajums. Apziméjam doto skaitli ar x, skaitli, ko ieglst visus para ciparus aizstajot ar septitniekiem,
apziméjam ar A un skaitli, ko ieglst visus nepara ciparus aizstajot ar septitniekiem, apziméjam ar B.
Pamatosim, ja diviem skaitliem samaina vietam to vienas Skiras ciparus, tad So skaitlu summa nemainas.
Pienemsim, ka vienam skaitlim n-tas Skiras cipars ir a, bet otram b, pienemsim ari, ka a > b. Tad pirmajam
skaitlim ciparu a aizstajot ar b, Sis skaitlis samazinas par (a — b) - 10™. Otrajam skaitlim ciparu b aizstajot ar a
tas palielinas par (a — b) - 10™. Tatad abu skaitlu summa nemainas.

Aplikojam summu A + B. Katra skira (vienos, desmitos, simtos utt.) Siem diviem skaitliem viens cipars ir

_____

atrastos otraja skaitli, bet "originalais" cipars — pirmaja.
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9.5.

Tad pirmais skaitlis parvérsas par x, bet otrais — par skaitli, kas sastav no sesiem septitniekiem. Ta ka Sis darbibas
rezultata skaitlu summa nemainas,tad A+ B =x + 777777.
Pécdota A = x + 500290, bet B = x + 5998. Atrisinot vienadojumu
(x+500290) + (x +5998) =x + 777777,

ieglistam, ka x = 271489.
Parbaudam, ka skaitlis 271489 apmierina uzdevuma nosacijumus:

o aizvietojot ST skaitla nepara ciparus ar 7, ieglistam 277487 = 271489 + 5998,

o aizvietojot i skaitla para ciparus ar 7, ieglistam 771779 = 271489 + 500290.
Vai eksisté tads kvadratvienadojums ar veseliem koeficientiem, kuram ir sakne

(v2020 — 2v/2019 + v2018)(v2020 + v2019)(v2019 + v2018)(v/2020 + v2018) ?

Atrisinajums. Dotas izteiksmes pirmajas iekavas esoso izteiksmi izsakam ka

(V2020 — 2v2019 + v2018) = (/2020 —/2019) — (/2019 —/2018)

Pakapeniski aprekinam dotas izteiksmes vertibu, iekavas sareizinot, izmantojot kvadratu starpibas formulu
a? — b? = (a + b)(a — b) un kopiga reizinataja izne$anu pirms iekavam:
(v2020 — 2v/2019 + v2018)(v2020 + v2019)(v2019 + v2018)(v2020 + v/2018) =
((\/2020 —+/2019) — (V2019 — \/2018)) -
- (v2020 + v2019) (V2019 + v2018) (/2020 + +/2018) =
(12020 —/2019) (v2020 ++/2019) (2019 ++/2018)(+/2020 +2018) -
—(v2019 —+/2018)(v2020 ++/2019)(¥2019 ++/2018)(v2020 +2018) =
(12019 ++/2018) (v2020 +2018) — (2020 +y2019) (2020 +y2018) =
= (V2020 +v2018)(v2018 — v2020) = -2

Tatad jaatrod kvadratvienadojums ar veseliem koeficientiem, kura sakne ir x = 2. Der, pieméram,
kvadratvienadojums x2 + 3x + 2 = 0, kura saknesirx; = —2unx, = —1.

10.1.

Pieradit, ka visam naturalam n vértibam ir spéka vienadiba
nn+ 1D+ 2)(n+3)

6+24+60+-+n(n+1)(n+2)= y)

Atrisinajums. Izmantosim matematiskas indukcijas metodi.

1234 ieb 6 = 6.

Indukcijas baze. Jan =1,tad1-2-3 =

Induktivais pienémums. Pienemsim, ka vienadiba izpildas, jan = k, tasiir,
k(k +1)(k+2)(k+3)
4
Induktiva pareja. Pieradisim, ka vienadiba ir spéka aritad, jan = k + 1, tasiir,
k+1Dk+2)(k+3)(k+4)
4

6+24+60++k(k+1)(k+2)=

6+24+60+ -+ (k+1D(k+2)k+3) =
Parveidosim vienadibas kreisas puses izteiksmi:
6+24+60+ - +k(k+1D)(k+2)+k+1D(k+2)(k+3) =
induktivais pienemums
_ k(k+ 1) (k+2)(k+3)
4

+(k+1)(k+2)(k+3)=(k+1)(k+2)(k+3)(§+1)=

(k+ D+ 2k +3)(k+4)
B 4

Secindjums. Ta ka vienadiba ir patiesa, jan = 1, un no t3, ka vienadiba ir spéka, ja n = k, izriet, ka vienadiba ir

spéka arin = k + 1, secinam, ka vienadiba ir spéka visam naturalam n vértibam.
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10.2.

10.3.

10.4.

Dots taisnstdris 90 X 19 ratinas. Viena gajiena spélétajs var aizkrasot n X n ratinu kvadratu (pieméram, 1 X 1,
2 X 2 utt.), kura visas ratinas ir neaizkrasotas. Zaudé tas, kurS nevar izdarit gajienu. Kurs spélétajs — pirmais vai
otrais —vienmér var uzvarét?

Atrisinajums. Pamatosim, ka vienmér var uzvarét pirmais spélétajs.

Sava pirmaja gajiena pirmajam spélétajam jaaizkraso kvadratu 18 X 18, kuru Skérso taisnstiira simetrijas ass
(skat. 26. att.). Otrais spélétajs var aizkrasot tikai tadu kvadratu, kas pilntba atrodas viena pusé no taisnstira
vertikalas simetrijas ass. Lai kur art otrais spélétajs aizkrasotu kvadratu, pirmais spélétajs varés aizkrasot tam
simetrisku kvadratu attieciba pret taisnstira vertikalo simetrijas asi un izdarit pédéjo gajienu. Ta ka ritinu skaits
ir galigs, tad pirmais spélétajs uzvarés.

26. att.

Dots taisnstlris ABCD, kur AB < BC. Uz malas BC izvéléts tads punkts E, ka AE = AD. Lenka DAE bisektrise
krusto malu CD punkta F. TrijstGrt ADE novilkts augstums EG. Pieradit, ka <AGC = <AFC.

Atrisinajums. Apziméjam XEAF = <FAD = a (skat. 27. att.). Tad XAFC = <FAD + ¥ADF = a + 90° ka
trijstira ADF aréjais lenkis. Trijstlris EAD ir vienadsanu trijstiris, tapéc XADE = %(1800 —2a) =90°—a.Ta
ka ECDG ir taisnstaris, tad <ADE = <CGD =90°—qa. Lidz ar to <AGC =180°—<xCGD =
= 180° — (90° — @) = 90° + a. Tatad <AGC = <AFC =90° + a.

B L -
3
(8]
o ]
A I8 D
27. att.

Kadam naturalam n vértibam izteiksme n? + n + 19 ir kada naturala skaitla kvadrats?

Atrisinajums. Atradisim, kadam n vértibam izteiksmes n? + n + 19 vértiba atrodas starp divu blakuseso3u
naturalu skaitlu kvadratiem, tas ir, starp n? un (n + 1) = n? 4+ 2n + 1. levérojam, kan? <n?+n+19 ir
patiesa visiem naturaliem n un nevienadiban? + n + 19 < n? + 2n + 1ir patiesa, jan > 18. Tatad, jan > 18,
tad izteiksmes n? + n + 19 vértiba atrodas starp divu blakuseso$u naturalu skaitju kvadratiem un ta nevar bat
naturala skaitla kvadrats.

Lidzigi ieglstam, ja 5<n <18, tad M+ 1)2=n?+2n+1<n?+n+19<n’+4n+4=(n+2)>2
Tatad izteiksmes véertiba atrodas starp divu péc kartas esosu naturalu skaitJu kvadratiem, Iidz ar to nav naturala
skait|a kvadrats.

Apskatam atlikusas n vértibas, tas ir, vértibas 1, 2, 3, 4, 5, 18.

n n?+n+19
1 21

2 25 = 52

3 31

4 39

5 49 = 7?2
18 361 = 192

Lidz ar to esam ieguvusi, ka izteiksme n? + n + 19 ir naturala skaitla kvadrats, jan ir 2; 5 vai 18.
Piezime. Otra novértéjuma vieta var ari parbaudit n vértibas 1, 2, 3, ..., 18.
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10.5. No visiem karalienes dimantiem vissmagakais sver tiesi 6 reizes mazak neka visi paré&jie kopa, tresais smagakais
sver tieSi 9 reizes mazak neka visi paréjie kopa, bet visvieglakais sver tieSi 11 reizes mazak neka visi paréjie
dimanti kopa. Cik dimantu ir karalienei?

Atrisinajums. Pienemsim, ka karalienei ir n dimanti, sakartosim tos neaugosa seciba péc to masas un apzimésim
to masas attiecigi ar a4, a,, ..., a,, bet to kop&jo masu ar S. Tad no Siem apzim&jumiem izriet, ka
0O A1 =0y 2...2 Ay,

S—aq . S
a, = — a, ==

o 1 o jebay o
S—a3. S

0O a3 =—jeba; =—
3 5 J 3= 1y
S—ayp . S

O ap=-—jeba, =T

Novértésim kopéjo dimantu masu S no augsas un no apaksas.

. S s .
lzmantojot to, kaa, < a; = Sunan_1 < ap_p ... < az = ., leglstam

S=a;+a;+(az++a,_1)+ay
<a t+a +(az+taz+--+az)ta,=
S
12
lzmantojot to, ka a, = aj :f—oun A, =0as =...2 dy, =%iegﬂstam, ka
S=a;tay+taz+(a,+-+a,1+ay)=
>a;tazt+az+(a,+a,+-+ay)=

—25+( 3)S+
—egTin 10

2 -3y~
~7 10 "\ 12

Dalot pirmo nevienadibu ar S, ieglistam, ka

2_|_n—3_|_1>1
7 10 12 —
3>10< 2 1)_10 20 5_ 13
nTes 7 12) 7 7 6 42
Dalot otro nevienadibu ar S, ieglistam, ka
1 2 n—3<1
ARUMEET IR
3<12<1 1 1)_ 12 12_731
nTes 77 5) " 7 5 '35
Apvienojot Sis nevienadibas, iegistam, ka
13
< pn—-—3<7—
bppsn—3=s73g

Ta ka (n — 3) jabat naturalam skaitlim, tad vieniga iesp&jama (n — 3) vértiba ir 7, tatad n = 10.
Tatad karalienei ir 10 dimanti.

11.1. Atrisinat nevienadibu
(x =20 (x +4) -
(VxZ+4)(9—x2)
Atrisinajums. levérojam, ka reizinatajs vVx?2 + 4 ir pozitivs visam realam x vértibam, tatad tas neietekmé kreisas
puses izteiksmes zimi. Izteiksmei (x — 20)1? ir tada pati zime ka izteiksmei (x — 20). Katru polinomu, kas ietilpst
nevienadibas kreisas puses izteiksmé, pielidzinam 0 un atrisinam iegttos vienadojumus:
o (x—20)°=0jebx = 20;
o x+4=0jebx = -4
o 9—x%2=0jebx =+3.
legiitas vértibas atliekam uz skaitlu ass, uzskicéjam atbilstoSo funkciju grafikus (skat. 28. att.) un nosakam dotas
izteiksmes zimi katra intervala. Tatad dotas nevienadibas atrisinajums ir x € [—4; —3) U (3; 20].
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28. att.

11.2. Divi spélétaji pamiSus raksta uz tafeles skaitJa 216 naturalos dalitajus. Katra gajiena jaievéro $adi noteikumi:

e nedrikst atkartoti rakstit jau uzrakstitu dalitaju;
e nedrikst rakstit dalitaju, kurs ir tieSi 2 vai 3 reizes lielaks vai mazaks neka kads jau uzrakstitais dalitajs.

Zaude tas spéléetajs, kurs nevar izdartt gajienu. Kurs spélétajs — pirmais vai otrais — vienmeér var uzvarét?

Atrisinajums. Pamatosim, ka vienmér var uzvarét otrais spéléta;js.

levérojam, ka 216 = 23 - 33 un uzrakstam visus skaitja 216 dalitajus augosa seciba:

1,2,3,4,6,8,9,12,18,24,27,36,54,72,108, 216.

Otrais spéletajs visus dalitajus sadala paros ta, ka katra para skaitlu reizinajums ir 216:

1un 216 3un72 6 un 36 9un24

2un 108 4un 54 8 un 27 12 un 18

T - o R . _. 216 S .
Ja pirmais spélétajs uzraksta kadu dalitaju d, tad otrais spélétajs uzraksta dalitaju v (otru attieciga para skaitli).
_ - . - . . N 2
levérojam, ka katra para skait|u attieciba nav ne 2, ne 3. Pamatosim, ka otrais spélétajs var uzrakstit skaitli %,

. I o _. , d _d,. ..
kas atbilst nosacijumiem. Pirmkart, ta ka pirmais spélétajs varéja uzrakstit d, tad ne 2d, ne 3d, ne S ez (ja tie

216
. SP et . .. e e e el o - .. 216 _
ir naturali) I'dz vina gajienam nebija uzrakstiti. Tapéc ari atbilstosie otri skaitli katra no Siem pariem Vi g ,

216
216 _ 7 216 216 216 216, . . .
= —— = 2-—un—— = 3 -—[idz Sim nebija uzrakstti.
3d 3’ g d [ d !

3
Tatad otrais spéletajs varés izdarit gajienu, ja vien to varés izdarit pirmais spélétajs. Ta ka skaitlim 216 ir galigs

skaits dalttaju, tad gajieni pietriks pirmajam spélétajam un vins zaudeés.

11.3. Uz trijstira ABC malam AB un BC izvéléti attiecigi tadi punkti D un E, ka AC || DE. Nogriezni AE un CD
krustojas punkta F. Punkti B, D, E un F atrodas uz vienas rinka linijas. Taisne BF krusto malu AC punkta H un
trijstrim ABC apvilkto rinka Iiniju punkta G. Pieradit, ka FH = GH.

Atrisinajums. Ta ka Cetrstari BAGC un BDFE ir ievilkti, tad ¥GAC = <GBC un <GBC = <«FBE = «FDE ka
ievilktie lenki, kas balstas uz viena un ta pasa loka attiecigi GC un FE (skat. 29. att.). Péc dota AC || DE, tad
AFDE = ¥FCA ka iekséjie Skérslenki pie paralélam taisném. Lidz ar to XGAC = <FCA, no ka izriet, ka AG ||
FC, jo ieksejie Skerslenki ir vienadi.

AriXBAC = ¥BGC un ¥BDE = «BFE ka ievilktie lenki, kas balstas uz viena un ta pasa loka attiecigi BC un BE.
Pécdota AC || DE, tad «CAB = XEDB ka kapslu lenki pie paralélam taisném. levérojot, ka XAFG = «<BFE ka
krustlenki, iegistam <GAC = «FCA. Tatad CG || FA, jo iek$gjie Skérslenki ir vienadi.

Tapéc Cetrstlris AFCG ir paralelograms, jo ta pretéjas malas ir pa pariem paralélas. Paralelograma diagonales
krustpunkta dalas uz pusém, tapéc FH = GH.
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11.4.

11.5.

Zinams, ka vairaku naturalu skaitlu summair a) 2019, b) 2020. Kads ir lielakais iespéjamais So skait|u reizinajums?
Atrisinajums. Skaitlu summu apzimésim ar N. Pienemsim, ka esam atradusi lielako iesp&jamo reizinajumu
aq - ay - .- ag, kurama; + a, + -+ a; = N. Aplakosim, kadi skaitli nevar ietilpt $aja reizinajuma.

o Reizinajuma nevar bt skaitlis 1, jo, pieskaitot to jebkuram citam reizinatajam, iegusim lielaku reizinajumu
pie tadas paSas summas. Nezaudéjot visparigumu, varam pienemt, ka a; =1, tad
l-ay-..-ap <(a,+1)-..-ay, ieguta pretruna, jo a; - a, - ...~ a ir lielakais iesp&jamais reizinajums.

o Reizinajuma nevar bit skaitli, kas lielaki neka 3. Ja ir kads reizinatajs a; = 4, tad, aizvietojot to ar
reizinatajiem 2 un (a; —2), summa nemainds, bet reizinajums vismaz nesamazinas, jo
2(a;—2)=a;+ (a; —4) = a;.

o Reizinajuma ir ne vairak ka divi reizinataji 2. Ja bltu vairak neka tris reizinataji 2, tad, 2 - 2 - 2 aizvietojot ar
3 - 3 reizinajums palielinas, bet summa nemainas.

Tatad, ja reizinajums ir maksimalais, tad taja visi reizinataji ir trijnieki, iznemot varbat 1 vai 2 divnieki.
Var ievérot, ka katru skaitli N $ada forma (ka summu no trijniekiem un varbit viena vai diviem divniekiem) var
izteikt viena vieniga veida.

1. Ja N = 3n, tad to var izteikt ka n trijnieku summu.

2. JaN = 3n + 1, tad to var izteikt ka (n — 1) trijnieka un divu divnieku summu.
3. JaN = 3n + 2, tad to var izteikt, ka n trijnieku un divnieka summu.
Lidz ar to esam ieguvusi, ka
a) ja skaitlu summa ir 2019 = 3 - 673, tad 3o skait|u lielakais iesp&jamais reizinajums ir 3673,
b) ja skaitlu summair 2020 = 3 - 673 + 1, tad 3o skait|u lielakais iespé&jamais reizinajums ir 4 - 3672,
Dots reals skaitlis x un naturals skaitlis . Zinams, ka gan x? — nx, gan x3
x ir racionals skaitlis!
Atrisinajums. Apziméjam x? — nx = a, tad
o x?’=a+nx,
o x3=x-x%=x(a+nx)=ax+nx?=ax+n(a+nx)=ax+n?x+an,
o x3—nx=ax+n%x+an—nx = (a+n?—n)x + an.

— nx ir racionali skaitli. Pieradtt, ka art

3_ —
Jaa+n2—n¢0,tadx:w
atn“—n

Aplikojam situaciju, kad @ + n? —n = 0, un pieradisim, ka ari $aja gadijuma x nevar bt iracionals.
Jaa +n? —n =0, tad ievietojot a vieta x? — nx ieglistam
x>’ —nx+n*-n=0. (1)

ariir racionals skaitlis.

2
Jan > 2, tad vienadojumam (1) nav atrisindjuma, jo x> — nx + n? —n = (x - g) +n (%n - 1) >0,jan> g.
Atliek aplikot gadijumu, kad n = 1, tad vienadojums (1) ir forma x2 — x = 0 un tam ir divi atrisinajumi x = 0
un x = 1, kas abi ir racionali skaitli.

Piezime. To, ka vienadojumam (1) nav atrisinajuma, var pamatot, aprékinot diskriminantu, attieciba pret
mainigo x.

12.1.

Atrisinat vienadojumu

cos 3x cos 2x + sin2x sin3x = (cosi — sin i) (sini + cos i)
10 10 10 10

Atrisinajums. Izmantojot formulu (a — b)(a + b) = a? — b? un trigonometrijas formulas, parveidojam doto

vienadojumu :

T T

3x — 2x) = c0s? — — sin? —

cos(3x — 2x) = cos 10 sin 10
T

COSX = COS—
5

Tatad dota vienadojum atrisinajums ir x = +

+ 2mn, kurn € Z.

b
5
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12.2,

12.3.

12.4.

Divi spélétaji pamisus raksta uz tafeles skaitla 144 naturalos dalitajus. Katra gajiena jaievéro $adi noteikumi:

e nedrikst atkartoti rakstit jau uzrakstitu dalitaju;

o nedrikst rakstit dalitaju, kurs ir tieSi 2 vai 3 reizes lielaks vai mazaks neka kads jau uzrakstitais dalitajs.
Zaude tas spéléetajs, kurs nevar izdartt gajienu. Kurs spélétajs — pirmais vai otrais — vienmeér var uzvarét?
Atrisinajums. Pamatosim, ka vienmeér var uzvarét pirmais spélétajs.
levérojam, ka 144 = 2% - 32 un uzrakstam visus skaitla 144 dalitajus augo3a seciba:

1,2,3,4,6,8,9,12,16,18,24,36,48,72,144.
Pirmais spélétajs sava pirmaja gajiena uz tafeles uzraksta dalitaju 12 (kas ir vidéjais loceklis dalitaju rinda), péc
tam pirmais spélétajs visus atlikuSos dalttajus sadala paros ta, ka katra para skait|u reizinajums ir 144:
lun 144 3un48 6un24 9un 16
2un?72 4 un 36 8un 18

o - o L . 144 L .
Ja otrais spélétajs uzraksta kadu dalitaju d, tad pirmais spelétajs uzraksta dalitaju - (otru attieciga para skaitli).
o - . . . S - .. 144
levérojam, ka katra para skait]u attieciba nav ne 2, ne 3. Pamatosim, ka pirmais spélétajs var uzrakstit skaitli -

. . . - s - - d d, .. .
kas atbilst nosacijumiem. Pirmkart, ta ka otrais spélétajs vareja uzrakstit d, tad ne 2d, ne 3d, ne s neg (ja tieir

144

iy . . .. e = - S . . - v - . 144
naturali) I"dz vina gajienam nebija uzrakstiti. Tapéc art atbilstosie otri skaitli katra no Siem pariem Y %,
144 F 144 144 144 144

— d — 2 . — . - Ve .e -
— =4 — =2+—un-—3 = 3 —lidz $im nebija uzrakstiti.
3d 3’ g d g d !

Tatad pirmais spélétajs varés izdarit gajienu, ja vien to varés izdarit otrais spélétajs. Ta ka skaitlim 144 ir galigs
skaits dalttaju, tad gajieni pietriks otrajam spélétajam un vins zaudés.
Dots cetrstiris ABCD, kuram AB = AD un BC = CD. Rinka lnija, kas iet caur punktiem A, B un C, krusto
nogrieznus AD un CD attiecigi to iekSéjos punktos E un F un nogriezni BD punkta G. Pieradit, ka EG = FG.
Atrisinajums. Ta ka AB = AD un BC = CD, tad trijstiri DAB un DCB ir vienadsanu trijstdri un
IADB = ¥ABD = a un <BDC = «DBC = f ka lenki pie pamata (skat. 30. att.). Punkti G, E, A, B atrodas uz
vienas rinka linijas, tapéc XABG + <GEA = 180° jeb <GEA = 180° — a. No blakuslenku Tpasibas ieglistam, ka
IDEG = 180° — <GEA = 180° — (180° — a) = a. Tatad trijstaris DGE ir vienadsanu un DG = EG ka malas
pret vienadiem lenkiem.
Punkti G, F, C, B atrodas uz vienas rinka linijas, tapéc <CBG + <GFC = 180° jeb «GFC = 180° — (. No
blakuslenku Tpasibas ieglistam, ka <DFG = 180° — «GFC = . Tatad trijstaris DGF ir vienadsanuun DG = FG
ka malas pret vienadiem lenkiem. Lidz ar to esam pieradijusi, ka EG = DG = FG.

A

C
30. att.

Sporta nometné ir 100 skoléni. Ar N apzimé&jam, cik veidos $os 100 skolénus var sadalit 50 paros (paru seciba un
ari skolénu seciba parT nav svariga). Ar kadu lielako trijnieka pakapi dalas N?

Atrisinajums. ledomasimies, ka visiem skoléniem ir atskirigs vecums (vai garums milimetros vai jebkads cits
sakartojums). Nemam visjaunako skolénu un piekartojam vinam kadu citu skolénu (tas ir, izveidojam pari), to
var izdarit 99 veidos. Péc tam nemam visjaunako no atlikusajiem skoléniem un atrodam tam pari, to var izdarit
97 veidos. Pasas beigas paliks divi skoléni —viens no viniem bis visjaunakais un vinam bus tikai viens iespéjamais
paris. No reizinasanas likuma izriet, ka parus var izveidot N = 99-97 - 95 - ...+ 1 veidos.

Uzrakstam visus reizinatajus, kas dalas ar 3: 3,9, 15, 21, 27, 33, 39, 45, 51, 57, 63, 69, 75, 81, 87, 93, 99.
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Ir 1 reizinatajs, kas dalas ar 3* = 81, tas ir 81.
Ir 1 reizinatajs, kas dalas ar 33 = 27, bet nedalas ar 3%, tas ir 27.
Ir 4 reizinataji, kas dalas ar 32 = 9, bet nedal3s ar 33, tieir 9, 45, 63, 99.
Ir 11 reizinataji, kas dalas ar 3! = 3, bet nedalas ar 32, tie ir 3, 15, 21, 33, 39, 51, 57, 69, 75, 87, 93.
Tatad to reizinajums dalas ar 34+3+42+111 — 326
Tatad lielaka trijnieka pakape, ar kuru dalas N, ir 26.
12.5. Miljonaru kluba visbagatakajam biedram ir tieSi 8 reizes mazak naudas neka visiem paréjiem biedriem kop3,
ceturtajam bagatakajam biedram ir tiesSi 11 reizes mazak naudas neka visiem paréjiem biedriem kopa, bet
visnabagakajam biedram ir tieSi 13 reizes mazak naudas neka visiem paréjiem biedriem kopa. Cik biedru ir $aja

kluba?
Atrisinajums. Pienemsim, ka kluba ir n biedri, sakartosim tos neaugosa seciba péc to bagatibas un apzimésim
to naudas daudzumus attiecigi ar aq,a,,...,a,, bet to kop&jo naudas daudzumu ar S. Tad no Siem

apziméjumiem izriet, ka
O Q1 =20z 2...2 Ay,

S— s
o al——Jebal—g
Sa4_ S

0 Q4= jeba, =—,
4 J 4= 1y
_5 s

o an——13 jeba, = .

Noveértésim kopéjo naudas daudzumu S no augsas un no apaksas.
. s s . .
Izmantojot to, kaa; < a, < a; = Sunadn_q Sapp <...< a4 = e ieglstam
S=a,+a,taztastastagt--+ap_4+a, <
Sa1+a1+a1+a4+a4+a4+"'+a4+an:

3S+( 4)S+S
n 14

. s S
Izmantojot to, kaa, = az = a, = T Unas = ag 2...2 ap, = ieglstam, ka

S=ay+a,taztastastag+--+ap_,+a, =
>agtastagtastag+agt+ota,+a, =
S 3. S 4 S
=gt pt=Yg
Dalot pirmo nevienadibu ar S, ieglistam, ka
3 n—4 1

>
9+ 12 14

4>12(1 L 1)—12 4 12—7 1
ottty T ettty
Dalot otro nevienadibu ar S, ieglistam, ka
1 3 +n— L
9 12 14 ~
4< 14 (1 1 3 ) 14 7 _ 1
= 9 12 9 2 18

Apvienojot Sis nevienadibas, iegistam, ka

T+ cn_a4<o_ 2
7=1" 18

Ta ka (n — 4) jabat naturalam skaitlim, tad vieniga iespéjama (n — 4) vértiba ir 8, tatad n = 12.
Tatad kluba ir 12 biedri.
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