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Uzdevumi un atrisinajumi

5. klase

5.1. Ieraksti 1. att. apliSos skaitlus no 1 Iidz 12, katra aplit1 citu skaitli,
ta, lai uz katras sesstiira malas esoso tris skaitlu summa butu viena
un ta pati. Pietiek paradit vienu veidu, ka to izdarit.

1. att.
Atrisinajums. To var izdarit, ka redzams 2. attela. lespejami ar1 citi varianti.
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5.2. Ieraksti burtu un zvaigznisu vieta ciparus ta, lai butu pareizs reizinasanas piemers. Vienadu burtu vieta
jabut vienadiem cipariem, bet dazadu burtu vieta jabut dazadiem. Zvaigznisu vieta var but patvaligi
cipari, var but ar1 kadi no tiem, kas ierakstiti burtu vietas. Neviens no cipariem (ne burtu, ne zvaigznisu
vietas) nedrikst but 0. Burti "a” un "a” apzime dazadus ciparus. Pietiek paradit vienu veidu, ka to

izdarit.
m a
X
t e
x % %
* m a
t i k a
Atrisinajums. Sis ir vienigais atrisinajums:
« 9 8
3 6
5 8 8
2 9 4
3 5 2 8

5.3. Kada ir mazaka iespejama ciparu summa sesciparu skaitlim, kas dalas ar 247
Atrisinajums. Mazaka iespejama summa ir 3. Sads skaitlis ir, piemeram, skaitlis 300000, viegli redzet,
ka tas dalas, gan ar 3 (jo ta ciparu summa dalas ar 3), gan ar 8 (jo ta pedejo 3 ciparu veidotais skaitlis
000 dalas ar 8).
Lai pamatotu, ka mazaka ciparu summa par 3 nav iespejama, atliek ieverot, ka, ja skaitlis dalas ar 24,
tad tas dalas ar1 ar 3, tatad ar1 ta ciparu summa dalas ar 3. Tatad ta nevar but mazaka par 3.

5.4. Paradi, ka 5 x 7 rutinu taisnsturi var sagriezt viena 1 x 3 rutinu taisnstur1 (3. att.) un astonas "T” veida
figuras (4. att.), abu veidu figuras var but ar1 pagrieztas.

3. att. 4. att.

Atrisinajums. To var izdarit Sadi, ka redzams 5. attela.

5. att.
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5.5. Sakuma 3 x 3 rutinu tabula katra rutina ir ierakstita nulle. Viena gajiena Raitis izvelas jebkuru 2 x 2
rutinu kvadratu un visiem cetriem taja esoSajiem skaitliem pieskaita 1. Pec vairakiem sadiem gajieniem
vins rupigi aplukoja iegutos 9 skaitlus. Vai var gadities, ka tiesi 8 no tiem ir pirmskaitli? Vai var gadities,
ka visi 9 ir pirmskaitli?

Atrisinajums. Var gadities 8 pirmskaitli, bet nevar gadities 9 pirmskaitli.

Ertibas labad apzimesim tabulas stura rutinas ar A, B, C, D (skat. 6. att.). Katrs 2 x 2 kvadrats noklaj
tiesi vienu stura rutinu. Sauksim tad arl iespejamos gajienus par A, B,C, D gajieniem atkariba no ta,
kuru stura rutinu tie noklaj.

Iegut 8 pirmskaitlus var, izdarot A un C' gajienus 2 reizes, bet B un D gajienus — 3 reizes. Tad tabula
(7. att.) vienigi centralaja rutina nav pirmskaitlis.

A B 21513 AlX|B
5110| 5 Y
C D 3|52 C|Z|D
6. att. 7. att. 8. att.

Atliek pamatot, ka visi 9 skaitli nevar but pirmskaitli. Pienemsim pretejo, ka visi 9 ir pirmskaitli. Tad
katrs gajiens (A, B,C, D) ir izdarits vismaz 2 reizes, jo mazakais pirmskaitlis ir 2. Tas nozime, ka visas
trijas rutinas X,Y,Z (8. att.) ir ierakstiti nepara skaitli (jo vienigais para pirmskaitlis ir 2, bet Sajas
rutinas skaitli ir lielaki vai vienadi par 4). Ta ka rutina X ir nepara skaitlis, tas nozime, ka A un B
gajieni kopa ir izdariti nepara skaitu reizu. Ta ka rutina Z ir nepara skaitlis, tas nozime, ka C' un D
gajieni kopa ir izdariti nepara skaitu reizu. Bet tas nozime, ka visi gajieni A, B, C un D kopa ir izdariti
para skaitu reizu, tatad Y rutina ir para skaitlis — pretruna.
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6. klase

6.1. Ieraksti 9. att. apliSos skaitlus no 1 Iidz 14, katra aplit1 citu skaitli,
ta, lai uz katras septinstura malas esoso tris skaitlu summa butu
viena un ta pati. Pietiek paradit vienu veidu, ka to izdarit.

9. att.
Atrisinajums. To var izdarit, ka redzams 10 attela. lespejami ar1 citi varianti.

6.2. Paradi, ka 9 x 11 rutinu taisnsturi var sagriezt viena 1 x 3 rutinu taisnsturi (11. att.) un 24 "T” veida
figuras (12. att.). Abu veidu figuras var but ar1 pagrieztas.

11. att. 12. att.

Atrisinajums. To var izdarit ta, ka redzams 13. attela.
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13. att.
p a s a k a
6.3. Ieraksti burtu vieta ciparus ta, lai butu pareizs saskaitisanas + a s a k a
piemers, vienadu burtu vieta butu vienadi cipari, bet dazadu + s a k a
burtu vieta butu dazadi cipari. Burti ”a” un ”"a” apzime + a k a
dazadus ciparus. Pietiek paradit vienu veidu, ka to izdarit. + k a
Atceries, ka skaitlis nevar sakties ar nulli! + a
g r a m a t a
Atrisinajums. Sis ir vienigais atrisinajums:
9 6 7 6 5 6
6 7 6 5 6
7T 6 5 6
6 5 6
5 6
6

++ 4+ +

1 0 4 3 6 8 6

6.4. Profesors Ciparins uz tafeles uzrakstija divus septinciparu skaitlus. Katru ciparu Sajos skaitlos vins
aizstaja ar kadu burtu, vienadus ciparus ar vienadiem burtiem, dazadus ciparus ar dazadiem burtiem.
Zinams, ka viens no uzrakstitajiem skaitliem PLATONS dalas ar 45. Pieradi, ka otrs uzrakstitais skaitlis
SOKRATS nedalas ar 54.

Atrisinajums. Ta ka PLATONS dalas ar 45, tad tas dalas arT ar 5, tatad S = 0 vai S = 5. Pirmais
gadjums (S = 0) nav iespejams, jo skaitlis nevar sakties ar 0, tatad S = 5. Tas nozime, ka skaitlis
SOKRATS ir nepara skaitlis, tatad tas nevar dalities ar 54.

6.5. Zinams, ka 2786. gada no Marsa centrala pasta tika nosutits tiesi par 10% telegrammu vairak neka 2785.
gada. Ar1 nakamajos trijos gados (no 2787. hidz 2789. gadam) katru gadu no ta tika nosutits tiesi par
10% vairak telegrammu neka iepriekseja gada. Cik telegrammu tika nosutits no Marsa centrala pasta
2789. gada, ja zinams, ka 2785. gada no ta tika nosutits ne vairak ka 15000 telegrammu?
Atrisinajums. Katru gadu nosttito telegrammu skaits palielinas tiesi 212 = 1l reizes. Tatad pa visiem

100 — 10
Siem 4 gadiem to skaits ir palielinajies tiesi
11 11 11 11 14641
10 10 10 10 10000
reizes. Tas nozime, ka 2785. gada nostutito telegrammu skaits dalijas ar 10000 un, ta ka tas nebija lielaks

par 15000, tad tas bija tiesi 10000. Tatad 2789. gada no Marsa centrala pasta tika nosutitas tiesi 14641
telegrammas.

Atklata matematikas olimpiade 2025. gada 2. movembris.



LATVIJAS UNIVERSITATE

LATVI]AS Eksakto zinatnu un tehnologiju fakultate

UNIVERSITATE

A. Liepas Neklatienes matematikas skola

7. klase

7.1. Kadas ielas viena puse rinda stav piecas majas. Katra maja dzivo vismaz divi cilveki. Zinams ar1, ka
nav tadu divu maju, kuras dzivotu vienads skaits cilveku.
Par cilveka kaiminiem sauksim tos cilvekus, kuri dzivo vai nu ar vinu viena maja, vai ar1 blakus majas.
Vai iespejams, ka katram cilvekam ir vai nu tiesi 20, vai art tiesi 30 kaimini?
Atrisinajums. Ja, tas ir iespejams, ja cilveku skaits majas ir, piemeram, sads:

16,5, 10,6, 15.

iespejami ari citi varianti.

Piezime: pie atrisinajuma var nonakt, piemeram, ar sekojosu spiedumu. Apzimesim majasarar A, B,C, D, E.
Ieverosim, ka cilvekam no majas B ir vairak kaiminu neka cilvekam no majas A, jo tam papildus vel nak
klat kaimini no majas C. Lidz ar to varam secinat, ka majas A, B un C kopa dzivo 31 cilveks, bet majas

A un B kopa dzivo 21 cilveks.
21
~ =
A B,C,D,FE
31

no kurienes redzams, ka maja C dzivo tiesi 10 cilveki.

Talak varam ieverot, ka cilvekam no majas C' nevar but tikpat kaiminu, ka cilvekam no majas B, jo tada
gadijuma majas A un D bus vienads cilveku skaits. Lidz ar to cilvekam no majas C' ir 20 kaiminu un
tatad majas B, C, D kopa dzivo 21 cilveks. Talak piemeklet skaitlus vairs nav gruti.

7.2. Paradi, ka var 3 x 3 rutinu kvadratu sagriezt 3 dazados gabalos (griezot pa rutinu Iinijam) ta, lai katri
divi no iegutajiem gabaliem (nekur tos neparvietojot) kopa veidotu simetrisku figuru. Katram gabalam
japieskaras pie vismaz vienas kvadrata malas (t.i. gabals nevar sastavet tikai no centralas rutinas).
Figura ir simetriska, ja to var parlocit uz pusem ta, ka abas puses sakrit. Figuras (gabali) ir dazadas, ja,
parbidot vai "apmetot otradi”, tas nevar uzlikt vienu uz otras ta, ka tas sakrit.

Atrisinajums. To var izdarit sadi, ka redzams 14. attela.

14. att.
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7.3. Kada ir mazaka iespejama ciparu summa sesciparu skaitlim, kas dalas ar 997
Atrisinajums. Magzaka iespejama ciparu summa sadam sesciparu skaitlim ir 18, tada ta ir, piemeram,
skaitlim 990000.
Pieradisim, ka mazaka ciparu summa par 18 nav iespejama. Ja skaitlis dalas ar 99, tad tas dalas ar 9
un ar 11. Ta ka tas dalas ar 9, tad ar1 ta ciparu summa dalas ar 9, tatad ta ciparu summa var but tikai
9,18,27,.... Tatad atliek pamatot, ka ta nevar but 9.
Apzimesim skaitla ciparus ar abcdef un pienemsim pretejo, t.i., kaa+b+c+d+e+ f =9. Apzimesim
nepara pozicijas esoso ciparu summu ar a+c+e = A, bet para vietas esoso ciparu summu ar b+d+ f = B.
Ta ka skaitla ciparu summa ir 9, tad A + B =9, tatad skaitliem A un B ir dazadas paritates. Ta ka Sis
skaitlis dalas ar 11 , tad A — B dalas ar 11. Ta ka A un B ir dazadas paritates, tad s1 starpiba nevar
but nulle. Tas nozime, ka vainu A — B > 11, vaiar1 A — B < —11. Bet, ja A— B > 11, tad A > 11, tas
nozime, ka skaitla ciparu summa ir vismaz 11 — pretruna. Lidzigi otra gadijuma, ja A — B < —11, tad
B > 11 un iegustam tadu pasu pretrunu.

7.4. Sakuma viena rinda uz galda ir novietotas 12 glazes ar limonadi. Indrikis un Oto pec kartas izdara gajie-
nus, Indrikis sak. Viena gajiena var vai nu izdzert jebkuru vienu glazi, vai art izdzert divas blakusstavosas
glazes. Pec izdzerSanas tuksas glazes (glaze) tiek noliktas atpakal vieta. Uzvar tas speletajs, pec kura
gajiena visas glazes ir tuksas. Kurs no speletajiem, Indrikis vai Oto, vienmer var uzvaret, pareizi spelejot?
Atrisinajums. Indrikis vienmer var uzvaret. Lai to izdaritu vinam pirmaja gajiena jaizdzer 6. un 7.
glaze, tadejadi atliks divi pilnu glazu piecinieki. Talak Indrikis var spelet simetriski, piemeram, ja Oto
izdzer viena piecinieka 3. un 4. glazi, tad Indrikis var izdzert otra piecinieka 3. un 4. glazi. Redzams,
ka Indrikim pec Oto gajiena vienmer vel bus iespeja izdarit savu gajienu, tapec vins ar1 izdaris pedejo

gajienu.

7.5. Zinams, ka 3546. gada no Saturna kosmiskas stacijas starteja tiesi Pieaugums pret
par 5% starpplanetu lidojumu vairak neka 3545. gada. Arl na- Gads ieprieksejo gadu
kamajos Cetros gados (no 3547. lIidz 3550. gadam) starpplanetu 3546 5%
lidojumu skaits no tas ar katru gadu pieauga. Precizs §1 pieauguma 3547 5%
lielums procentos (attieciba pret ieprieksejo gadu) par aplukojamo 3548 10%
piecu gadu periodu (no 3546. Iidz 3550. gadam) redzams 1. ta- 3549 10%
bula. Cik starpplanetu lidojumu no Saturna kosmiskas stacijas 3550 5%
starteja 3550. gada, ja zinams, ka 3545. gada to bija ne vairak ka
miljons? 1. tabula

105 __ 21

Atrisinajums. Pieaugums par 5% vai 10% nozime, ka lidojumu skaits palielinajas attiecigi 155 = 55 vai

% = % reizes. Tatad pa visiem siem 5 gadiem to skaits ir palielinajies
20210 111 2 ot
20 20 10 10 20 800000

reizes. Tas nozime, ka 3545. gada lidojumu skaits dalijas ar 800000 un, ta ka tas nebija lielaks par
1000000, tad tas bija tiesi 800000. Tatad 3550. gada no Saturna kosmiskas stacijas starteja tiesi 213112 =
1120581 starpplanetu lidojumi.
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8. klase

8.1. Paradi, ka skaitli 2025 var izteikt ar 9 vieniniekiem, pec vajadzibas lietojot aritmetisko darbibu zimes,
kapinasanu un iekavas. Drikst starp vieniniekiem nelikt arl nekadas zimes (tada veida iegustot skaitlus
11, 111 utt.). Ja neizdodas ar 9 vieniniekiem, tad paradi ar peéc iespejas mazaku vieninieku skaitu, ar
kadu izdodas.
Atrisinajums.

2025 =(1+ )" —11 -11 -1
2025 =(11- (1 + 1+ 14 1)+ 1)
8.2. Uz vienadsanu trijstura ABC sanu malam AB un BC izveleti attiecigi punkti M un K ta, ka nogriezni

AK un MC ir perpendikulari un AM = AK = AC. Aprekini trijstura ABC' lenkus.
Atrisinajums.

15. att.

Apzimesim trijstura ABC pamata pielenkus <BAC = <BCA = a, tad virsotnes lenkis <ABC =
180° — 2a. Nogrieznu AK un M C krustpunktu apzimesim ar O.

Trijsturis M AC' ir vienadsanu (jo AM = AC) un, ta ka AO ir ta augstums pret pamatu, tad AO ir arl
ta bisektrise. Tas nozime, ka <KAC = /2.

No ta, ka trijsturis AKC' ir vienadsanu (jo AK = AC), mes varam secinat, ka <AKC = <ACK =
a. Tatad trijstura AKC lenki ir §,a,a. Ta ka trijstura ieksejo lenku summa ir 180°, tad iegustam
vienadojumu

g+a+a:wm

no kurienes iegustam, ka o = 72°. Tatad trijstura ABC' lenki ir 72°,72°,36°.
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8.3. Bezgaliga naturalu skaitlu virkne katru locekli, sakot no otra, iegust, pieskaitot ieprieksejam loceklim
ta lielako ciparu. Piemeéram, ja virknes pirmais loceklis ir 13, tad virkne ir 13,16,22,24, 28, 36,.... Vai
eksiste tada virknes pirma locekla vertiba, ka visi virknes locekli ir a) para skaitli; b) nepara skaitli?
Atrisinajums. Pieradisim, ka tas (ne a) ne b) gadijumi) nav iespejams. Aplukosim virknes loceklu
desmitu ciparu (t.i. otro no labas puses). Katra soli tas vai nu nemainas, vai ar1 palielinas par vienu (vai
art no 9 mainas uz 0), jo katra soli virknei tiek pieskaitits kads skaitlis, kas ir mazaks par 10. Tas nozime,
ka kada bridi Sis te desmitu cipars bus vienads ar 9. Taja bridi tas bus lielakais 81 skaitla cipars, un, ta
ka 9 ir nepara skaitlis, tad, to pieskaitot, nakamajam skaitlim mainisies paritate. Tatad, neatkarigi no
ay vertibas, Saja virkne noteikti bus, gan para, gan nepara skaitli.

8.4. Ilmars grib uznest augsa uz dzivokli 150 kg kirbju. Zinams, ka katrs kirbis sver ne vairak ka 10 kg. Viena
reize vin$ var uznest patvaligu daudzumu kirbju, kas kopa sver ne vairak ka 30 kg. Kads ir mazakais
reizu skaits, ar kuru Ilmars noteikti var uznest visus kirbjus (neatkarigi no to svara)? Griezt gabalos
kirbjus nedrikst!

Atrisinajums. Mazakais skaits ir 7 reizes.

Vispirms paradisim, ka ar 7 reizem noteikti pietiek. Katra no pirmajam 6 reizem Ilmars var nemt kirbjus
lidz to svars parsniedz (vai sakrit) ar 20kg. Ta ar 6 piegajieniem vins bus uznesis vismaz 120kg. Tad
pedeja 7. reize vinam atliek uznest visus atlikusos, kas ir ne vairak ka 150 — 120 = 30kg.

Bet ar 6 reizem var nepietikt, piemeram, ja ir 19 kirbji, kuri visi sver vienadi, t.i. katrs sver %90 = 7%]{9.
Tad, ja tos varetu uznes ar 6 reizem, pec Dirihle principa butu tada reize, kad butu janes vismaz 4 kirbji,
kas ir vairak neka 30kg.

Piezime: 9.5. uzdevuma atrisinajuma ir paradita metode, kas lauj katra reize uznest vismaz 22,5kg
kirbju.

8.5. LAPSA un SPALS ir divi piecciparu skaitli, kuros cipari aizstati ar burtiem, vienadi cipari ar vienadiem
burtiem, bet dazadi cipari — ar dazadiem. Zinams, ka abi Sie skaitli dalas ar 9. Pieradi, ka tiesi viens
no tiem dalas ar 15. Kurs tas ir?

Atrisinajums. Atbilde: LAPSA dalas ar 15, bet SPALS nedalas.

Lai skaitlis dalitos ar 15, tam jadalas ar 3 un ar 5. Ta ka abi Sie skaitli dalas ar 9, tad tie abi dalas ar 3.
Tatad atliek noskaidrot, kurs no skaitliem dalas ar 5.

Ta ka abi Sie skaitli dalas ar 9, tad to ciparu summas dalas ar 9, tatad ar1 to ciparu summu starpiba
dalas ar 9, tatad |A — S| dalas ar 9. Tas ir iespejams tikai tad, ja viens no Siem cipariem (A un S) ir 9,
bet otrs ir 0. Ta ka S nevar but 0 (jo skaitlis nevar sakties ar 0), tad S =9 un A = 0. Tas nozime, ka
skaitlis SPALS nedalas ar 5 (jo ta pedejais cipars ir 9), bet LAPSA dalas ar 5 (jo ta pedejais cipars ir 0).
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9. klase

9.1. Atrodiet divus dazadus naturalu skaitlu trijniekus (a, b, ¢), kuriem a < b < ¢ un

1+1+1_ 4
a b ¢ 2025

Atrisinajums. Sadu trijnieku ir loti daudz, te dazi no tiem:

1 N 1 N 1 4
1296 1600 = 1728 2025
1 1 1 4

310 T 2025 T 4500 _ 2025

Atrastu Sadus trijniekus var palidzet $ads noverojums: ja mes atrodam kadu skaitlu trijnieku (a’, ', ¢),

kuram
1 1 1 4
dTyteT

)
d n

kur n ir kads skaitla 2025 dalitajs, tad, pareizinot visus tris skaitlus o', b, ¢’ ar 22%, mes iegusim prasito

trijnieku (a,b,c). Tas nozime, ka sakotneji var meklet sadus trijniekus, kur 2025 vieta ir kads mazaks
skaitlis n, kas ir 2025 dalitajs.
Piemeram, panemsim n = 5, tad mums jaatrod skaitli a’,’, ¢/, kuriem

1 1 1 4

a’+b’+c’_5'

Seit der, piemeram o’ = 2,V = 5,¢ = 10, jo

1 1 1 8 4

2 5 0 10 5
Pareizinot a’,V/, ¢ ar 2025/5 = 405 iegusim prasito trijnieku (a, b, ¢):

a=2-405=810
b=5-405 = 2025
¢ =10 - 405 = 4500
1 1 1 4 4
— + + = = 5o
810 ' 2025 ' 4500 5-405 2025
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9.2. Uz trijstura ABC malas AC izvelets tads punkts D, ka trijstura ABD mediana AM ir paralela trijstura
DBC medianai DN. Apréekiniet attiecibu £5.
Atrisinajums. Novilksim nogriezni M N, kas ir trijstura DBC vidushnija (jo M un N ir malu vidus-

B

16. att.

punkti). Tatad DC = 2M N peéc vidushnijas 1pasibas.

leverosim, ka AM N D ir paralelograms, jo AM || DN pec dota, bet MN || AD, jo trijstura vidushnija
ir paralela trijstura malai, kuru ta nekrusto. Ta ka paralelograma pretejas malas ir vienadas, tad AD =
MN.

Tatad
AD MN 1

DC ~ 2MN 2
9.3. Vai eksiste pirmskaitlis p, kuram p x p rutinu kvadratu, griezot pa rutinu linijam, var sagriezt tados
mazakos kvadratos, ka katram no tiem mala ir vismaz 2 rutinas gara?
Atrisinajums. Mazakais sads pirmskaitlis ir 11.
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9.4. Bezgaliga veselu skaitlu virkne 1,2,3,6,1,... katrs loceklis, sakot ar ceturto, ir ieprieksejo 3 loceklu
summas kvadrata pedejais cipars. Aprekiniet §is virknes 2025. locekli.
Atrisinajums. Uzrakstot virknes pirmos loceklus

12,3,6,1,0,9,0,1,0,1,4,5,0,1,6,9,6,1,6,9,6,1,6,9,6, ...

varam ieverot, ka, sakot ar 15. locekli, virkne ieciklojas ar periodu 4 (ta ieciklojas sakot no vietas, kura
divas reizes paradas viens un tas pats trijnieks 1,6,9), tapec sakot no 15. locekla a, = an+4. Tapec
virknes 2025. loceklis ir vienads ar 2025 — 502 - 4 = 17. locekli, tatad tas ir 9.

9.5. Ilmars grib uznest augsa uz dzivokli 255 kg kirbju. Zinams, ka katrs kirbis sver ne vairak ka 10 kg. Viena
reize vins var uznest patvaligu daudzumu kirbju, kas kopa sver ne vairak ka 30 kg. Kads ir mazakais
reizu skaits, ar kuru Ilmars noteikti var uznest visus kirbjus (neatkarigi no to svara)? Kirbjus griezt
gabalos nedrikst!

Atrisinajums. Mazakais skaits ir 11 reizes.

Vispirms paradisim, ka ar 11 reizem noteikti pietiek. Katra no pirmajam 10 reizem Ilmars var noteikti
panemt vismaz 22,5kg kirbju. Lai to izdaritu, vins var sakartot kirbjus pec to svara dilstosa seciba un
tad nemt pec kartas, lidz vairak nevar (panemot nakamo kopejais svars parsniegs 30kg). Pamatosim, ka
sada veida Ilmars katra reize noteikti panems vismaz 22,5 kg kirbju.

Pienemsim pretejo, ka Ilmars ir panemis mazak par 22,5kg. Tas nozime, ka Sis te "nakamais” kirbis
sver vairak par 7,5kg (jo, panemot to, kopejais svars parsniegs 30kg). Bet tada gadijuma ar1 visi lidz
sim panemtie kirbji katrs sver vismaz 7,5kg (jo tos nem pec svara dilstosa seciba). Bet ta ka Ilmars ir
panemis vismaz 3 kirbjus (jo neviens kirbis nav smagaks par 10kg), tad kopa vin$ ir panemis vismaz
37,5 =225kg — pretruna.

Sada veida pirmajas 10 reizeés Ilmars kopa var uznest vismaz 22,5 - 10 = 225kg kirbju. Tad pedeja 11.
reize tam atliek ne vairak par 255 — 225 = 30kg.

Tagad pamatosim, ka ar 10 reizem var nepietikt. Aplukosim gadijumu, kad Ilmaram ir 31 kirbis un tie
visi sver vienadi, t.i. katrs kirbis sver % = 83—7114:9. Ja tos varetu uznest ar 10 reizem, tad pec Dirihle
principa butu tada reize, kad butu janes vismaz 4 kirbji, bet tas ir vairak neka 30kg.
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10. klase

10.1.

10.2.

10.3.

Doti divi dazadi naturali skaitli @ un 0. Pieradit, ka

Fo>24—.

9 1
a ab

a
b
Atrisinajums. Parnesot divnieku uz kreiso pusi un pareizinot abas puses ar ab (kas ir pozitivs skaitlis),
iegustam ekvivalentu nevienadibu pieradamajai:

a’+b% —2ab>1
jeb
(a - b)2 > 17
kas ir acimredzami pareiza, ja a un b ir dazadi naturali skaitli (jo tada gadijuma to starpibas modulis ir

vismaz 1).

Doti kvadrati ABCD un BCEF (BC tiem ir kopiga mala), punkts M ir malas E'F viduspunkts. Kada
garumu attieciba taisne AC sadala nogriezni M D?
Atrisinajums. Attelosim dotos kvadratus uz kvadratveida rutinu rezga ka redzams zimejuma. Caur

17. att.

punktiem Aj, Ao, Az, A, A4, D novilksim taisnes, kas paralelas taisnei AC. Pec Talesa teoremas tas dala
nogriezni M D piecas vienadas dalas. Tas nozime, ka taisne AC' to dala attieciba 3 : 2.

Bezgaliga naturalu skaitlu virkne 24,69, 21,18, ... katru skaitli, sakot no tresa, var iegut, saskaitot divu
ieprieksejo skaitlu ciparu summas. Aprekinat $1s virknes 2025. locekli.
Atrisinajums. Atbilde: virknes 2025. loceklis ir 15.
Turpinot virkni
24,69,21,18,12,12,6,9,15,15,12,9,12,12,6,9

redzam, ka taja skaitlu paris (12, 12) atkartojas 5. un 6., ka ar1 13. un 14. pozicija, lidz ar to (ta ka katrs
loceklis ir atkarigs no diviem ieprieksejiem) varam secinat, ka $1 virkne sakot no 5. locekla ir periodiska
ar garumu 8 un tas periods ir (12,12,6,9,15,15,12,9).

Lidz ar to tas 2025. loceklis ir tas pats, kas 2025 — 8 - 252 = 9. loceklis, tatad tas ir 15.
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10.4.

10.5.

Uz tafeles uzrakstiti 2025 dazadi naturali skaitli. Reizi minute Elina izvelas jebkurus divus no tiem,
apzimesim tos ar a un b, tos nodzes un to vieta uzraksta skaitlus LKD(a, b) un MKD(a,b). Pieradit, ka
noteikti (neatkarigi no ta, kurus skaitlus Elina izvelas) pienaks tads bridis, kad vina uzrakstis uz tafeles
tos pasus skaitlus, ko nodzesusi (taja pasa gajiena).

Piezime: ar LKD(z,y) un MKD(x,y) apzime attiecigi skaitlu = un y lielako kopigo dalitaju un mazako
kopigo dalamo.

1. atrisinajums. Pieradisim, ka jebkuriem naturaliem skaitliem a un b ir speka

LKD(a,b) - MKD(a, b) = ab.

Aplukosim divus patvaligus naturalus skaitlus a un b, kuru lielakais kopigais dalitajs ir d. Tada gadijuma
mes varam izteikt, ka a = dz un b = dy kaut kadiem x un y, kuriem LKD(z,y) = 1. Skaitlu z un y
mazakais kopigais dalamais tatad ir xy, savukart skaitlu a = dr un b = dy mazakais kopigais dalamais
ir dry. No ta seko prasitais (Sis ir labi zinams fakts).
No ta seko, ka Elinas nodzesto skaitlu a un b reizinajums ir vienads ar vinas uzrakstito skaitlu LKD(a, b)
un MKD(a, b) reizinajumu, kas nozime, ka visu uz tafeles uzrakstito skaitlu reizinajums nemainas.
Aplukosim tagad, ka mainas uzrakstito skaitlu summa (lietosim tos pasus apzimejumus a = dz un
b = dy). Ta pieaug par

dey+d—de—dy=d(z—1)(y—1) >0,
pie tam vienadiba izpildas tikai tad, ja x =1 vai y = 1.
No Sejienes varam secinat, ka visu uz tafeles uzrakstito skaitlu summa nekad nesamazinas, un paliek
tada pati ka bija tikai tad, ja x = 1 vai y = 1, t.i., taja gadijuma, ja viens no skaitliem dalas ar otru.
Saja gadijuma (pienemsim, ka = = 1, tad skaitli ir a = d un b = dy) Elina uzrakstis uz tafeles tos pasus
skaitlus, ko nodzesusi, jo LKD(d, dy) = d, bet MKD(d, dy) = dy.
Ta ka skaitlu summa nevar bezgaligi pieaugt, ja to reizinajums nemainas, tad noteikti pienaks tads bridis,
kad summa paliks tada pati, un saja bridi Elina uzrakstis uz tafeles tos pasus skaitlus, ko nodzesusi.
2. atrisinajums. Vienkarsibas labad pienemsim, ka a < b. Ieverosim, ka tada gadijuma LKD(a,b) < a,
pie tam vienadiba izpildas tikai tad, ja LKD(a,b) = a un MKD(a,b) = b t.i. tad, ja Elina uzraksta tos
pasus skaitlus, ko nodzesusi.
Pienemsim pretejo, ka Elina darbojas bezgaligi ilgi un nekad neuzraksta tos pasus skaitlus, ko tikko
nodzesusi. Tada gadijuma vina katra soli uzraksta skaitli (LKD(a, b)), kas ir mazaks, par abiem vinas
nodzestajiem skaitliem.
Aplukosim vismazako skaitli, kas saja bezgaligaja procesa paradas uz tafeles. Pec ta uzrakstiSanas, Elina
to vairs neizvelas (jo uz tafeles neparadas par to mazaks skaitlis), tapec vina talak vina darbojas tikai ar
atlikusajiem 2024 skaitliem.
Pec tam aplukosim mazako skaitli no atlikusajiem, kas saja bezgaligaja procesa paradas uz tafeles. Pec
ta uzrakstiSanas (ar1 tad, ja tas tur jau bija no sakuma) Elina to vairs neizvelas (jo uz tafeles neparadas
par to mazaks skaitlis), tapec vinai talak darbojas tikai ar atlikusajiem 2023 skaitliem.
Atkartojot So spriedumu vel 2022 reizes mes nonaksim situacija, kad ir jau 2024 skaitli, ko Elina vairs
neizvelas un tatad atlicis tikai viens, ko vina drikst nodzest — pretruna.
Vai eksiste pirmskaitlis p, kuram p x p rutinu kvadratu, griezot pa rutinu linijam, var sagriezt tados
mazakos kvadratos, ka jebkuram no tiem malas garums (rutinas) arl ir pirmskaitlis?
Atrisinajums. Mazakais Sads pirmskaitlis ir 11.
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11. klase

11.1.

11.2.

Pieradit, ka jebkuram naturalam skaitlim £ var atrast tadus naturalus skaitlus a un b, ka a! dalas ar b,
b! dalas ar a un @ — b = k.

Piezime: naturala skaitla n faktorials n! ir visu naturalo skaitlu no 1 Iidz n ieskaitot reizinajums: n! =
1-2-...-n. Piemeram, 4! =1-2-3-4 = 24.

Atrisinajums. Vispirms ieverosim, ka, ta ka @ > b (jo a — b = k > 0), tad nosacijums a! dalas ar
b vienmer izpildas. Tapec aplukosim tikai otru nosacijumu. Paradisim, ka katram naturalam k atrast
sadus skaitlus @ un b, ka @ — b = k un b! dalas ar a.

— Ja k =1, tad var nemt a = 6 un b = 5, redzams, ka 5! = 120 dalas ar 6.
— Ja k =2, tad var nemt a = 6 un b = 4, redzams, ka 4! = 24 dalas ar 6.

— Jebkuram citam k£ > 3 nemsim a = 2k un b = k, tad redzams, ka k! = (k — 1)! - k£ dalas ar 2k, jo
skaitlis (k — 1)! dalas ar 2.

Regulara 9-stiira virsotnes un malu viduspunktos ierakstiti naturalie skaitli no 1 lidz 18 (katrs skaitlis
izmantots tiesi vienu reizi) ta, ka skaitlu summa uz katras ta malas ir viena un ta pati (uz katras malas
atrodas 3 skaitli, divi virsotnes un viens tas viduspunkta). Kada ir mazaka iespejama §1s summas vertiba?
Atrisinajums. Atbilde: mazaka iespejama vertiba ir 24. Vispirms paradisim, ka vertiba k = 24 ir

18. att.

iespejama. To var izdarit, ka redzams 18. att.

Atliek pamatot, ka mazaka summa nav iespejama. Apzimesim uz katras malas uzrakstito skaitlu summu
ar k un aplukosim visu So malu summu summu. No vienas puses tas vertiba ir 9%, jo mums ir 9 malas
un uz katras malas skaitlu summa ir k. No otras puses, Sada veida mes katru no 18 skaitliem esam
ieskaitijusi vienu vai divas reizes: virsotnes ierakstitos skaitlus katru divas reizes (jo tie pieder divam
malam), bet malu viduspunktos ierakstitos skaitlus katru vienu reizi. Lidz ar to mes varam uzrakstit
vienadojumu

9k =5+ 5,

kur S = % = 171 ir visu 18 skaitlu summa, bet S, ir virsotnes ierakstito skaitlu summa. Ta ka
Sy < 1+42+4---4+9 = 45 (sadu mazako summu mes iegustam, ja virsotnes ir ierakstiti mazakie iespejamie
skaitli), tad iegustam nevienadibu

9k <171+ 45

no kurienes k < 24.
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11.3. Izliekta cetrstura ABCD diagonales ir perpendikularas un krustojas punkta O. Zinams, ka BC = AO.
Punkts F izvelets ta, ka CF = BO un CF 1 CD. Pieradit, ka trijsturis ADF' ir vienadsanu.
Atrisinajums.

19. att.

Pieradisim, ka AD = DF. Péc Pitagora teoremas AD? = AO? + OD? = BC? + OD? (jo AO = BC).
A1 péc Pitagora teoremas DF? = CD? + CF? = CD? + BO?. Ta ka CD? = OD? + OC? (atkal péc

Pitagora teoremas), tad
DF? = CD? 4+ BO? = 0D? + 0C? + OB? = OD? + B(C?,
(pedeja vienadiba izmantota Pitagora teorema trijstur1 OBC). No Sejienes redzams, ka AD? = BC? +

OD? = DF?.
Piezime: punktam F ir iespejami divi dazadi novietojumi, bet tas neietekme risinajuma gaitu.
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11.4.

11.5.

Cik dazados veidos skaitli 12 var izteikt ka vieninieku, divnieku un ¢etrinieku summu? Veidi, kas atskiras
ar saskaitamo secibu, ir uzskatami par dazadiem. Piemeram, skaitli 4 var izteikt seSos dazados veidos:
1+414+14+1=14+14+2=1+2+1=2+14+1=2+2=4.
Atrisinajums. Atbilde: 520 veidos.
Apzimesim ar a,, to, cik dazados veidos skaitli n var izteikt ka vieninieku, divnieku un c¢etrinieku summu.
Tada gadijuma a; =1, a2 =2 (jo2=14+1=2),a3=3 (jo3=1+1+1=14+2=2+4+1)unag =6
(ka uzdevuma dotaja piemera). Visiem parejiem n > 5 izteiksim a,, rekurenti no ieprieksejam vertibam.
Visus dazados veidus ka skaitli n var izteikt ka vieninieku divnieku un ¢etrinieku summu var sadalit 3
grupas:
— tie, kas sakas ar 1. Tada gadijuma visi parejie summas locekli summa dod n — 1, tatad sadu veidu
ir tiesi a,_1.
— tie, kas sakas ar 2. Tada gadijuma visi parejie summas locekli summa dod n — 2, tatad sadu veidu
ir tiesi a,_o.
— tie, kas sakas ar 4. Tada gadijuma visi parejie summas locekli summa dod n — 4, tatad sadu veidu
ir tiesi a,_4.
No ta mes varam secinat, ka visiem n > 5 ir speka a, = an—1 + ap—2 + an—4. Izmantojot So, varam
aprekinat prasito vertibu:

as =a4+az+a, =6+3+1=10

ag =a5+a4+a2=10+6+2 =18

a7 =ag + a5 +a3 =18 +10+3 =31

ag =a7 +ag+as=31+18+6 =55

ag =ag + a7 + a5 = 55+ 31 4+ 10 = 96

a1p =ag + ag + ag = 96 + 55 + 18 = 169
a11 =a1g + ag + a7 = 169 + 96 + 31 = 296
a2 =a11 + aig + ag = 296 4+ 169 + 55 = 520

Katrs no 7 votivapam zina dazus pantinus no votivapu himnas. Zinams, ka jebkuri 3 votivapas kopa
var to nodziedat (tie kopa zina visus pantinus). Vai noteikti var atrast divus votivapas, kas divata var
nodziedat votivapu himnu, ja taja ir a) 20 b) 21 pantini?

Atrisinajums. a) Ja. Pienemsim pretejo, ka sadu divu votivapu nav. Tada gadijuma katriem 2
votivapam ir pantins, kuru neviens no viniem nezina. Kopa no 7 votivapam var izveidot 21 votivapu pari,
pec Dirihle principa (ta ka pantinu ir tikai 20) mums bus divi votivapu pari, kas nezina vienu un to pasu
pantinu. Bet Sajos abos paros kopa ir vismaz 3 votivapas, ta ir pretruna ar to, ka jebkuri 3 votivapas
kopa var nodziedat himnu.

b) Ne. Tagad mums ir 21 pantins un 21 votivapu paris. Piekartosim katram pantinam votivapu pari, kas
to nezina, un pienemsim, ka parejie 5 votivapas (kas nav Saja par1) So pantinu zina. Sada veida neviens
votivapu paris nevar nodziedat himnu (jo katram parim ir pantins, kuru vini nezina), bet katrs votivapu
trijnieks var (jo katram pantinam ir tikai 2 votivapas, kas to nezina, lidz ar to no 3 votivapam vismaz
viens to zina).
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12. klase

12.1.

12.2.

Atrisinat realos skaitlos vienadojumu

T - <5m+ 7@) = -2,

Atrisinajums. z = —1.

Acimredzami, ka x nevar but pozitivs, jo tada gadijuma vienadojuma kreisa puse bus pozitiva. Acimre-
dzami ar1, ka x = 0 neder. Lidz ar to atliek aplukot gadijumu, kad = < 0.

Lai butu defineta otra kvadratsakne, mums ir nepiecieSams lai x +1 > 0, t.i. = > —1. Bet, lai butu
definéta pirma kvadratsakne, mums ir nepieciesams, lai 2 — 1 > 0. Ta ka x ir negativs, tad tas ir
iespejams tikai, ka < —1. Tatad abas kvadratsaknes ir definetas tikai tad, ja * = —1. Parbaudot
konstatejam, ka $1 x vertiba der ka atrisinajums.

Cik ir tadu sesciparu skaitlu, kas nesatur nevienu no cipariem 5, 6,7,8,9,0 un kuros nekur blakus neat-
rodas divi cipari 4?7

Atrisinajums. Atbilde: ir 3105 sadi skaitli.

Apzimesim ar a,, tadu n-ciparu skaitlu skaitu, kas sastav tikai no cipariem 1, 2, 3, 4 un kuros divi cetrinieki
neatrodas blakus. Viegli ieverot, ka a; = 4 (vienciparu skaitli 1, 2, 3, 4) un ap = 15 (der visi divciparu
skaitli iznemot 44). Musu uzdevums ir atrast ag vertibu. Izteiksim $is virknes n-to locekli rekurenti.
Sadalisim visus n-ciparu skaitlus, kas atbilst uzdevuma nosacijumiem, divas grupas:

— skaitli, kas sakas ar 1, 2 vai 3. Sadu skaitlu kopa ir 3a,—1, jo katram no Siem trim pirmajiem
cipariem atlikuso n — 1 ciparu skaitlu ir tiesi a,_1.

— skaitli, kas sakas ar 4. Sadiem skaitliem otrais cipars var bt tikai 1, 2 vai 3 un atlikuso n — 2 ciparu
skaitlu skaits katra no Siem gadijumiem ir tiesi a,,—2. Tapec sadu skaitlu kopa ir 3a,—».

No Sejienes varam iegut rekurentu sakaribu a, = 3a,—1 + 3a,—2. Pec tas aprekinot virknes loceklus
iegustam

a1 =4

as = 15

a3 =3-(a1+az)=3- (44 15) =57

ay =3-(ag+a3)=3-(154+57) =216
as =3 (ag+ayg) =3-(57+216) = 819
a6 =3 - (as +az) = 3- (216 + 819) = 3105
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12.3. Trijsturt ABC novilkts augstums BD un mediana BFE, zinams, ka punkts D atrodas starp C' un FE.
Zinams ar1, ka <ABE = <CBD = 23°. Aprekinat <DBFE lielumu grados!
Atrisinajums. Pagarinasim BFE aiz E ta, ka FF = BE. Tad ABCF ir paralelograms (jo ta diagonales
krustpunkta dalas uz pusem) un <ABF = <CFB = o = 23°. Pagarinasim BD aiz D ta, ka DG = BD.
Ta ka BD 1 AC, tad BCG ir vienadsanu trijsturis (jo taja C'D ir gan augstums, gan mediana) un tatad
<CGD = <CBD = o.

B

af la

20. att.

Aplukosim cetrsturi BCGF'. Divi vienadi lieli lenki <CF B un <CGD balstas uz BC. Tas nozime, ka ap
cetrsturi BCGF var apvilkt rinka Imiju. Sis rinka Iinijas centrs atrodas BG un BF' vidusperpendikulu
krustpunkta. Ta ka BG vidusperpendikuls ir AC, kas iet caur punktu F, un ar1 BF vidusperpendikuls
iet caur punktu F, tad E arl ir ap cetrsturi BOCGF' apvilktas rinka Iinijas centrs.

Ta ka §1s rinka lmijas radiuss ir CE = AFE, tad AC ir §is rinka Iinijas diametrs un <ABC = 90°. Tatad
<DBE =90° — 2ax = 44°.
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12.4.

12.5.

Katrs no 7 sillisallam zina dazus pantinus no §illisallu himnas. Zinams, ka jebkuri 4 no viniem kopa var
to nodziedat (tie kopa zina visus pantinus). Vai noteikti var atrast tris silliSallas, kas kopa var nodziedat
sillisallu himnu, ja taja ir a) 34 b) 35 pantini?

Atrisinajums. a) Ja. Pienemsim pretejo, ka sadu divu sillisallu nav. Tada gadijuma katram sillisallu
trijnickam ir panting, kuru neviens no viniem nezina. Kopa no 7 illigallam var izveidot C3 = % =35
sillisallu trijniekus, pec Dirihle principa mums bus divi Sillisallu trijnieki, kas nezina vienu un to pasu
pantinu. Bet Sajos abos trijniekos kopa ir vismaz 4 §illiSallas, ta ir pretruna ar to, ka jebkuri 4 silliSallas
kopa var nodziedat himnu.

b) Ne. Tagad mums ir 35 pantini un 35 sillisallu trijnieki, piekartosim katram pantinam sillisallu trijnieku,
kas to nezina un pienemsim, ka paréejie 4 illisallas (kas nav $aja trijnieka) $o pantinu zina. Sada veida
neviens sillisallu trijnieks nevar nodziedat himnu (jo katram trijniekam ir pantins, kuru vini nezina), bet
katri cetri sillisallas var (jo katram pantinam ir tikai 3 silliSallas, kas to nezina, lidz ar to no 4 sillisallam
vismaz viens to zina).

Doti tadi naturali skaitli  un y, ka x + 2y + 1 ir pirmskaitlis. Pieradit, ka x? + 2xy — 2y nevar bit
naturala skaitla kvadrats.

Atrisinajums. Apzimesim p = x + 2y + 1 un ieverosim, ka p > x+3 (jo y > 1). Ieverosim ar1, ka x > 2
(z jabut para skaitlim, preteja gadijuma x + 2y + 1 bus para skaitlis, tatad nebus pirmskaitlis).
Parveidosim doto izteiksmi, izmantojot to, ka p = = + 2y + 1:

242y — 2= (2?4 20y +a)— (x+2y+1)+1=pxr—p+1.
Pienemsim pretejo, ka tas ir kada naturala skaitla kvadrats un apzimesim to ar n?. Tada gadijuma

px—p:n2—1
plx—1)=(n-1)(n+1)

Tatad vai nu n — 1, vai n + 1 dalas ar p. Aplukosim Sos gadijumus.
1. n— 1 dalas ar p. Tada gadijjuma x — 1 dalas ar n+ 1. Tatadn—1>punz—1>n+ 1 (Seit ir
svarigi, ka x > 2), jebx —3 >n — 1.
Saliekot abas §1s nevienadibas kopa iegustam, ka x —3 > n — 1 > p, kas ir pretruna ar to, ka

p>x+3.

2. n+ 1 dalas ar p. Tada gadijuma x — 1 dalas arn — 1. Tatadn+1>punx—1 > n—1, jeb
z+1>n+1.
Saliekot abas §1s nevienadibas kopa iegustam, ka « +1 > n + 1 > p, kas ir pretruna ar to, ka
p>x+3.

Atklata matematikas olimpiade 2025. gada 2. movembris.



