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Atklata matematikas olimpiade

Uzdevumi un atrisinajumi

5. klase

5.1. Rezga (skatit 1. att.) katra rutina ieraksti vienu ciparu no 1 7
Iidz 5. Katra rinda un katra kolonna jabut ierakstitiem visiem 3 10- 3+
skaitliem no 1 Iidz 5. Katra ar tumsu Iniju atdalitaja figura, kas
satur divas vai tris rutinas, ir dots skaitlis un darbibu zime. Ar < o=
S1s figuras rutinas ierakstitajiem skaitliem, veicot doto darbibu,
jaiegust dotais skaitlis. Pietiek paradit vienu piemeru, ka to
izdarit. Trijas ar tumsu Imniju apvilktajas rutinas skaitli jau ir
ierakstiti.

Piemeram, augseja kreisa stura figura “2—” nozime, ka abu ierak-
stito skaitlu starpiba (no lielaka atnemot mazako) ir 2.

1. att.
Atrisinajums. Skaitlus rezgl iespejams sarakstit, ka tas redzams 2. att.
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2. att.

5.2. Kaste ir 7 zalas, 3 sarkanas, 11 melnas un 9 baltas bumbinas. Kads ir mazakais skaits bumbinu, kas
Aleksandram jaizvelk no kastes, lai garantetu, ka vinam: a) ir vismaz divas vienadas krasas bumbinas;
b) ir vismaz divas melnas bumbinas; ¢) ir vismaz viena bumbina no katras krasas?
Atrisinajums. a) Ta ka ir ¢etras dazadas krasas, tad minimalais bumbinu skaits, kas jaizvelk Aleksan-
dram ir 4 + 1 = 5. Ar Cetram nepietiks, jo tad varetu gadities izvilkt katru sava krasa.
b) Var gadities, ka divas melnas bumbinas tiek izvilktas pasas pedejas. Tas ir, vispirms izvelk pilnigi
visas citu krasu bumbinas un tad 2 melnas. Tatad, nepiecieSams iznemt 7 + 3 + 9 + 2 = 21 bumbinas.
c) Visvairak ir zalu, melnu un baltu bumbinu. Var gadities, ka tas tiek izvilktas, un pilnam krasu
komplektam pietrukst sarkana bumbina, kuru izvelk pedejo. Tapec nepiecieSams izvilkt 74+114+9+1 = 28
bumbinas.

5.3. Uzraksti 10 izteiksmes, katrai izmantojot Cetrus skaitlus 3, 5, 7 un 9 katru tiesi vienu reizi un tris arit-
metisko darbibu zimes (saskaitiSanu, atnemsanu, reizinasanu vai daliSanu), ta, lai So izteiksmju vertibas
butu skaitli 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 9. Darbibu grupesanai drikst izmantot iekavas, skaitlu sectbu
drikst mainit. DaliSanai jaizpildas precizi bez noapalosanas. Katram skaitlim pietiek atrast vienu derigu
izteiksmi. Derigas izteiksmes piemers: 7-(9 —5) — 3 = 25.
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(9+3)—(5+7)=0, 5-((743)—9) =5,
9-7):(5-3)=1, (9:3)-(7T—5) =6,
O+7):(5+3) =2, 7-(9—(345) =1,
(9—3): (7T—5) =3, (T+9)— (3+5) =8,
(9+5)— (7T+3) =4, 9-(3—(7T-5))=9

5.4. Dots 7 x 9 rutinu taisnsturis. Vai taja var ievietot devinas 3. att. redzamas figuras? Figuras drikst

pagriezt un apmest otradi, bet tas nevar parklaties viena ar otru vai iziet arpus taisnstura.

3. att.

Atrisinajums. Ja var. Piemeram ta, ka redzams 4. att.

4. att.

5.5. Andris aizmirsa majas pulksteni. Autobusa pietura vin$ pamanija stavam 4 cilvekus. Katram no tiem

Andris pajautaja: “Sakiet, cik ir pulkstenis?”. Atbildes bija Sadas:

A: “Bez 6 minutem tris.” C: “3 minutes pari trijiem.”

B: “Bez 3 minutem tris.” D: “2 minttes pari trijiem.”

Izradijas, ka nevienam no Siem cilvekiem pulkstenis nerada pareizu laiku. Pie tam, viena pulkstena
raditais laiks atskiras no patiesa laika par 2 minutem, otra - par 3 minutem, tresa - par 4 minutem, ceturta
- par 5 minutem (nav zinams, kurs pulkstenis kavejas, kurs steidzas). Cik patiesiba bija pulkstenis?
Atbildi pamato!

Atrisinajums. Pierakstisim katra cilveka atbildi. A — 2:54; B — 2:57; C — 3:03; D — 3:02. Neviens no
siem laikiem pec dota nevar but pareizs.

Pareizais laiks nevar but 2:54 un 3:03 (tad attiecigi C kluditos par 9 minutem un A kluditos par 9
mintutem). Tas nevar but arl nedz mazaks, nedz lielaks, citadi A vai B kluditos vairak par 9 mintutem.
Tatad tas ir starp 2:55 un 3:01.

Neviens nekludas par 1 minuti, tadel neder 2:55, 2:56, 2:58, 3:01. Atliek tikai 3:00 vai 2:59. 3:00 neder,
jo tad gan B, gan C kludas par 3 min. Tatad pulkstenis bija 2:59.
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6. klase

6.1. Rezga (skatit 5. att.) katra rutina ieraksti vienu ciparu no 1 2 |41 i+ 2:
lidz 6. Katra rinda un katra kolonna jabut ierakstitiem visiem
skaitliem no 1 Iidz 6. Katra ar tumsu limiju atdalitaja figura, kas

satur divas vai tris rutinas, ir dots skaitlis un darbibu zime. Ar 3013 oo s
Sis figuras rutinas ierakstitajiem skaitliem, veicot doto darbibu,
jaiegist dotais skaitlis. Pietiek paradit vienu piemeru, ka to izda- 2—12: | 1—
rit. Viena ar tumsu lmmiju apvilktaja rutina skaitlis jau ir ierakstits. . B P

: . C
Piemeram, augseja kreisa stura figura “4—" nozime, ka abu ierak- 5
stito skaitlu starpiba (no lielaka atnemot mazako) ir 4.

5. att.

Atrisinajums. Skaitlus rezgl iespejams sarakstit, ka tas redzams 6. att.
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6. att.

6.2. Kaste ir 14 violetas, 18 brunas, 4 oranzas un 19 dzeltenas bumbinas. Anna no kastes izvilka 9 bumbinas.

a) Vai var apgalvot, ka tiesi piecas no izvilktajam bumbinam ir dzeltenas?
b) Vai Anna noteikti izvilka vismaz tris vienadas krasas bumbinas?

c) Kads mazakais skaits bumbinu Annai vel ir jaizvelk no kastes, lai varetu apgalvot, ka kopuma Annai
vismaz seSas no bumbinam ir viena krasa?

Atrisinajums. a) Ne. Piemeram, varetu gadities, ka Anna kopa ir izvilkusi 9 violetas bumbinas.

b) Ja. Kopa ir devinas bumbinas un ir tikai ¢etras dazadas krasas. Ja Anna butu izvilkusi ne vairak ka
2 bumbinas no katras krasas, tad kopa butu ne vairak ka 2-4 = 8 bumbinas. Bet tas ir pretruna ar doto,
ka ir izvilktas 9 bumbinas. Tatad noteikti Anna ir izvilkusi vismaz 3 vienas krasas bumbinas.

c) Ieverosim, ka nav iespejams izvilkt seSas oranzas krasas bumbinas, jo kaste ir tikai Cetras Sadas
bumbinas. Var gadities, ka §1s Annina jau ir izvilkusi pirmas. Tatad, ja ir izvilktas visas Cetras oranzas
bumbinas, tad kaste paliek tikai tris krasu bumbinas. Pec Dirihle principa secinam, ka kopuma butu
nepieciesams izvilkt 5 -3 + 1 = 16 bumbinas no tris dazadam krasam, lai iegutu 6 vienadas krasas
bumbinas. Tatad Annai nepiecieSamas kopa vismaz 4 4 16 = 20 bumbinas, lai garantetu to, ka sesas no
tam ir viena krasa. Secinam, ka Annai jaizvelk vel 20 — 9 = 11 bumbinas.
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6.3. Katrs no 10 rukisiem vienmer saka patiesibu vai vienmer melo. Zinams, ka katram no rukiSiem ir viena
milaka saldejuma garsa — vanilas, Sokolades vai zemenu.
Sniegbaltite ludza pacelt roku tiem rukiem, kam milakais ir vanilas saldejums, un astoni rukisi pacela
savu roku. Tad vina prasija par Sokolades saldejumu un puse pacela savu roku. Kad jautaja par zemenu
saldejumu, tikai viens rukitis pacela savu roku. Cik no Siem rukiem vienmer saka patiesibu?
Atrisinajums. Kopa rukisi pacela rokas 8 +5+1 = 14 reizes. Ja visi teiktu patiesibu, tad katrs paceltu
roku vienu reizi un butu 10 paceltas rokas kopuma.
Melis cels roku divas reizes — milakajai saldejuma garsai necels, bet parejam divam pacels. Katru patieso
ruki aizstajot ar meli, pacelto roku skaits palielinas par viens. Ta ka tika paceltas par 14 — 10 = 4 rokam
vairak neka tad, ja visi teiktu patiesibu, tad ir 4 meli un 10 — 4 = 6 ruki vienmer saka patiesibu.

6.4. Paradi, ka griezot pa rutinu lmijam, 7. att. doto figuru var sagriezt divas vienadas dalas. Dalas ir
vienadas, ja tas pagriezot vai apmetot otradi var uzlikt vienu uz otras ta, ka tas sakrit.

7. att.

Atrisinajums. Skatit 8. att.

8. att.

6.5. Caurspidiga kaste ir ieliktas konfektes un c¢etriem berniem jaizsaka savs minejums par konfeksu skaitu
taja. Katrs piedava savu minejumu: 116, 124, 120 un 128. Izradas, neviens nav uzminejis pareizi.
Noskaidrojiet, cik konfeksu var but kaste, ja zinams, ka no patiesa konfeksu skaita viens no skoleniem
kludijas par viens, viens — par tris, viens — par pieci un viens — par devini.

Atrisinajums. Pamatosim, ka konfeksu kaste var but vai nu 119, vai ar1 125 konfektes. Konfeksu skaits
nevar but 115 (jo tad kads butu kludijies par 128 — 115 = 13) un nevar but 129 (jo tad kads butu
kludijies par 129 — 116 = 13). Ta ka lielakam un mazakam skaitam kluda butu vel lielaka un neviens no
minejumiem nav pareizs, varam secinat, ka konfeksu skaits ir starp 117 un 127.

Uzrakstisim secigi derigos variantus un ar1 skolenu minejumus (tie bus pasvitroti):

116;117;118;119;120;121;122;123;124; 125;126; 127; 128.
Neviens nav kludijies par divi, tadel varam izsvitrot skaitlus, kas atrodas attaluma divi no kada no

minejuma:
116;117;148; 119; 120; 121; 122; 123; 124; 125; 126; 127; 128.
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Neviens nav kludijies par septini, tapec varam izsvitrot 121 un 123:
116;117; 148; 119; 120; 121; 127; 123; 124; 125; 126; 127; 128.

Ieverosim, ka 117 un 127 nevar but pareiza atbilde, jo abos gadijumos kads bus kludijies par 11. Atliek
tikai 119 un 125. Viegli parliecinaties, ka abos gadijumos izpildas uzdevuma nosacijumi, tadel kaste var
but 119 vai 125 konfektes.

7. klase

7.1. Marta, Sandris un Linda velas sagatavot pulcina telpu Ziemassvetku ballitei. Zinams, ka Marta viena pati
to spetu izdarit viena stunda, Sandris to spetu pusotra stunda, bet Linda to spetu izdarit tris stundas.
Marta ieradas pulcina telpa 16:00, Sandris 10 minutes velak, bet Linda vel 15 minutes pec Sandra (katrs
pec ierasanas uzreiz keras pie pulcina telpas gatavosanas). Cikos pulcina telpa bija gatava?
Atrisinajums. Pamatosim, ka kopa tika pavaditas 37% mintites, lai sagatavotu telpu jeb telpa bija
gatava 16:37:30. Ta ka Marta spej sagatl%vot telpu stunda, tad katru minuti vina sagatagfo % no telpas.

Pec 10 minutem vina bus sagatavojusi g5 = % no telpas. Tatad vel jasakarto 1 — % = g no telpas. No

§1 briza palidz arT Sandris. Ta ka Sandris viens pats spetu sagatavot telpu 90 minutes, tad katru minuti

vins sagatavo % no telpas. Kopa ar Martu vini katru minuti sagatavo 6—10 + % = % + % = % = %
no telpas. Tatad pec 15 minttem bus sagatavota vel 15 - 3—16 = % no telpas. Tatad atliek sagatavot
%—% = %—% = % no telpas. No 81 briza Sandra ir ieradusies palidzet. Vina spej katru mintuti sagatavot

_ _ . S 1 1 _ 5 ., 1 _ 6 _ 1
130 Do telpas, tapec kopuma ar Sandri un Martu vini spej sagatavo == + 155 = 185 T 1850 = 189 — 30 1O

telpas katru minuti. Tagad aprekinasim, cik mintites nepiecieSamas, lai sagatavotu % no telpas, ja katru
mintti tiek sagatavota 3—10 no telpas:

5

?ZE.QZQEZHE_

3 12 1 2 2
Tatad sakotneji Marta viena pati gatavoja telpu 10 mintutes, tad kopa ar Sandri vel 15 minutes, bet visi
trijata vel 12% minutes. Kopuma bija nepiecieSamas 10 + 15 + 12% = 37% minutes jeb telpa bija gatava
16:37:30.

7.2. Jurgis Mikeldienas tirgt ar izlozes palidzibu izdalija 11 balvas. Katra balva satur 6 rudens labumus:
abolus, bumbierus un bietes. Pie tam zinams, ka katra balva satur vismaz vienu abolu, bumbieri un
bieti. Pamatot, ka noteikti tika izdalitas divas tadas balvas, kuram bija vienads saturs
Atrisinajums. NepiecieSsams uzzinat, cik dazadus komplektus Jurgis vareja izveidot. Ta ka katra balva
satur vismaz pa vienam no katra rudens labuma, tad varam apskatit, cik dazados veidos skaitli 6 var
izteikt ka tris naturalu skaitlu summu ar tris saskaitamajiem: 4+1+1,3+2+1 un 2+2+2. Nemot vera,
kura darzena vai augla daudzums ir katrs no saskaitamajiem, iegusim 10 dazadus balvu komplektus:

Aboli [4 |11 (3321|212
Bumbieri | 1 |4 |1 3 2
Bietes | 1 |1 (412|112 |3|3]2

—_
—_

Ta ka tika izdalitas 11 balvas un ir 10 dazadi balvu komplekti, tad pec Dirihle principa noteikti bus
izdaliti divi tadi komplekti, kam ir vienads saturs.

7.3. Skaitlu virknes pirmais loceklis ir 12. Katru nakamo iegust iepriekSejo vai nu reizinot ar 2 vai 3, vai art
izdalot ar 2 vai 3 (ja tas dalas bez atlikuma). Vai $is skaitlu virknes 61. loceklis var but skaitlis 547
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Atrisinajums. Pamatosim, ka prasitais nav iespejams. Aplukojam, cik daudz pirmreizinataju ir sa-
kotnejam skaitlim. Sadalot 12 pirmreizinatajos, iegustam 12 = 2 -2 -3, un tam ir tris pirmreizinataji.
Jaiegtst skaitlis 54 = 2 -3 - 3 - 3, kuram ir Cetri pirmreizinataji.
Katram nakamajam skaitlim skaitlu virkne, skaitla pirmreizinataju skaits pieaug par viens (ja reizina ar
2 vai 3) vai samazinas par viens (ja dala ar 2 vai 3). Tatad, pirmreizinataju skaita paritate mainas un
veidojas periodiska virkne

NP, NPy My Py e -

Sakam ar nepara skaitu pirmreizinataju (skaitlim 12 ir tris pirmreizinataji) un mums intereseé virknes
61. loceklis. Ieverojam, ka katrs virknes loceklis para pozicija bis para skaitlis, bet nepara pozicija bus
nepara skaitlis. Tatad skaitlu virknes 61. loceklim bus nepara skaits pirmreizinataju. Bet prasits iegut
54, kam ir para skaits pirmreizinataju (Cetri). Secinam, ka prasitais nav iespejams.

7.4. Dots kvadrats ar izmeriem 10 x 10 rutinas. Kads ir lielakais skaits 9. att. redzamo figuru, kuras var
izgriezt no $1 kvadrata, ja griezuma lmijam jaiet pa rutinu Imijam? Figuras drikst but pagrieztas.

9. att.

Atrisinajums. Kvadrata ir 10 - 10 = 100 rutinas, bet katrai figurai ir 6 rutinas. Ta ka 100 : 6 =
16, atlikuma 4, tad vairak par 16 figuram ielikt noteikti nevar. Piemeru, ka izkartot 16 figuras rutinas
var skatit 10. att. Secinam, ka 16 ir vislielakais figuru skaits.

10. att.

7.5. Anita, Maija, Inara un Sandra uzstajas koncerta. Katru dziesmu dziedaja 3 meitenes. Cik dziesmu

meitenes nodziedaja pavisam, ja Anita dziedaja 7 dziesmas (vairak neka jebkura cita meitene), bet
Sandra dziedaja 4 dziesmas (mazak neka jebkura cita meitene)?
Atrisinajums. Pamatosim, ka kopejais nodziedato dziesmu skaits ir 7. Apzimesim Maijas un Inaras
nodziedato dziesmu skaitu attiecigi ar M un I. Tad nodziedato dziesmu summa ir 7+4 + M + [ =
11+ M +I. Katru dziesmu dzied 3 meitenes, tadel katras meitenes dziedato dziesmu summai jadalas ar
tris. Turklat, 7 un M vertibas var but 5 vai 6 (vismazakais dziedato dziesmu skaits ir 4, bet vislielakais
— 7). Vienigais derigais variants, lai 11+ M + I dalitos ar 3 ir gadijuma, kad M = I = 5. Tada gadijjuma
nodziedato dziesmu skaits ir 11‘*'735‘*'5 = % =T.
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Lai pieraditu, ka Sads koncerts ir iespejams, nepiecieSams uzradit vismaz vienu derigu piemeru.

1.12.13.|4.|5.|6.]7.
Alx|x|x|x|x
M|x|x|x|x]|Xx

I X | x| x| x| X

S| x| x X | X
8. klase

8.1. Doti tris dazadi reali skaitli. Zinams, ka aritmetiskais videjais no divu mazako skaitlu aritmetiska videja
un divu lielako skaitlu aritmetiska videja ir vienads ar visu tris skaitlu aritmetisko videjo. Pie tam
aritmetiskais videjais no lielaka skaitla un mazaka skaitla ir 2024. Nosakiet So tris skaitlu summul!
Atrisinajums. Pamatosim, ka atbilde ir 6072. Apzimesim dotos skaitlus ar a,b un c. Pie tam ta ka ir
mazakais un lielakais skaitlis, tad varam pienemt, ka a < b < ¢. Pec dota mums zinams, ka

5 + 5 _ a+b+c
2 3 ’
Vienkarsojot So izteiksmi, iegiistam
G+ atbte
2 3 ’
b b
3<a—2|— + ;C> =2(a+b+c),

3
§(a+b+b+c):2(a+b+c),

3(a+2b+c)=4(a+b+c),
3a + 6b + 3¢ = 4a + 4b + 4c,

2b=a+c,
a-+c

b= .
2

Tatad secinam, ka b ir vienads ar mazaka un lielaka skaitla aritmetisko videjo, jo a < b < c¢. Bet

mums zinams, ka aritmetiskais videjais no lielaka un mazaka skaitla ir vienads ar 2024, tapec ka atbildi
iegustam

a+btc=atctb=2- (“;C>+b:2-<a;rc>+a;rc:2-2024+2024:3-2024:6072.

8.2. Pa apli patvaliga seciba sarakstiti visi naturalie skaitli no 1 lidz 10. Pamatot, ka noteikti var atrast tadus
tris secigus skaitlus, kuru summa bus vismaz 17
Atrisinajums. Pienemsim pretejo, tas ir, pienemsim, ka katru 3 secigu skaitlu summa buis mazaka neka
17. Ieverosim, ka kopa var izveidot 10 sadas summas, jo katrs skaitlis ap apli bus pirmais saskaitamais
kada summa tiesi vienu reizi. Tatad visu summu kopsumma neparsniegs 160 (lielaka iespejama summa
ir 16). No otras puses visu summu kopsumma ieklauj katru skaitli tris reizes, tapec summu kopsummai
jabut tiesi 3- (1+2+34---+9+10) = 3-55 = 165. Iegustam pretrunu, jo pec musu pienémuma summu
kopsumma neparsniedz 160. Tatad vismaz vienai summai jabut lielakai neka 16.
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8.3. Tris burvji rituala spej parveidot skaitlus, bet katrs no burvjiem prot tikai vienu burvestibu:

e pirmais burvis spej atnemt no jebkura skaitla 1;
e otrais burvis spej izdalit jebkuru skaitli ar 2;
e tresais burvis spej reizinat jebkuru skaitli ar 3.

Lai parveidotu skaitli, burvji var pielietot savas burvestibas jebkura seciba, pat izlaizot citus burvjus.
Bet katrs burvis savu burvestibu katra rituala drikst izmantot tikai 5 reizes, un starprezultatam jabut
veselam skaitlim, kas neparsniedz 9. Vai burvji rituala no skaitliem 3,8,9,2,4 var iegut a) 3,3,3,3,3;
b) 5,5,5,5,57

Atrisinajums. a) Ja, burvji var iegut Sos skaitlus, ja (jebkura seciba) pielieto sekojosas burvestibas:

3
82453
-1 2 -1
9—8+—=4+—3
22623
43
Teverojam, ka neviena burvestiba netika izmantota vairak par 5 reizem un katrs starprezultats nebija
lielaks par 9.
b) Pamatosim, ka prasito burvji nevar paveikt. Lai iegutu skaitli 5, pirms burvestibas skaitlis var but
vai nu 6 (pirmais burvis atnem 1), vai 10 (otrais burvis izdala ar 2). Bet ta ka 10 ir lielaks neka 9, tad
vieniga iespeja ir, ka rituala pirms iegust gala skaitli, pirmais burvis pielieto savu burvestibu uz visiem
skaitliem, tas ir, ritualam jabeidzas sekojosi:
-1
66— 5
655
655
655
655
Teverosim, ka pirmais burvis ir izterejis visas savas burvestibas Saja sol1, jo bija nepiecieSams pielietot
vina burvestibu 5 reizes. Tatad vienigais veids, ka iegut skaitli 6, ir tresajam burvim pareizinot skaitli 2
ar 3, jo otrajam burvim butu jadarbojas ar skaitli, kas butu lielaks par 9, tas ir, 12. Iegustam sekojosas
rituala beigas:
2265 5
2356705
226 5
22565 5
2267 L 5
Lidzigi secinam, ka treSais burvis bils iztérejis visas savas burvestibas. Sobrid vienigas burvestibas, kas
ir palikusas pari, ir otra burvja burvestibas. Tas nozime, ka, piemeram, skaitlis 9 butu jadala ar 2 lidz

iegustam 2, bet 9 ir nepara skaitlis, tapec dalijjums bus nevesels skaitlis, un, turpinot to dalit, rezultats
arl bus nevesels. Tatad nevaram no 9 iegut 2, lai rituala sasniegtu prasito skaitlu kombinaciju.
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8.4. Uz rinka Iinijas ar centru O ir atlikti punkti A, B un C ta, lai punkts O atrastos trijsturt ABC. Pie tam
zinams, ka <AOC = «, bet <OAB = 3. Izteikt lenki <BCO ar a un f!
Atrisinajums. Ieverosim, ka trijsturis AOC' ir vienadsanu, jo AO = CO ka rinka Iinijas radiusi. Nemot
vera, ka vienadsanu trijsturim pamata lenki ir vienadi un ka trijsturt lenku summa ir 180°, iegustam, ka
4CA0 = q0cA =307 _gpe @
2 2
Lidzigi varam spriest art par vienadsanu trijsturi ABO (AO=BO ka rinka linijas radiusi) un iegut, ka
JABO = . Apzimesim <BCO ar ~. Ta ka trijsturis BOC' ir vienadsanu (BO un CO ir vienadi ka
rinka Iijas radiusi), tad <BCO = <OBC = ~. Nemot vera, ka trijstura ABC iekseja lenku summa ir
180°, iegustam (skatit 11. att.), ka

o_ ¢

90
2

+90° = S+ B+ B4+ = 180°

jeb

2y =180° — 180° + a — 28 = v = =

7 P

Secinam, ka <OBC = § — 8.

11. att.

8.5. Dotas piecas smagas kastes un tas izkartotas, ka tas redzams 12. att. Sis kastes var parvietot tikai
pagriezot par 90 gradiem ap kadu no kastes sturiem. Kastes nav iespejams parvietot citam kastem virsu.
Pec vairakiem sadiem parvietojumiem sis kastes tika izkartotas, ka tas redzams 13. att. Kuras no sim
kastem vareja sakotneji atrasties 12. att. izkartojuma centra? Piemeru, ka kasti var parvietot ap vienu
sturi divos dazados veidos skatit 14. att.

?
T|IT|T I—f—l—
7 T[T il
12. att. 13. att. 14. att.

Atrisinajums. Pamatosim, ka sakotneja izkartojuma centra vareja atrasties tikai ceturta kaste. Iztelo-
simies, ka kastes pilniba atrodas uz saha galdina izkartojuma flizem, kuru izmeri sakrit ar katras kastes
izmeriem. Tada gadijuma varam uzskatit, ka sakotneja izkartojuma centrala kaste atrodas uz baltas
flizes, bet apkartejas uz melnam flizem. Katru reizi, kad parbidam kasti, ta atradisies uz pretejas krasas
flizes. Varam ieverot, ka rezultejosaja izkartojuma cetras no kastem tika parbiditas pari skaits reizu, jo
to simboli atrodas tada pasa orientacija ka sakuma. Tas nozime, ka sis kastes atrodas uz tadam pasam
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krasu flizem ka sakotneja izkartojuma. Ta ka 3., 4. un 5. kaste atrodas viena otrai blakus, tad vismaz
viena no tam atrodas uz baltas flizes. Varetu gadities, ka gan 3., gan 5. kastes atrodas uz baltas flizes,
bet tas nav iespejams, jo sakotneji tikai viena kaste atradas uz baltas flizes, bet 3., 4. un 5. kaste atrodas
uz flizes, kuras krasa sakrit ar sakotneja izkartojuma flizes krasu. Tatad 4. kaste atrodas uz baltas flizes
un tas flizes krasa nav mainijusies. Secinam, ka &1 ir tiesi ta kaste, kas sakotneji atradas centra.

Lai iegutu prasito sakartojumu no sakotneja, tad vispirms kasti, kas atrodas virspuse, parvietojam pa
kreisi Iidz ta atrodas viena rinda ar videjam kastem, un visbeidzot apaksejo kasti ar1 parbidam pa kreisi
lidz ta atrodas viena rinda ar visam kastem. Sadi centra kaste atrodas 4. pec kartas, ka tas prasits.

9. klase

9.1. Doti reali skaitli a un b, kuriem
a b ab

=5 5-6° a%?—5
Kada var biit izteiksmes a* + b* vertiba, ja papildus zinams, ka a + b # 0?
Atrisinajums. Vienadojot saucejus pirmajai vienadibai, iegustam

a(5 —b*) = b(a® - 5),
5a — ab® = a®b — 5b,
5a 4+ 5b = a’b + ab?,
5(a +b) = ab(a + b),
5 = ab,
balstoties uz to, ka a + b # 0. Tatad iegustam, ka
a b ab 5 1

a2—5 5—02

a?? -5 25-5 4

No & tad secinam, ka 4a = a® — 5 jeb a®> — 4a — 5 = 0. Pec Vjeta teorémas $im ir divi atrisinajumi
ap = —1 un as = 5. Ta ka ab = 5, tad attiecigi saistitas b vertibas ir by = —5 un by = 1. Sis
arl ir tas saknes, ko iegiist no dotas sakaribas, tas ir, 4b = 5 — b®. Abos gadijumos iegiistam, ka
at+ bt =51 +11 =625+ 1 = 626.

9.2. Katrs no 28 klases skoleniem kontroldarba sanema atzimi, kas ir vesels skaitlis robezas no 0 lidz 10 ballem.
Pamatot, ka vai nu vismaz 4 skoleniem ir vienada atzime, vai ar1 vismaz 4 skoleni ieguva atzimi, kas ir
augstaka neka 7.

1. atrisinajums. Izveidosim 9 dazadas grupas. Pirmas astonas grupas atbilst katrai atzimei no 0
Iidz 7, bet devita grupa atzimem 8, 9 un 10. Skolenus piekartosim grupai, kas atbilst katra sanemtajai
kontroldarba atzimei. Ta ka mums ir doti 28 skoleni un 9 dazadas grupas, tad péc Dirihle principa bus
viena grupa, kura satures vismaz 4 skolenus. Ja ta ir viena no pirmajam astonam grupam, tad tas atbilst
tam, ka 4 skoleniem ir vienada atzime. Ja devita grupa satur vismaz 4 skolenus, tad tas atbilst tam, ka
vismaz 4 skoleni ieguva atzimi, kas ir augstaka neka 7.

2. atrisinajums. Sagrupesim skolenus divas grupas. Pirmaja grupa ietilpst tie skoleni, kas sanema
kadu atzimi no kopas {0,1,2,3,4,5,6,7}, un otraja tie, kas sanema kadu atzimi no kopas {8,9,10}.
Pienemsim, ka nav vismaz 4 skoleni, kas ieguva atzimi, kas ir augstaka neka 7. Tas nozime, ka otraja
grupa ir ne vairak ka 3 skoleni. Tatad pirmaja grupa ir vismaz 25 skoleni. Ta ka pirmaja grupa ir
8 iespejamas vertibas, kuram piekartoti vismaz 25 skoleni, tad pec Dirihle principa varam secinat, ka
vismaz 4 skoleniem bis vienada atzime. Preteja gadijuma, ja ir vismaz 4 skoleni, kas ieguva atzimi, kas
ir augstaka neka 7, tad ar1 izpildas uzdevuma nosacijumi. Secinam, ka vienmer atradisies vai nu vismaz
4 skoleni ar vienadu atzimi, vai arl 4 skoleni, kas ieguva atzimi, kas ir augstaka neka 7.
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9.3. Uz tafeles uzrakstiti tris skaitli: 11,12,13. Viena gajiena Agnese var izveleties vienu no skaitliem, to
nodzest un ta vieta uzrakstit skaitli, ko ieguist no divkarsotas abu parejo skaitlu summas atnemot izveleto
skaitli. Vai, atkartojot Sadus gajienus, Agnese var panakt to, ka uz tafeles ir uzrakstiti skaitli 20, 24, 2577
Atrisinajums. Pamatosim, ka Agnese nevar panakt to, ka uz tafeles ir uzrakstiti skaitli 20, 24, 25. Katra
gajiena izveleto skaitli apzimesim ar ¢, bet parejos divus ar a un b. Izveletais skaitlis ¢ katra gajiena tiek
aizstats ar 2(a + b) — c¢. Sakotneji uz tafeles ir viens para un divi nepara skaitli. Slgirosim gadijumus, kad
c ir attiecigi para vai nepara skaitlis. Para un nepara skaitlu apzimejumiem attiecigi izmantosim P un
N.

Jac= P, tad 2(a +b) — c = P — P = P. Para skaitlis tiek aizvietots ar para skaitli.

Jac= N, tad 2(a+b) —c= P — N = N. Nepara skaitlis tiek aizvietots ar nepara skaitli.

Tatad vienmer uz tafeles skaitlu paritate saglabasies, tas ir, uz tafeles vienmer bus uzrakstits 1 para
skaitlis un 2 nepara skaitli. Bet prasits iegut 20, 24 un 25, kas ir 2 para skaitli un 1 nepara skaitlis.
Teglistam pretrunu, tapec prasitais nav iespejams.

9.4. Uz paralelograma ABC'D malam BC un CD atzimeti attiecigi punkti £ un F'. Nogrieznu AE un BF
krustpunkts ir G, nogrieznu AF un ED krustpunkts ir I, bet BF un ED krustpunkts ir H. Pamatot,
ka Sagur = Spec + Sceur + Sprr-

Atrisinajums. Ieverosim, ka Sapp = %S ABCD, jo trijstura AED mala AD sakrit ar paralelograma
malu un ar1 to attiecigie augstumi sakrit. Lidzigi spriezot, varam secinat, ka Sppc + Spar = %S ABCD,
jo abu So trijstiru pamatu summa, tas ir, DF + FC sakrit ar paralelograma malu DC' un augstumi
trijsturl pret Stm malam sakrit ar paralelograma augstumu. Tatad iegustam, ka Sagp = Sppc + Spar,

bet Sagp = Sagur + Scen + Sarp, Srec = Spec + Scer + ScErrF un Spar = Sarp + Sprr (skatit
15. att.). Apvienojot $1s izteiksmes, iegustam, ka

Sacur + Scen + Sarp = SBea + Scen + Scenr + Sarp + Sprir,
Sacur = Spea + Sceur + Sprr,

kas ar1 ir prasita vienadiba.

15. att.

9.5. Ingai ir talrunis ar sadu pogu izkartojumu:

11213

41516

71819
0

Vinas draudzenes Zanes devinciparu talruna numuram ir sadas ipasibas:
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e visi Zanes talruna numura cipari ir atskirigi;

e pirmie cCetri cipari ir sakartoti augosa seciba un to attiecigo pogu centri veido kvadratu;
e pedejo cetru ciparu pogu centri ar1 veido kvadratu;

e Zanes talruna numurs dalas ar 15.

Cik ir tadu devinciparu talruna numuru, kas varetu but Zanes talruna numurs?
Atrisinajums. Pamatosim, ka atbilde ir 12 dazadi skaitli. Vispirms uzrakstisim visas pogas, kuru centri
veido kvadratu:

1,2,4,5, 1,3,7,9,
4,5,7,8,  2,4,6,8,
2,3,5,6,  0,5,7,9.
5,6,7,8,

Tacu ieverojam, ka mes nevaram izmantot nevienu no kvadratiem, kas atrodas kreisaja kolonna, jo tad ta
cipari atkartotos ar kadu no cita kvadrata. Ta ka numuram jadalas ar 15, tad pedejie cetri cipari noteikti
bus 0,5,7,9, jo skaitlim jadalas ar 5. To secibu noskaidrosim velak. Ta ka mes jau esam izmantojusi
skaitlus 7 un 9, tad pirmajiem cetriem cipariem jabut 2,4, 6,8 tiesi Sada seciba, jo tie ir sakartoti augosi.
Vienigie atlikusie cipari, kas varetu atrasties talruna vidu, ir 1 un 3. Ta ka numuram ir jadalas ar 3 (tas
dalas ar 15), tad visu ciparu summai ir jadalas ar 3. Iegustam, ka 2+44+6+8+x+0+54+7+9=41+x
jadalas ar 3, kur z ir 1 vai 3. Tatad vieniga iespeja ir tad, ja x = 1. Esam ieguvusi, ka Zanes numurs ir
izskata
24681 * * * *,

kur pedejie 4 cipari ir kads no skaitliem 0,5,7,9. Ta ka numuram ir jadalas ar 5, tad pedejais cipars var
but 0 vai 5. Tatad pedejam ciparam ir divas opcijas. Pirmspedejam ciparam nav sadu ierobezojumu,
tapec tas var but jebkurs no atlikusajiem 3 cipariem, tapec tam ir tris opcijas. Simtu pozicija ar1 varam
ielikt jebkuru no atlikusajiem cipariem, tapéc iegtistam divas opcijas. Atlikuso skaitli tad liekam tukstosu
pozicija. Kopuma mums ir 2-3-2-1 = 12 dazadi veidi, ka iegut talruna numuru, kam izpildas 1pasibas,
kas piemit Zanes talruna numuram.

10. klase

10.1.

10.2.

Atrast visus naturalos skaitlus m un n, kuriem m3n +m +n = mn + 2mn>.

Atrisinajums. Parrakstisim izteiksmi ka m = mn + 2mn? — m3n — n. Ta ka vienadojuma laba puse
dalas ar n, tad ar1 kreisa puse dalas ar n, tatad m dalas ar n. Analogiski, parveidojot vienadojumu par
m = mn+2mn? —m3n —m, iegiistam, ka n dalas ar m. Ta ka abi Sie skaitli ir naturali, tad ieglistam, ka
n = m. Vienkarsojot sakotnejo izteiksmi attieciba pret vienu mainigo, iegistam n* + 2n = n? + 2n3 jeb
n(n3 —2n? —n+2) = 0. Ta ka n ir naturals, tad jabit, ka n® —2n2 —n+2 =0jeb n(n? —2n—1) = —2.
Tas nozime, ka —2 dalas ar n. Tatad n var but tikai 1 vai 2, un varam ieverot, ka abas S§1s vertibas
apmierina vienadojumu. Secinam, ka ir divi atrisinajuma pari: m=n=1unm=n = 2.

Doti 15 trisciparu skaitli. Pamatot, ka no Siem skaitliem var atrast vai nu divus tadus, kuru ciparu
summa sakrit, vai ar1 divus tadus, kuru ciparu summu summa ir vienada ar 28.

Atrisinajums. Mazaka iespejama trisciparu skaitla ciparu summa ir 1, kas atbilst skaitlim 100, bet lie-
laka ciparu summa ir 27, kas atbilst 999. Izveidosim 14 dazadas kopas: {1;27},{2;26},...,{13;15}, {14}.
Trisciparu skaitli piekartosim kopai, ja s1 kopa satur skaitli, kas ir vienads ar trisciparu skaitla ciparu
summu. leverosim to, ka, ja divi trisciparu skaitli ir piekartoti vienai un tai paSai kopai, tad vai nu So
abu skaitlu ciparu summa sakrit, vai ar1 to ciparu summu summa bus vienada ar 28. Ta ka mums ir doti
15 trisciparu skaitli, bet ir tikai 14 dazadas kopas, tad pec Dirihle principa jabut vismaz vienai kopai,
kurai bus piekartoti vismaz 2 trisciparu skaitli. Sie skaitli bus tie, kas apmierina uzdevuma prasito.
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10.3.

10.4.

10.5.

Annina uz tafeles uzrakstija n dazadus naturalus skaitlus un katram uzrakstito skaitlu parim aprekinaja
to summu. Apskatot §1s summas, izradijas, ka katrs cipars no 0 Iidz 9 paradas vismaz viena no summam
ka pedejais cipars. Kada ir mazaka iespejama n vertiba?

Atrisinajums. Pamatosim, ka mazakais n ir 6. Ta ka visi cipari no 0 lidz 9 paradas vismaz viena no
summam ka pedejais cipars, tad jabut vismaz 10 pariem. Ja uz tafeles ir uzrakstiti n skaitli, tad paru
skaits bus "(n;l). Sis skaitlis biis vismaz 10, ja n > 5. Ja uz tafeles buitu uzrakstiti 5 skaitli, tad katrs
skaitlis piedalitos 4 paru summas, tapec visu paru summa butu para skaitlis. No otras puses ta ka ir
tikai 10 pari, un katrs cipars no 0 Iidz 9 paradas kada summa ka pedejais cipars, tad visu paru summas
pedejais cipars butu 5, jo 0+1424..49 =45. Tatad iegustam pretrunu. Ja uz tafeles uzraksta skaitlus
1, 2, 3, 4, 5 un 6, tad iegustam prasito 1pasibu, ka visi cipari no 0 Iidz 9 paradas kada no paru summam
ka pedejais cipars.

Kvadrata ABCD ieksiene atlikts punkts E ta, ka <CBE = 15° un AE = ED. Pamatot, ka trijsturis
AED ir vienadmalu.

Atrisinajums. Atzimesim punktu E’ kvadrata ABCD ieksiene, lai ABEC = AAE'B (skatit 16. att.).
Tada gadijuma <FE'BE = 60°, jo <CBE = <ABE' = 15° un <B = 90°. Bet ta ka ABEC = ANAE'B,
tad trijsturis E' BE ir regulars, jo BE' = BE. Tatad iegustam, ka F'E = AE jeb AAE'E ir vienadsanu.
Pie tam

<JAE'E = 360° — <BE'E — <BE'A = 360° — 60° — 150° = 150° = <BE'A.

Tatad ABE'A = AEFE'A péc pazimes mlm. Iegustam, ka AE = BA = AD jeb to, ka trijsturis AED ir
regulars.

B C

El

16. att.

Janitis ir apmaldijies meza ar laukumu S kvadratkilometri. Par mezu zinams tikai tas, ka tas atrodas
plakné un taja nav caurumu. Pamatot, ka eksisté tada stratégija, kuras marsruts nav garaks ka 2v/7S
kilometri, ar kuru Janitis vienmer var izklut no meza (Janitis nezina ne meza formu, ne savu sakotnejo
atrasanas vietu taja).

Atrisinajums. Pamatosim, ka, ja Janitis ies pa rinka lmiju, kuras garums ir 2v/7S kilometri, tad vins

vienmer izklus no meza. Sads rinka Iinijas garums ir rinkim ar radiusu \/g kilometri. Pienemsim pretejo,

tas ir, pienemsim, ka Janitis ar So strategiju nekad nesasniegs meza robezu. Tada gadijuma nostaigata
2

rinka linija atbilst rinkim ar laukumu 7 \/g = S kvadratkilometri. Ta ka mezam nav caurumu, tad

tas nozime, ka mezs ar laukumu S kvadratkilometri satur pilniba rinki ar laukumu S kvadratkilometri.
Iegtistam pretrunu ar to, ka rinka Iinija neskerso meza robezu.
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11. klase

11.1.

11.2.

11.3.

Dots trijsturis, kura malu garumi ir a,b un c. Pieradit, ka ir speka nevienadiba

a®>+2bc b2 +2ac A +2ab

> 3.
42 a4+ a2+ b?

Atrisinajums. Pieradisim, ka katrs saskaitamais nevienadiba ir lielaks neka 1. Ta ka a, b un c ir trijstura
malas garumi, tad pec trijstura nevienadibas mums zinams, ka a + b > ¢ jeb a > (¢ — b). Kapinot abas
puses kvadrata, iegiistam, ka a® > (c — b)2. Parkartojot izteiksmes saskaitamos, iegiistam, ka

a® > (c —b)?,

a2 > —2bc+ b2,
a? 4+ 2bc > b% + 2,
a? + 2bc

— > 1.
a? + b?

Lidzigas nevienadibas ieglistam, ja apskatam trijstura nevienadibas b+ ¢ > a un ¢+ b > a. Saskaitot Sis
tris nevienadibas, iegisim uzdevuma prasito.

Saha festivala piedalijas 95 dalibnieki. Zinams, ka festivala laika katrs dalibnieks izspeleja ne vairak ka
10 partijas, pie tam, katrs zaudeja vismaz viena partija. Katra partija uzvaretajs sanema vienu punktu,
zaudetajs 0 punktus, bet, ja partija beidzas neizskirti, tad abi speletaji sanema puspunktu. Vai var drosi
apgalvot, ka festivala beigas bija vismaz a) 5; b) 6 dalibnieki ar vienadu punktu skaitu?
Atrisinajums. Mazakais iespejamais iegtitais punktu skaits ir 0, bet lielakais ir 9, tatad dalibnieka
punktu skaits var pienemt 19 vertibas (0, %, 1, 1%, 2, 2%, cees 8%, 9).

a) Ja. Pienemsim pretejo, ka katrs iespejamais punktu skaits ir ne vairak ka 4 dalibniekiem, tad kopa
festivala vareja piedalities ne vairak ka 4 - 19 = 76 dalibnieki — pretruna.

b) Ja. Pienemsim pretejo, ka katrs iespejamais punktu skaits ir ne vairak ka 5 dalibnickiem. Ta
ka dots, ka dalibnieku skaits ir 95, tad vienigais veids, ka tos sadalit 19 grupas pec ieguto punktu
skaita, lai katra grupa butu ne vairak ka 5 dalibnieki, ir katra grupa ielikt tiesi 5 dalibniekus. Bet sada
gadijuma dalibnieku kopéeja iegita punktu summa butu 5+ (0+ 3 + 1413 + ... +85 +9) = 4271 kas
nav iespejams, jo kopeéjai punktu summai jabut veselam skaitlim (ta ka katra partija tiek izspelets tiesi
viens punkts).

Uz tafeles uzrakstits ¢etrciparu skaitlis, kuram neviens cipars nav nulle. Zinams, ka, ja nodzes jebkuru
ta ciparu, tad atlikusais trisciparu skaitlis nedalas ar 3. Pieradit, ka var nodzest divus ta ciparus ta, ka
atlikusais divciparu skaitlis dalas ar 3.

Atrisinajums. Ta ka skaitlis dalas ar 3 tad un tikai tad, ja ta ciparu summa dalas ar 3, tad visus
spriedumus varam izteikt nevis par skaitliem, bet par attiecigo skaitlu ciparu summu. Apzimesim uz
tafeles uzrakstito skaitli ar abed. Aplikosim, kadi var but atlikumi, a,b, ¢ un d, dalot ar 3.

Vispirms ieverosim, ka starp Siem cetriem skaitliem nav iespejams atrast visus tris atlikumus - 0, 1 un 2.
Ja varetu, tad attiecigie tris cipari veidotu trisciparu skaitli, kas dalas ar 3, jo to atlikumu summa butu
0+ 1+ 2 =3, bet zinams, ka neviens no trisciparu skaitliem, kas izveidojas nodzesot kadu no cipariem,
nedalas ar 3.

Lidzigi varam spriest, ka starp Siem cCetriem skaitliem nav iespejams atrast tris, kuriem butu vienads
atlikums, dalot ar 3. Ja varetu, tad attiecigie tris cipari veidotu trisciparu skaitli, kas dalas ar 3.

Tatad ir divi skaitlu pari, kur katra pari ir skaitli, kas dod vienadu atlikumu, dalot ar 3 (noraditi
atlikumi): a) 0,0,1,1; b) 0,0,2,2 vai c¢) 1,1,2,2. Variantos a) un b) izvelamies tos divus skaitlus, kas,
dalot ar 3, atlikuma dod 0, bet varianta c) izvelamies vienu skaitli, kas dod atlikumu 1, bet otru, kas
dod atlikumu 2. Tadejadi visos gadijumos esam izveidojusi divciparu skaitli, kas dalas ar 3.

Atklata matematikas olimpiade 2024./2025. macibu gads



LATVIJAS UNIVERSITATE

LATVI]AS Eksakto zinatnu un tehnologiju fakultate

UNIVERSITATE A. Liepas Neklatienes matematikas skola

11.4. Izliekta Cetrstura diagonales sadala to Cetros trijsturos ar vienadiem perimetriem. Pamatot, ka Sis Cetr-

11.5.

sturis ir rombs.

Atrisinajums. Vispirms pamatosim, ka sim cetrsturim diagonales krustpunkta dalas uz pusem. Diago-
nalu krustpunktu atzimesim ar O. Pienemsim pretejo, tas ir, ka diagonales nedalas uz pusem krustpun-
kta. Tatad, nezaudejot visparibu, pienemsim, ka CO < AO un BO < DO. Atliksim punktus C’ un B’
attiecigi uz nogriezniem CA un BD, lai CO = OC’ un BO = OD (skatit 17. att.). Sadi esam izveidojusi
paralelogramu BCB'C’.

C
B Al
D
17. att.

Pec dota mums zinams, ka Pgoc = Paop. Bet pec konstrukcijas ar1 Pgoc = Ppocr. Tatad iegustam,
ka Ppocr = Paop jeb

B'C'+0C'"+0OB ' =AD+ A0+ DO =AD+0C"+C'"A+ OB+ B'D.

No §1 varam secinat, ka B'C' = AD + C'A+ B'D. Ja C'"A > 0 un B'D > 0, tad, atkartoti pielietojot
trijstura nevienadibu, iegustam:

AD+C'A+B'D>C'D+ B'D > B'(C’,

bet tas ir pretruna ar ieprieks secinato, ka B'C’ = AD + C'A+ B'D. Tatad secinam, ka AC' = DB’ =0
jeb CO = AO un BO = DO. legustam, ka dotajam Cetrsturim diagonales krustpunkta dalas uz pusem.
Tatad cetrsturis ABCD ir paralelograms.

Lai pamatotu, ka ABC D ir rombs, atliek paradit, ka paralelograma ABC D blakusesosas malas ir vienada
garuma, tas ir, ka AB = BC. Pec dota mums ir zinams, ka Papo = Ppoc jeb AB + BO + AO =
BC + BO + CO. Ta ka ABCD ir paralelograms, tad AO = CO un varam secinat, ka AB = BC jeb
cetrsturis ABC'D ir rombs.

Pie apala galda sasedusies vairaki hameleoni. Katrs hameleons var nokrasoties vai nu sarkans, vai zals. Ik
pec minttes tie hameleoni, kuru abi kaimini ir dazadas krasas, maina savu krasu. Vai noteikti (neatkarigi
no hameleonu sakotneja krasojuma) pienaks tads bridis, kad visu hameleonu krasa sakritis ar sakotnejo,
ja pie galda sez a) 6; b) 7 hameleoni?

Atrisinajums. a) Ne, ne vienmer. Ja pie galda apsedusies hameleoni, kuru krasas secigi ir: sarkans,
zal§, zals, sarkans, zals, zals, tad nakosaja minute visi hameleoni bus sarkani. Tatad no s1 briza hameleoni
var but tikai sarkani, un hameleonu krasojumu kombinacija vairs nevar sakrist ar sakotnejo.

b) Pamatosim, ka $ads bridis vienmer iestasies. Apzimesim sarkanas krasas hameleonus ar vieniniekiem,
bet zalas krasas hameleonus — ar nullem. Par krasojumu kombinaciju nosauksim Siem numuriem atbil-
stoso hameleonu krasu virkni, piemeram, “0,0,1,0,1,1,1” jeb “zals, zals, sarkans, zals, sarkans, sarkans,
sarkans”. Ieverosim, ka kopa iespejamas 27 = 128 krasojumu kombinacijas. Tada gadijuma katra hame-
leona krasu nakosaja soli varam izteikt ka kongruencu vienadojumu. Ja hameleona abi kaimini ir viena
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krasa, tad to summa bus 0 pec modula 2. Lidzigi, ja abi kaimini ir pretejas krasas, tad to summa ir
vienada ar 1 pec modula 2. Tatad attiecigi hameleona krasa (skaitlis pec modula 2) nemainas, ja abi
kaimini ir vienada krasa (pieskaita 0), bet mainas uz pretejo, ja abi kaimini ir dazadas krasas (pieskaita
1).

Vispirms pieradisim, ka no divam dazadam krasojumu kombinacijam nakamaja mintuté nevar iegut
vienu un to pasu krasojumu kombinaciju. Pienemsim pretejo, ka ir divi tadi hameleonu krasojumi
x1,T9, T3, T4, L5, L6, L7 UN Y1, Y2, Y3, Y4, Y5, Y6, Y7, no kuriem pec parkrasosanas tiek ieguts viens un tas
pats krasojums z1, 29, 23, 24, 25, 26, 27. Lad no parkrasosanas likumiem varam uzrakstit vienadojumus:

21 = x7 + 21 + 22 = Y7 + Y1+ y2 (mod 2),
29 =1+ X2+ 23 =y1 +y2 +y3 (mod 2),
23 = T2+ 23+ 24 = Y2 + Y3 + Y4 (mod 2),

T4+ 5+ 6 = Ys + Y5 + ye (mod 2),

( )
( )
( )
24 =3+ T4 + 5 = Y3 + Y4 + ys5 (mod 2),
25 ( )
26 = x5 + Te + T7 = Y5 + Y6 + yr (mod 2),

( )

zr=x6+x7+x1 =Yg+ yr + y1 (mod 2).
Saskaitot visus vienadojumus kopa, mes iegtistam
(1 + a2+ w3+ 24+ a5 + 26+ 27) =3(y1 + Y2 + Y3+ ya + Y5 + ye + yr) (mod 2).
Bet ta ka vienadojums tiek apskatits pec modula 2, tad
r1+ 22+ 23+ T4+ 25 + 26 + 27 = Y1 +y2 + Y3 +ya +ys + ye + yr (mod 2).

No 1 kongruencu vienadojuma abam pusem atnemot zz + 23 + 4 = y2 + y3 + ya (mod 2) un arl
x5+ x6 + x7 = Y5 + Y + y7 (mod 2), rezultata iegustam, ka x1 = y; (mod 2).
Lidzigi varam ar1 iegut, ka atlikusie hameleoni ir nokrasoti vienadi, tas ir,

T2 = y2 (mod 2), x5 = y5 (mod 2),
r3 = y3 (mod 2), T = y¢ (mod 2),
x4 = y4 (mod 2), x7 = y7 (mod 2).

Tatad secinam, ka abi sakotnejie krasojumi sakrit jeb esam ieguvusi pretrunu ar to, ka ir divas dazadas
krasojumu kombinacijas, kuras pec parkrasosanas noved pie viena un ta pasa krasojuma.

Apzimesim hameleonu krasojumu kombinaciju i-taja minute ar k; un aplukosim virkni ki, ks, k3, . ...
Musu merkis ir pieradit, ka eksiste tads m > 1, ka k1 = k,,. Ta ka krasojumu kombinaciju skaits ir
galigs (128), tad saja virkne kads loceklis noteikti atkartosies. Aplukosim pirmo locekli $aja virkne, kas
atkartojas, apzimesim to ar k,,, bet to, ar kuru tas sakrit, apzimesim ar k;, tas ir, mums ir zinams, ka
ki =k, kur i < m.

Pienemsim pretejo, ka ¢ > 1, tas ir, to, ka virkne neatkatojas ar sakotnejo krasojumu kombinaciju.
Tada gadijuma krasojumu kombinaciju k;, var iegut gan no krasojumu kombinacijas k;_1, gan no kra-
sojuma kombinacijas k,,_1. Bet ta ir pretruna ar ieprieks pieradito, ka no divam dazadam krasojumu
kombinacijam nevar iegut vienu un to pasu rezultata krasojuma kombinaciju.
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12. klase

12.1.

12.2.

12.3.

Dots trijsturis, kura malu garumi ir a,b un c. Pamatot, ka ir speka nevienadiba
a+b+c>/2(a®+ b2+ 32).

Atrisinajums. Ta ka a, b un c un ir trijstura malas garumi, tad zinams, ka ir speka trijstura nevienadiba,
tas ir, a + b > c¢. Pie tam abam, pusem pieskaitot ¢, iegistam a + b 4+ ¢ > 2¢. Ja abas nevienadibas
puses pareizina ar ¢, tad iegistam nevienadibu c(a + b+ c) > 2¢2. Lidzigi rikojoties, varam iegiit arl
nevienadibas a(a + b+ c¢) > 2a® un b(a + b+ c) > 2b%, ja attiecigi sakam ar b+ ¢ > a un a + ¢ > b.
Saskaitot visas tris nevienadibas, iegisim

(a+b+c)(a+b+c)>2(a®+b*+c2)

jeb
(a+b+c)* > 2(a® + %+ c?).

Ta ka abas nevienadibas puses ir pozitivas izteiksmes, tad varam vilkt kvadratsakni, iegustot

la+b+c| > /2(a? + b2 + ¢2).

Bet mums zinams, ka a,b un c ir pozitivi skaitli, jo tie veido trijstura malu garumus, tapec iegustam

prasito nevienadibu
a+b+c>/2(a%+ b+ 2).

Saha festivala piedalijas 64 dalibnieki. Zinams, ka festivala laika katrs dalibnieks izspeléja tiesi 12 partijas,
neviens neuzvareja visas 12 partijas, bet katrs uzvareja vismaz viena partija. Katra partija uzvaretajs
sanema vienu punktu, zaudetajs 0 punktus, bet, ja partija beidzas neizskirti, tad abi speletaji sanema
puspunktu. Vai var drosi apgalvot, ka festivala beigas bija vismaz a) 3; b) 4 dalibnieki ar vienadu punktu
skaitu?

Atrisinajums. Mazakais iespejamais iegutais punktu skaits ir 1, bet lielakais ir 11%, tatad dalibnieka
punktu skaits var pienemt 22 vertibas (1, 1%, 2, 2%, ey 11 11%).

a) Ja. Pienemsim pretejo, ka katrs iespejamais punktu skaits ir ne vairak ka 2 dalibniekiem, tad kopa
festivala vareja piedalities ne vairak ka 2 - 22 = 44 dalibnieki — pretruna.

b) Ja. Pienemsim pretejo, ka katrs iespejamais punktu skaits ir ne vairak ka 3 dalibniekiem. Ta ka dots,
ka dalibnieku skaits ir 64, tad tiesas pretrunas ar Dirihle principu nav, mums varetu but pat 22 -3 = 66
dalibnieki. Pretruna Seit ir nedaudz sarezgitaka un balstas uz to, ka, ja katra grupa ieliek 3 dalibniekus,
tad dalibnieku kopejais punktu skaits sanak "nobidits uz augsu” (jo mums iztrukst grupa, kas ieguvusi
% punktu).

Aplukosim dalibnieku kopegjo iegtito punktu summu. No vienas puses katrs no 64 dalibniekiem izspeleja
12 partijas, tatad kopejais izspeleto partiju skaits ir % = 384. Ta ka katra partija kopa tika izspelets
viens punkts, tad visi dalibnieki kopa ir ieguvusi tiesi 384 punktus.

No otras puses zinams, ka katra iespejamaja punktu grupa bija ne vairak ka 3 dalibnieki. Ja mes tos
saliekam pa grupam ta, lai to kopeja punktu summa butu mazaka iespejama (acimredzami, ka, lai to
izdaritu, katra no 21 mazakajam grupam jaliek 3 dalibnieki, bet lielakaja 11% punktu grupa 1 dalibnieks),
tad iegustam, ka mazaka iespejama dalibnieku kopeja punktu summa ir 3-1+3- 1% +3-243- 2% +...+
3-11+1-11 = 3893 - pretruna.

Uz tafeles uzrakstiti vairaki veseli skaitli, kuru kubu summa ir 2024. Vai var gadities, ka So skaitlu
summa ir a) 24; b) 267

Atrisinajums. a) Pamatosim, ka $is nav iespejams. Ja mums ir dots, ka 2024 = 3 + 23 +-- - + x%, kur
x; ir veseli skaitli, tad Sis summas atlikums, dalot ar 6, ir vienads 2. Ieverosim, ka n3 =n (mod 6):
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12.4.

12.5.

n(mod6) |0 |1|2[3]4]|5
n3(mod6) [0 1]2]3]4]5

Tatad iegustam, ka
S ad b ad=a a4 2, = 2024 = 2 (mod 6).

Ta ka 24 dalas ar 6, tad secinam, ka prasitais nav iespejams.
b) Ja, var. Pieméram, 2024 = 103 + 103 +23 423+ 23 un 26 = 10 + 10 + 2 + 2 + 2.

Rinka Imija ievilkts cetrsturis ABCD, kuram <BAD = 2<ADC un CD = 2BC. Uz malas AD atlikts
punkts H ta, lai <DHC = 90°. Pamatot, ka BH || CD.

Atrisinajums. Uz malas C'D atliksim viduspunktu M. Tada gadijuma HM ir taisnlenka trijstura
mediana, kas novilkta pret hipotenuzu CD, tapec HM = DM = CM = BC. Pie tam, ta ka AHMD ir
vienadsanu (skatit 18. att.) un ABCD ir ievilkts ¢etrsturis, ieguistam

<SHMD = 180° — 2<ADC = 180° — <BAD = <BCD.

Tatad varam secinat, ka BC' || MH, jo <BCD = <HMD ka kapslu lenki. Secinam, ka Cetrsturis
BCMH ir paralelograms, jo divas ta pretejas malas (BC un BH) ir paralelas un vienada garuma. Tas
nozime, ka BH || CD, kas ar1 bija japierada.

C I

A H -

18. att.

Janitis ir apmaldijies izliekta daudzstura formas meza ar laukumu S kvadratkilometri. Pamatot, ka
eksiste tada strategija, kuras marsruts nav garaks ka /27 S kilometri, ar kuru Janitis vienmer var izklut
no meza (Janitis nezina ne meza formu, ne savu sakotnejo atrasanas vietu taja).

Atrisinajums. Pamatosim, ka Janitis var izklut no meza, ejot pa loku, kas atbilst pusei no rinka Iinijas

~ 2, /28

ar radiusu \/g kilometri. St pusrinka loka garums ir —5"~ = /275 kilometri. Pienemsim pretejo,
ka Janitis neizklust no meza, sekojot Sai Iinijai. Tatad $1 Iinija nekad nepieskaras meza robezai. Ta ka
mezam ir izliekta daudzstura forma, tad pusrinkis, kas atbilst noietajam lokam, noteikti ieklaujas meza
pilniba. Lai So saskatitu atliek parliecinaties, ka meza robeZa nevar iet cauri pusrinka ieksienei. Bet ta
ka pusrinka lmija ieklaujas meza, tad kada no potencialajam meza virsotnem pusrinka iekSpuse butu ar
ieksejo lenki, kas parsniedz 180°, jeb meza forma vairs nebutu izliekts daudzsturis. Ta ka s1 pusrinka

2
laukums ir 7 <\/2S> = § kvadratkilometri, tad iegustam, ka mezs satur sevi figuru, kuras laukums ir

vienads ar pasu mezu. legustam pretrunu. Tatad pienemums, ka s1 Iinija nepieskaras meza robezai, ir
bijis aplams.
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