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Latvijas 76. matematikas olimpiades 2. posma uzdevumi un atrisinajumi

5.-8. klase

5. klase

5.1. Tris meiteném kopa bija 120 konfektes. No sakuma Jilija iedeva Nellijai un Sintijai tik konfeksu, cik vinam katrai

5.2

tobrid jau bija. Tad Nellija iedeva Sintijai un Jalijai tik konfeksu, cik vinam katrai tobrid jau bija. Visbeidzot Sintija
iedeva Jilijai un Nellijai tik konfeksu, cik vinam katrai tobrid jau bija. Beigas visam meiteném bija vienads konfeksu
daudzumes. Cik konfeksu bija katrai meitenei sakuma?

Atrisinajums. Meés zinam, ka beigas katrai meitenei bija 120 : 3 = 40 konfektes. Pirms pédéjas (tresas) dalisanas
Jalijai un Nellijai bija divreiz mazak. Tas nozimé, ka Jalijai un Nellijai katrai bija 20 konfektes, bet Sintijai - 80.
Pirms otras dalidanas Jalijai un Sintijai bija divreiz mazak, t.i., Jalijai bija 10 un Sintijai - 40, attiecigi Nellijai bija
120 — 10 — 40 = 70. Pirms pirmas daliSanas Sintijai un Nellijai bija divreiz mazak konfeksu, t.i. Sintijai bija 20
konfektes, Nellijai bija 35 konfektes un Jalijai bija 120 — 20 — 35 = 65 konfektes.

Atbilde: Sakuma Jalijai bija 65 konfektes, Sintijai - 20, Nellijai - 35.

Janttis vélas 1. att. redzamo figliru sadalit 4 vienados daudzstiros, grieZot pa ratinu Iinijam. Paradi 5 dazadus
veidus, ka vins to var izdarit (veidi skaitas dazadi, ja iegltie daudzstari ir dazadi)!
Piezime. Daudzstdri ir vienadi, ja tos (pagrieZot vai apmetot otradi) var uzlikt vienu uz otra t3, ka tie sakrit.

1. att.

Atrisinajums. 5 derigi varianti redzami 2. attéla.

2. att.
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5.3. Uzrakstiet tadu devinciparu skaitli, kuram visi cipari ir dazadi un katrs skaitlis, ko veido divi blakusesosi cipari, dalas

ar 7 vaiar 13.

Atrisinajums. Atbilde: 784913526.

78:13=6
84:7=12
49:7=17
91:13="7vai91:7=13
13:13=1
35:7=5
52:13 =4
26:13=2

Piezime: Atbildi iespéjams iegit, uzziméjot shému, kura attéloti visi cipari, un savienoti ar bultinam cipari, kas
var sekot viens otram (skat. 3. att. (a)). Pamanam, ka 7 ir pirmais cipars (jo neviens divciparu skaitlis, kam vienu
cipars ir 7 un desmitu cipars ir cits, nedalas ne ar 7, ne 13). Tam noteikti seko 8, kam seko 4. No shémas izdzésot
visas nevajadzigas bultinas (skat. 3. att. (b)), ieglst, ka péc 4 ir vainu 9, vainu 2. Ja péc 4 ir 9, tad talak ir 1 un tala-
kaizvéle ir viennozimiga. Savukart, ja péc 4 ir 2, tad, apskatot visus gadijumus, var viegli ieglt, ka atrisinajumu nav.

1\1 5 — 6 '\ 5 — 6

BN )

3. att.

5.4. Alise meZa satika 5 rlkiSus. Katrs no viniem vai nu vienmér saka patiesibu, vai vienmér melo. Kad Alise pajautaja,

5.5.

cik no viniem ir meli, vina sanéma 5 atskirigas atbildes. Tas visas bija veseli skaitli, kas nav mazaki ka O un nav lielaki
ka 5. Vai noteikti bija kads rakitis, kas pateica: a) 3; b) 4?

Atrisinajums. a) Né. Pieméram, ja tiesi viens no rikisiem saka patiesibu, tad to atbildes varéja bat 0, 1, 2, 4, 5
(tas, kas saka patiesibu, teica 4, paréjie meloja).

b) Ja. Ta k3 visas atbildes bija dazadas, patiesibu teica viens vai neviens rakitis. Ja viens, tad vins ari pateica 4. Ja
neviens, tad neviens nepateica 5, jo ta batu patiesiba, tapéc pari paliek pieci varianti (0, 1, 2, 3, 4), kuri visi ari tika
pateikti, taja skaita 4.

Kadu mazako skaitu mazo trijstlrisu var nokrasot melnus t3, lai katram mazajam baltajam trijstaritim bitu kopéja
mala ar vismaz vienu melno (skat. 4.att.)?

4, att.
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Atrisinajums. Ar 4 trijstariSiem pietiek, ka redzams ziméjuma. Ar mazaku skaitu nepietiek, jo katra no cetriem
izdalttajiem “vidéja lieluma” trijstlriem, ko veido 4 mazie trijstlrisi, vismaz vienam mazajam trijsthritim jabat
melnam, citadi centralajam mazajam trijsttritim uzdevuma prasibas neizpildas.

VAVAVAVAN

5. att.
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6. klase

6.1. 4 x 4 ratinu tabula ierakstiti 16 veseli skaitli (ne obligati dazadi), kas nav mazaki par 0, katra ritina viens skaitlis.
Alfréds aprékinaja skaitlu reizinajumu katra rinda un katra kolonna un iegltos rezultatus augosa seciba ierakstija
burtnica. Vai iespéjams, ka Alfréda burtnica ir ierakstiti skaitli 0, 0, 2, 6, 20, 26, 2026, 2026?

Atrisinajums. J3, tas ir iespéjams, ja tabula aizpildita, pieméram, ka 1. tabula:

2026 1 1 1

6 1 1 1

2 1 1 1

0 20 | 26 | 2026

1. tabula

6.2. Vaino 6. att. redzamam figtiram var salikt
a) taisnstari ar izmériem 5 x 10 ratinas,
b) taisnstari ar izmériem 3 x 8 rtinas?

Figlras var bat arT pagrieztas vai apmestas otradi, bet tas nevar parklaties viena ar otru vai iziet arpus taisnstara
robezam.

6. att.

Atrisinajums. a) Né, nevar, jo kopé€jais taisnstdra ratinu skaits ir 5 - 10 = 50, kas nedalas ar 4, bet katra figlra
aiznem 4 ritinas; tatad kopéjais noklato ritinu skaits dalisies ar 4.
b) J3, var; skat., pieméram, 7. att.

7. att.

6.3. Sportisti Maris, Kims un llmars skréja maratonu. Pirms maratona 4 eksperti bija izteikusi savas prognozes par
sportistu rezultatiem.

Pirmais: “Uzvarés Maris vai Kims.”

Otrais: “Ja Kims ienems otro vietu, tad llmars uzvarés.”

Tresais: “Ja Kims atskries tresais, tad Maris neuzvarés.”

Ceturtais: “Vai nu Kims, vai llmars bis otraja vieta.”

Pec sacensibam izradijas, ka neviens no ekspertiem nav kltdijies. Kada seciba finis€ja sportisti?

Atrisinajums. Izveidosim tabulu, kur katrai iesp&jamajai finiSésanas secibai atliksim nek|Gdigo viedokl|u skaitu.
Ja eksperts pie dotas secibas nav kltdijies, vina kolonna atliksim "+”. Rezultats attélots 2. tabula.
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Seciba | Pirmais | Otrais | TreSais | Ceturtais
MKI + + +
MIK + + +
KIM + + + +
KMI + + +
IKM + + +
IMK + +

2. tabula

Redzams, ka vieniga seciba, pie kuras neviens no ekspertiem nav kladijies, ir seciba Kims, llmars, Maris.

6.4. Divi n-ciparu skaitli katrs satur visus ciparus no 1 lidz n ieskaitot. Vai var gadities, ka $o skaitlu summa visi cipari ir

6.5.

nepara,jaa)n = 5;b)n =177

Atrisinajums. a) Né, nevar. Skaitot stabina, skiru parnese var notikt tikai tad, ja 5 ir zem 5, tacu tada gadijuma
viens no cipariem bas 0, kas ir para. Bet, ja Skiru parneses nav, tad, lai iegtitu nepara ciparu, konkrétaja skira jabat
para un nepara ciparam, tacu katra skaitli ir tikai 2 para cipari, tapéc bis vismaz viena skira, kur abi saskaitamie
cipari bls nepara un vinu summa bds para cipars.

b) Ja, var (iepriek3gjais arguments vairs nestrdd3, jo var izmantot 3kiru parnesi). Der, pieméram,
2314657 + 7425316 = 9739973.

Kadu taisnstdru ar veseliem malu garumiem ir vairak: ar perimetru 2024 vai ar perimetru 2026? (Taisnsttria x b
un b x a tiek uzskatiti par vienadiem).

Atrisinajums. Ja taisnstira perimetrs ir vienads ar 2024, tad ta blakus malu summa ir vienada ar 1012. No ta
seko, ka 1sakas malas garums var pienemt vértibas no 1 lidz 506. Savukart, ja taisnstira perimetrs ir vienads ar
2026, tad ta blakus malu summa ir vienada ar 1013. No ta seko, ka 1sakas malas garums ari var pienemt vértibas
no 1 lidz 506. Tadéjadi abos gadijumos ir vienads iespéjamo taisnstiru skaits - 506.

Atbilde: Vienadi daudz.
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7. klase

7.1. 4x4ratinutabulaierakstiti 16 veseli skaitli (ne obligati dazadi), katra ritina viens skaitlis. Alfréds aprékinaja skaitlu
reizinajumu katra rinda un katra kolonna un iegltos rezultatus augosa seciba ierakstija burtnica. Vai iespéjams, ka
Alfréda burtnica ir ierakstiti skaitli
a)-2,1,2,3,4,5,6, 10;

b) -10, -6, -5, —4, -3, -2,1,27?

Atrisinajums. a) Nevar.

Apzimésim visu 16 tabula ierakstito skaitlu reizindjumu ar S. Pienemsim, ka pa rindam reizinot iegitie rezulta-
tiir 1, 7o, 73, 74, bet pa kolonnam reizinot ieglti rezultati k1, ko, k3, k4. Tad redzams, karq - r9 - 13 - 14 =

ki - ko - ks - kg = S. Bet tas nav iespéjams, jo no misu 8 skaitliem tiesi viens ir negativs, tas nozimé, ka vai nu
rindu reizinajums ir pozitivs un kolonnu reizinajums ir negativs, vai ari otradi.

b) Var, pieméram, $adi:

7.2. Vaiiespéjams noklat 9. att. redzamas figiras ar 8. att. redzamajam figiram? Dalijuma linijas drikst iet tikai pa

ratinu linijam. 8. att. figliras drikst bat pagrieztas vai apmestas otradi, bet tas nevar parklaties viena ar otru vai
iziet arpus 9. att. figram.

8. att. (a) (b)

9. att.

Atrisinajums. a) J3, var, skatit 10. att.

10. att.

b) N&, nevar. Pienemsim, ka prasitais ir iesp&jams. Izkrasosim doto figliru ka Saha galdinu (skat. 11. att.). Redzams,
ka iegltas 11 melnas un 13 baltas ratinas, tacu, neatkarigi no novietojuma, 8. att. figlira noklaj vienadu skaitu
melno un balto ratinu. Tatad, ieglta pretruna un prasitais nav iesp&jams.
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11. att.

7.3. Piecas kastés kopa ir 21 bumbina, bumbinu skaits jebkuras divas kastés ir atskirigs. Zinams, ka, izvéloties jebkuras
divas kastes un panemot visas bumbinas no tam, Sis bumbinas var ievietot paréjas tris kastés ta, lai jaunais bumbinu
skaits katra no 8im trim kastém buitu vienads. Pieradiet, ka viena no kastém ir tieSi 7 bumbinas. Noradiet pieméru,
kas atbilst uzdevuma nosacijumiem.

Atrisinajums. Vispirms pieradisim, ka neviena kasté nevar bt vairak par 7 bumbinam. Apzimésim visas kastes ar
A, B, C, D, E. Pienemsim pret€jo - kada no kastém, pieméram, kasté A, ir vairak neka 7 bumbinas, tatad, vismaz 8.
Tagad, izvéloties jebkuras divas citas kastes, pieméram, kastes B un C, péc dota més varam ievietot visas bumbinas
no $im divam kastém paréjas, lai bumbinu skaits tajas bitu vienads. Ta ka kopa ir 21 bumbina, tad katra no kastém
A, D, E jabit tiesi 7 bumbinam. Bet tas nav iespéjams, jo kasté A jau bija vismaz 8 bumbinas.

Tagad pieradisim, ka nevar bat ta, ka visas kastés ir mazak par 7 bumbinam. Ja katra kaste satur mazak par 7
bumbinam, tad maksimalais iesp&jamais kop€&jais bumbinu skaits ir 6 + 5 + 4 + 3 + 2 = 20, jo visas kastés ir
dazads bumbinu skaits. Ta ir pretruna ar to, ka kopa ir 21 bumbina.

Piemérs 7, 5, 4, 3, 2 atbilst uzdevuma nosacijumiem.

7.4. 3 x 3 punktu rezgi (skat. 12. att.) 5 no punktiem nokrasoti sarkani. Tomass uzziméja visus iesp&jamos trijstarus,
kuriem visas 3 virsotnes ir sarkanajos punktos, apzimeésim to skaitu ar n. Atrast visas iespéjamas n vértibas.

[ ] [ [ ]

[ ] [ [ ]

[ ] [ [ ]
12. att.

Atrisinajums.  Atbilde: n var bt 8,9 vai 10. Nosauksim trijstdiri, kam visas virsotnes ir sarkanajos punktos,

par sarkano trijstari. Katrs sarkano punktu trijnieks mums var veidot sarkano trijstari, iznemot, ja Sie tris punkti

atrodas uz vienas taisnes. Lidz ar to sarkano trijstdru trijstiru skaitu n més varam aprékinat no visu trijnieku skaita

atnemot to trijnieku skaitu, kuros punkti atrodas uz vienas taisnes.

Pamatosim, ka kopa mums ir 10 sarkano punktu trijnieki. levérosim, ka katru trijnieku més varam raksturot ar to

divu atlikuso sarkano punktu pari, kas neietilpst Saja trijnieka. Tatad sarkano punktu trijnieku ir tikpat, cik sarkano

punktu paru. Bet no 5 punktiem var izveidot tiesi 10 parus (katrs punkts no 5 punktiem var bt pari kopa ar jebkuru

no 4 citiem, bet katrs paris sadi tiek ieskaitits divreiz, lidz ar to paru skaits ir % = 10).

Tagad apréekinasim, cik mums var bat tadu trijnieku, kuros punkti atrodas uz vienas taisnes. Var bat, ka

o Nekadi 3 punkti nav uz vienas taisnes. Saja gadijuma ir 10 sarkanie trijstari (skat. 13. att.).

e Ir tiedi viens punktu trijnieks, kas atrodas uz vienas taisnes. Saja gadijuma mums bis 10 — 1 = 9 sarkanie
trijstari (skat. 14. att.).

e Ir 2 punktu trijnieki, kas katrs ir uz savas taisnes (ar 1 kopigu punktu). Saja gadijuma mums ir 10—2 = 8 sarkanie
trijstari (skat.15. att.).
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7.5.

13. att. 14. att. 15. att.

Vairak punktu trijnieku uz vienas taisnes nav iespéjams iegut, jo katriem diviem trijniekiem var bat lielakais viens
kopigs punkts, lidz ar to jebkuri divi $adi trijnieki jau kopa satur visus 5 punktus. Bet tad, ja bitu vél tresais sads
punktu trijnieks, tad tam ar kadu no pirmajiem diviem bGtu vismaz divi kopigi punkti.

Attiecigi esam pieradijusi, ka visas iesp&jamas n vértibas ir {8,9, 10}.

Kadu lielako skaitu dazadu naturalu skaitlu var uzrakstit uz tafeles ta, ka neviens no uzrakstitajiem skaitliem nedalas
ar 210, bet, sareizinot jebkurus ¢etrus no tiem, reizinajums dalas ar 210?

Atrisinajums. Atbilde: 12 skait|us.

Sadalot 210 pirmreizinatajos, ieglisim 210 = 2 - 3 - 5 - 7. Ja skaitlis dalas ar 210, tad tas dalas ar katru no Siem
pirmreizinatajiem 2, 3, 5 un 7. Savukart, ja skaitlis nedalas ar 210, tad tas ar vismaz vienu no tiem nedalas.
Vispirms pamatosim, ka uz tafeles var bat uzrakstiti ne vairak ka 12 skaitli. Saksim ar to, ka pamatosim, ka uz
tafeles drikst bt uzrakstiti ne vairak ka tris skaitli, kas nedalas ar 2. Patie3am, ja uz tafeles batu uzrakstiti cetri
skaitli, kas nedalas ar 2, tad ari to reizinajums nedalitos ar 2, tatad nedalitos arf ar 210. Bet tas ir pretruna ar doto,
ka jebkuru Cetru uz tafeles uzrakstito skaitlu reizinajums dalas ar 210. Analogiski var pamatot, ka uz tafeles var
bt ne vairak ka tris skaitli, kas nedalas ar 3, tris skaitli, kas nedalas ar 5 un tris skaitli, kas nedalas ar 7. Ta ka katrs
uz tafeles uzrakstitais skaitlis nedalas ar kadu no Siem cetriem skaitliem 2, 3, 5, 7 (jo tas nedalas ar 210), tad uz
tafeles drikst bat uzrakstiti ne vairak ka 3 + 3 4+ 3 + 3 = 12 skaitli.

Atliek paradit, ka uz tafeles var uzrakstit 12 skaitlus, kas atbilst uzdevuma nosacijumiem. Der, pieméram, sadi
skaitli: 105, 315, 525, 70, 140, 280, 42, 84, 126, 30, 60, 90. Pamatosim, ka neviens no tiem nedalas ar 210, bet
jebkuru ¢etru no tiem reizinajums dalas. Pirmie tris skaitl|i 105, 315 un 525 katrs dalas ar 3, 5 un 7, bet nedalas ar
2. Lidzigi katrs no skaitliem 70, 140 un 280 dalas ar 2, 5 un 7, bet nedalas ar 2, katrs no skaitliem 42, 84 un 126
dalas ar 2, 3un 7, bet nedalas ar 5 un katrs no skaitliem 30, 60 un 90 dalas ar 2, 3 un 5, bet nedalas ar 7. Redzams,
ka neviens no Siem 12 skaitliem nedalas ar 210, jo katrs no tiem nedalas vai nu ar 2, vai ar 3, vai ar 5, vai artar 7.
Bet jebkuru ¢etru reizinajums dalas ar 210, jo tas noteikti dalas gan ar 2, gan ar 3, gan ar 5, gan ar 7.
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8. klase

8.1. Dots izliekts Cetrstiris ABC D, ta diagonales krustojas punkta O, zinams, ka AB = DC un AC = DB. Pieradtt,
ka AO = DO!
Piezime: Par izliektu sauc daudzstdri, kuram visi lenki ir mazaki neka 180°.

Atrisinajums.

16. att.

Dots, ka AB = CD un AC = DB, bet BC'— kopiga mala trijstiros ABC un DCB (skat. 16.att.), tatad
AABC = ADCB(mmm). Tad <CAB = <BDC ka atbilstosie lenki vienados trijstiros. Tapat <AOB =
<DOC ka krustlenki. Aplikojot trijstiirus AOB un DOC, iegustam, ka <ABD = 180° — <AOB — <BAO =
180° — <DOC — «BDC = <DCA no trijstara iek$&jo lenku summas. Tad AAOB = ADOC(¢mf) un
AO = DO ka vienadu trijstlru atbilstosas malas.

8.2. Vaiiespéjams noklat 18. att. redzamas figliras ar 17. att. redzamajam figiiram? Dalijuma linijas drikst iet tikai pa
ratinu nijam. 17. att. figlras drikst bat pagrieztas vai apmestas otradi, bet tas nevar parklaties viena ar otru vai
iziet arpus 18. att. figliram.

17. att. () (b)
18. att.

Atrisinajums. a) J3, var, skatit 19.att.

19. att.
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b) Pienemsim, ka prasitais ir iesp&jams. Izkrasosim doto figtiru k3 3aha galdinu (skat. 20. att.). Redzams, ka iegltas
22 melnas un 18 baltas ritinas, tacu, neatkarigi no novietojuma, 17. att. figlira noklaj vienadu skaitu melno un
balto ratinu. Tatad, ieglta pretruna un prasitais nav iesp&jams.

“ui
"p

20. att.

8.3. Doti naturali skaitli @ un b, kuriem ir speka 34a = 43b. Pieradit, ka skaitlis a + b nav pirmskaitlis!

Atrisinajums. Ta ka 34a = 43b, tad a = g—ib. Pieskaitot abam vienadojuma pusém skaitli b, iegistam

a+b=3b+b= bjeb3d(a+b) = 77b. Tatad 34(a + b) dalas ar 77. Ta ka 77 un 34 ir savstarpéji

pirmskaitli, tad a + b ir jadalas ar 77. Taka 77 = 11 - 7, tad a + b noteikti nav pirmskaitlis, jo tas dalisies ar 7 un
11.

8.4. Viens aiz otra uzrakstiti 9 veseli (ne noteikti dazadi) skaitli. Zinams, ka katru piecu péc kartas uzrakstitu skaitlu

8.5.

vidéjais aritmeétiskais ir 10. Vai iesp&jams, ka visu 9 uzrakstito skait|u vid€jais aritmeétiskais ir 20267?
Piezime: Par doto skaitlu vid€jo aritmétisko sauc doto skaitlu summas daljjumu ar o skait|u skaitu.

Atrisinajums. J3, ja viens aiz otra uzrakstiti, pieméram, $adi skaitli
0,0,0,9-2026 — 50,100 — 9 - 2026, 0,0,0,9 - 2026 — 50.
Redzams, ka katru piecu péc kartas uzrakstito skaitlu vid€jais aritmétiskais ir

0400+ (92026 — 50) + (100 — 9 - 2026)
5

=10,
bet visu devinu skaitlu vid€jais aritmétiskais ir

0+0 40+ (92026 — 50) + (100 —9-2026) + 0+0+0+ (92026 —50) _,
5 = 2026.

Piezime. Paskaidrosim, ka $adus skaitlus atrast. Apzimésim Sos skaitlus ar a; 'dz ag. Ta ka katru piecu péc kartas
sekojosu skaitlu vid€jais aritmétiskais ir 10, tad to summa ir 50. Bet visu skaitlu summa ir 9 - 2026 (jo to vid€&jais
aritmétiskais ir 2026).

levérosim, ka pirmo ¢etru skaitli summair a; + as + as + a4 = 9-2026 — 50, jo to var ieglt no visu devinu skait|u
summas, atnemot pédéjo piecu skaitlu summu. Zinot to, més varam aprékinat as vértibu:

as = (a1 +ag + a3z + aq + as) — (a1 + ag + ag + ag) = 50 — (9- 2026 — 50) = 100 — 9 - 2026.

Skaitlus a1, as, ag un a4 var izvéléties patvaligi (bet t3, lai to summa bitu 9-2026 — 50). Skaitlim ag jabat vienadam
ar ai (JO a1 +ag+az+aqg+as =as +az+aq + as + (IG). LTdZTgi armay = ag, ag = az uUn ag = a4.

Sakuma uz tafeles ir uzrakstits skaitlis 1234. Péteris un Lote spélé spéli. Vini izdara gajienus pamisus, Péteris sak
pirmais. Katra gajiena spélétajs atnem no tobrid uz tafeles esosa skaitla vienu no ta nenulles cipariem un uzraksta
uz tafeles ieglto starpibu (esoSo skaitli nodzés). Uzvar tas spélétajs, kurs sava gajiena uzraksta skaitli 0. Kurs
spélétajs noteikti var uzvarét, pareizi spéléjot (kuram no spélétajiem ir uzvarosa stratégija)?

Atrisinajums. Péteris vienmeér var uzvarét, ka pirmo gajienu veicot 1234 — 4 = 1230. Pétera uzvarosa stratégija ir
atstat Lotei skaitli, kas beidzas ar nulli. Jarezultatsir nulle, vins ir uzvaréjis. Ja rezultats nav nulle, tad eksisté vismaz
viens nenulles cipars. Lote bis spiesta atnemt no skaitla nenulles ciparu, atstajot Péterim skaitli, kas nebeidzas ar
nulli. Péteris atkal var atnemt no skaitla ta péd€jo ciparu, turpinot uzvaroso stratégiju.
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9.-12. klase

9. klase

9.1. Uz paralelograma ABCD malas AB atlikts punkts E tads, ka AE : EB = 1: 2. Taisnes AC un ED krustojas
punkta 0. Aprékinat nogriezna AO garumu, ja zinams, ka AC = 20.

Atrisinajums. Taka AB || CD ka paralelograma ABCD pretéjas malas un tas krusto AC, tad XBAC = XACD (ieksgjie
Skérslenki pie paralélam taisném) (skat. 1.att.). leglstam, ka A AOE ~A COD (£¥), jo «BAC = <ACD un
JAOE = «COD (krustlenki). Ta ka AE : EB=1: 2, tad AE : CD = AE: AB =1: 3. No S§is attiecibas un
no AAOE ~A COD iegiustam, ka AO:0C=AE: CD=1: 3, un ta ka A0 + 0OC = AC = 20, iegustam,
ka AO = 5.

1.att.

9.2. Vaiizteiksmi (2 4+ 1)(2%2 + 1)(2* + 1)(28 + 1) ... (2128 + 1) var izteikt forma 2% — 2P, kur a un b ir veseli skait|i?

Atrisinajums. Ja, var. Reizinam doto izteiksmi ar (2 — 1). Ta ka reizinataja vértiba ir 1, tas nemainis izteiksmes
vértibu. Tad ieglstam, ka
C-D2+D*+1DR*+1)(2%+1)...(21%8 +1).

Izmantojot salsinatas reizinadanas formulas, pirmo divu iekavu reizindjums klast par (22 — 1). Tad atkal varam lietot
salsinatas reizinasanas formulu, katru reizi iegustot reizinataju (2¢ — 1), ja nakamais reizinatajs izteiksmé ir
(2% +1).
Z-1D*+1DR*+1D(RE+1)...(21"%8 + 1) =
=*-DR*+1DRE+1)..(21%8 +1) =
=¥ -D:+1DRY¥+1) .2+ = =B -1 +1) =
= 2256 _ 1 = 2256 _ 70
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9.3.

9.4.

Dots naturals skaitlis N. Elza karté uzziméja 99 pilsétas un savienoja t3, lai starp katram divam pilsétam ir ne vairak
ka 1 cels un kopa ir N celi. Péc tam Elza un Ramona, sakot ar Elzu, pamisus dzés pa vienai pilsétai, lidz paliek tiesi
divas. Ja tas ir savienotas ar celu, uzvar Elza; pretéja gadijuma uzvar Ramona. Atrast mazako N vértibu, pie kuras
Elzai ir uzvarosa stratégija!l

Atrisinajums. Mazaka N veértiba ir 49.

Ja N < 48, tad katram celam Ramona izvélas vienu galapunktu (pilsétu); tadu pilsétu ir ne vairak ka N, tatad ne
vairak ka 48. Visam paréjam (vismaz 99 — 48 = 51) pilsétam sava starpa ceju nav, jo katra cela izvélétais galapunkts
jau ieiet kada no izvelétajam pilsetam. Ramona katra sava gajiena dzes kadu no §im izvélétajam pilsétam; vinai ir 48
gajieni, tapéc vina var izdzést visas Sis pilsétas. Tad starp 3 pédéjam pilsétam noteikti nebds cela, un péc Elzas pédéja
dzesanas sola paliek divas ar celu nesavienotas pilsétas.

Ja N = 49, Elza var uzvarét. Elza savieno pilsétas (1,2), (3,4), ..., (97,98) un pilsétu 99 atstaj bez celiem. Ta var
izdarit, jo 49 celi var savienot ne vairak ka 98 pilsétas, bet pavisam ir 99 pilsétas. Elza pirmaja gajiena dzés pilsétu,
kura neieiet neviens celS. Péc tam, ja Ramona dzés vienu pilsétu no kada para, Elza dzés otru no ta pasa para. Ta
pilsétas pazld pa divam, un spéles beigas paliek tiesi viens paris, kura abas pilsétas ir savienotas ar ceu.

Atrast visus tadus naturalos skaitlus n, ka a) n! — 8; b) n! — 1 ir naturala skaitla kvadrats!
Piezime: Arn! apzimé visu to naturalo skaitlu reizinajumu, kuri nepdrsniedz n. Pieméram,5!'=1-2-3-4-5 = 120.

Atrisinajums.

1.atrisinajums a) Pienemsim, kan > 6. Tada gadijuma n! — 8 = x?2. Vienadojuma kreisa puse dalas ar 8, jo n! dalas
ar 8 un saskaitamais 8 dalas ar 8. Vienadojuma laba puse ir naturala skaitla kvadrats, tatad satur visus dazados
skaitla x pirmreizinatajus para pakapé. Tas nozimé, ka vienadojuma abam pusém jadalas ar 16, jo tas ir mazakais
skaitlis, kas dalas ar 8 un ir skaitlis 2 para pakapé. Ta ka n! dalas ar 16, jan = 6 (jo sareizinot naturalos skaitlus no 1
[idz vismaz 6, pirmreizinatajs 2 ieiet reizinajuma 4 reizes — no skaitliem 2,4 un 6), tad iegiita pretruna, jo 8 nedalas
ar 16, tatad vienadojuma kreisa puse nedalas ar 16.

Atliek parbaudit vértibas 1 < n < 5. Vértibas n < 3 neder, jo tad n! < 8 un vienadojuma kreisa puse ir negativa,
bet naturala skaitla kvadrats nevar bit negativs. Jan = 4,tad 1 -2 - 3 - 4 — 8 = 16 ir naturala skaitla kvadrats, bet
n =>5neder,jol-2-3-4-5—8 =112 nav naturala skaitla kvadrats. Tatad der tikai n = 4.

2.atrisinajums a) Sakot ar n = 5, visi n! beidzas ar ciparu 0. Tada gadijuma, n! — 8 visiem n = 5 beigsies ar ciparu
2. Aplikosim, ar kadiem cipariem var beigties naturala skaitla kvadrats.

x pédeéjais | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
cipars

x? 0 1 4 9 6 5 6 9 4 1
pédejais

cipars

Redzams, ka naturala skaitla kvadrats nekad nevar beigties ar 2, tadé| prasitais neizpildas nevienan = 5. Ta ka pie
n < 3 vienadojuma kreisa puse ir negativa, tad atliek vél parbaudit tikai variantu n = 4, kurs $aja gadijuma der un
ir vieniga atbilde.

b) Pienemsim, ka n > 4. Tada gadijuma vienadojuma kreisa puse n! — 1 vienmér dod atlikumu 3, dalot ar 4, jo n!,
jan > 4, dalas ar 4 (jo skaitlis 4 ir ka reizinatajs). Aplakosim, kadus atlikumus, dalot ar 4, var dot x2.

Atlikums, x dalot ar 4 0 1 2
Atlikums, x? dalot ar 4 0 1 0 1

Naturala skaitla kvadrats nevar dot atlikumu 3, dalot ar 4, neviena gadijuma. Tatad iegita pretruna un atliek
parbaudit vertibas 1<n<3. Jan=1, tad nl—1=0, bet 0 nav naturala skaitla kvadrats. Ja n = 2,
tad n! — 1 = 1, kas ir naturala skaitla kvadrats un, jan = 3,tad n! — 1 = 5, kas nav naturala skaitla kvadrats.
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9.5. Dots trijstiris ABC ar <A = 120°. Uz ¥BAC bisektrises atlikts punkts D, tads, ka AD = AB + AC. Pieradtt, ka
trijstdris BDC ir vienadmalu.

Atrisinajums. Atliek punktu E uz AD 13, lai AE = AB. Tad ED = AC, jo AD = AB + AC (skat. 2.att.). Ta ka AD —
bisektrise ¥BAC, tad ¥BAE = <CAE = 60°.Ta ka AE = AB péc konstrukcijas un <BAE = 60°, tad trijstiris BAE
ir vienadmalu. Ta ka vienadmalu trijstart visi lenki ir 60°, tad <AEB = <ABE = 60° un ¥ABC = 60° — «<CBE.
Tad «BED = 180° — <BEA = 180° — 60° = 120°. Tas nozimé&, ka A ABC =A EBD (mfm), jo <BAC = XBED,
AB = EB un AC = ED.Tad CB = BD ka vienadu trijstlru atbilstosas malas un trijsttris BCD ir vienadsanu. Tapat
IABC = <EBD = 60° — «CBE kavienadu trijstlru atbilstosie lenki. Tatad «CBD = 60° — <CBE + «CBE = 60°,
jeb A CBD ir vienadmalu ka vienadsanu trijstaris ar lenki 60°.

2.att.
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10. klase

10.1.

10.2.

10.3.

Dots taisnlenka trijstiris ABC ar lenkiem <C =90° un <«B = 30° Uz malas AC atlikts punkts D ta,
ka DC = 3. Uz malas BC atlikts punkts E ta, ka EB = 4. Aprékinat malas AC garumu, ja DE = 6.

Atrisinajums. Apskatam A DEC: DE = 6,DC = 3, ¥ACB = 90° (skat. 3.att.). No ta ieglistam, ka <DEC = 30°,jo
hipotendza ir divas reizes garaka neka katete, un CE = 3+/3 ka tre$a mala taisnlenka trijstari ar 30° lenki. Tapat
ADEC ~AABC (¢¥), jo<«DEC =30°=<ABCun <ACB ir kopigs. No trijstiru Iidzibas ieglstam,

33 33 4+/3

DC _ EC == - - ; _ - _ 43
kaE =5 " 11305 Taka DC = 3, iegustam V|enad|buE = jeb3v3AC = 3(4 + 3\/3_), nokaAC =3+ 3

44343

¢ 3v3 E 4 B

3.att.

Maris izvéléjas tris daZzadus pozitivus realus skaitlus a, b, c un uzrakstija uz tafeles seSus skaitlus a + b, b + ¢,
¢+ a, ab, bc, ca.Kads ir mazakais iespéjamais dazadu skaitlu skaits uz tafeles?

Atrisinajums. Nezaudéjot visparigumu, varam pienemt, ka a<b<c. Tad a+b<a+c<b+c un
ab < ac < cb.la pienem, ka uz tafeles ir tris dazadi skaitli, tad jaizpildas, kaa + b = ab,a + ¢ = ac,b + ¢ = bc.
Apskatisim vienadojumus a + b = ab un a + ¢ = ac. Atnemot tos vienu no otra, ieglst:
a+b—(a+c)=ab - ac;
b—c=ab—-c)|:(b—c)#0;
a=1.

Analogiiegist, ka b = 1 un ¢ = 1. leglta pretruna, jo skaitliem jabat dazadiem.
Pieradisim, ka uz tafeles var bt uzrakstiti 4 dazadi skaitli. Der, pieméram, a = 1,5; b = 3; ¢ = 6.Tada gadijuma
a+b=45 a+c=75 b+c=9; ab =4,5; bc = 18; ac = 9 uniriegitas 4 dazadas vértibas.
Piezime. Derigus skaitlus var atrast, apskatot gadijumu, kad divam summam ir jasakrit ar diviem reizinajumiem.
Pieméram, a + b = ab un b + ¢ = ac. Tada gadijuma:

a a a

at+tb=ab|:b+#0 = —+1=a = -—=a—-1 = b= .

b b a—1

Lai vienadiba izpilditos, tad a # 1. Varam izvéléties, pieméram, a = 1,5. Tad b = 3, bet c ieglist no b + ¢ = ac.

No 24 melniem un 25 baltiem kubiniem ir izveidots “tornis”, saliekot kubinus vienu virs otra. Uz katra melna kubina
ir uzrakstits balto kubinu skaits, kas atrodas virs ta, bet uz katra balta kubina ir uzrakstits melno kubinu skaits, kas
atrodas virs ta. Kada var bt visu uzrakstito skaitlu summa?

1. atrisinajums. Visparinot uzdevumu, varam pienemt, ka melno un baltu kubinu skaits ir attiecigi m un n. Aplikosim
kubinu parus, kur pa vienam ir no katras krasas kubiniem. Katra $ada kubinu pari, vienam no kubiniem ir torn1
jaatrodas virs otra, tatad tiesi viens no kubiniem (tas, kurs tornt ir augstak), ir pieskaitits skaitli uz otra kubina. Kopa
var izveidot mn parus ar dazadu krasu kubiniem. Katra part savstarpéji tiesi viens kubins ir pieskaitits skaitli uz otra
kubina, Iidz ar to visu uzrakstito skaitlu summa sakrit ar paru skaitu, kas $aja gadijuma ir 24 - 25 = 600.

2. atrisinajums. Pamatosim, ka, ja torni divus blakus kubinus samaina vietam (un no jauna uz katra kubina uzraksta
virs ta esosSo pretéjas krasas kubinu skaitu), tad uz kubiniem uzrakstito skaitlu summa nemainas. Vispirms ievérosim,
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ka, samainot divus blakus kubinus vietam, nav jamaina uz paréjiem 47 kubiniem uzrakstitie skaiti. Ja kubini, ko
samaina, ir viena krasa, tad ari uz tiem uzrakstitie skaitli paliek tadi pasi. Aplakosim, kas notiek, ja kubini, ko samaina,
ir dazadas krasas, Pienemsim, ka sakuma melnais kubins atrodas virs balta (otrs gadijums ir analogs). Samainot tos
vietam, uz melna kubina esosais skaitlis japalielina par 1 (jo tagad virs ta atradisies par vienu balto kubinu vairak),
bet uz balta kubina esosais skaitlis jasamazina par 1 (jo virs ta tagad atradisies par vienu melno kubinu mazak). Lidz
ar to ari $aja gadijuma uz kubiniem uzrakstito skaitlu summa nemainisies.

levérosim, ka, atkartojot So darbibu (mainot vietam blakus kubinus), més visus torna kubinus varam sakartot
patvaliga seciba. Sakartosim tos t3, ka visi melnie kubini atrodas apaks$éjas 24 vietas, bet augséjas 25 vietas atrodas
baltie. Tad uz katra melna kubina ir rakstits skaitlis 25, bet uz katra balta kubina ir rakstits skaitlis 0, tatad uz
kubiniem uzrakstito skaitlu summa ir 24 - 25 = 600. Ta ka st summa nav mainijusies, tad arT sakuma (pirms kubini
bija sakartoti), ta bija 600.

10.4. Dots izliekts cetrstiris ABCD, kuram <CBD = 2 «<CAD un «<CDB = 2<CAB. Pieradit, ka CA ir <BCD bisektrise!

1.atrisinajums. Atliekam punktu X uz CA t3, ka BX ir <CBD bisektrise, un punktu Y uz CA t3, ka DY ir <CDB
bisektrise (skat. 4.att.).

4.att.

levérosim, ka tad <XBD = <CAD un <YDB = <CAB, jo bisektrise dala lenki uz pusém. Cetrstiri XBAD lenki
LXBD = «CAD, no ka var secinat, ka ap XBAD var apvilkt rinka liniju (apgriezta Tpasiba uz vienu loku balstitajiem
ievilktajiem lenkiem). Analogi no lenkiem «YDB = «CAB var secinat, ka ap ABYD var apvilkt rinka liniju. Tas
nozime, ka trijstira ABD apvilkta rinka Iinija krusto CA punktos X,Y un A. Ta ka visi tris no Siem punktiem atrodas
uz vienas taisnes, ta ir pretruna, iznemot gadijumu, kad X = Y. Secinam, ka <CBD un <CDB bisektrises krustojas
punkta X, kas atrodas uz CA. Aplikojot trijstari BCD, CX ir «BCD bisektrise, jo trijstlra bisektrises krustojas viena
punkta.
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10.5.

2.atrisinajums. Atliekam punktu X uz CA ta, ka BX ir <CBD bisektrise (skat. 5.att.)

5.att.

levérosim, ka tad <XBD = «CAD, jo bisektrise dala lenki uz pusém. Tad ap Cetrstlri BXDA var apvilkt rinka liniju
(apgriezta TpasSiba uz vienu loku balstitajiem ievilktajiem lenkiem). Tas nozimé, ka cetrstliri XBAD lenki
ABAX = «BDX ka uz viena loka balstitie ievilktie lenki. Ta ka «CDB = 2«CAB un <XDB = «(CAB, tad
AXDC = <XDB jeb XD ir lenka <CDB bisektrise. Ta ka trijstlra bisektrises krustojas viena punkta, tad CX ir xBCD
bisektrise.

Atrast visus naturalos skaitlus n, kuriem vienlaicigi izpildas Sadas divas Tpasibas: 1) skaitli n — 1 un n+ 1 abi ir
pirmskaitli; 2) skaitla n visu pozitivo dalitaju (ieskaitot 1 un n) summa ir vienada ar 2n.

Atrisinajums: levérojam, ka n ir para skaitlis, jo pretéja gadijuman — 1 unn + 1 abi ir para skaitli un neeksisté divi
para pirmskaiti. Pieradisim, ka n dalas ar 3. Pienemsim pret€éjo, ka n nedalas ar 3. Tad ir iesp&jami divi gadijumi.

1) ndod atlikumu 1, dalot ar 3. Tad n — 1 dalas ar 3, kas nozimé, kan — 1 = 3 unn = 4 (jo 3 ir vienigais pirmskaitlis,
kas dalas ar 3). Tacu skaitla 4 dalitaju summairl+2+4 =7 # 8.

2) n dod atlikumu 2, dalot ar 3. Tad n + 1 dalas ar 3, kas nozimé, kan + 1 = 3unn = 2. Tada gadijuman —1 =1,
kas nav pirmskaitlis. Secinam, ka pienémums ir aplams, un lidz ar to n dalas ar 3.

Pienemsim, kan # 6,tad 1, n, z g un % ir atskirigi skaitla n dalttaji. Ta ka tie pat var nebat vienigie skaitla dalitaji,

2
tad visu pozitivo dalitaju summairvismaz 1l + n + g + g + % = 2n + 1 > 2n—pretruna. Lidz ar to vienigais skaitlis,

kas atbilst uzdevuma nosacijumiem, irn = 6.
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11. klase

11.1.

11.2.

11.3.

Uz Saurlenku trijstira ABC malas AB atlikts punkts D, un uz malas AC atlikts punkts E ta, ka ED || BC. Nogriezni
EB un CD krustojas punkta F. Zinams, ka S(A BFD) = 4un S(A EFD) = 2. Aprékinat S(A ABC).

Atrisinajums. Ta ka S(A BFD) = 4 un S(A EFD) = 2, un abus 3o trijstiru laukumus var izteikt, izmantojot vienu
un to pasu augstumu no punkta D pret taisni EB, ieglistam, ka EF : FB =1 : 2 (skat. A
6.att.). Nota, ka ED |l BC, un ka sis paral€élas taisnes krusto nogriezni EB un CD, izriet,

ka A EDF ~A BCF (#¢), jo XEDF = 4BCF un <DEF = «FBC ka ieksgjie

Skérslenki. T3 ka lidzibas koeficients ir k =% =§, tad laukumu attieciba ir

S(A EDF): S(ABCF) = k? = i, no ka ieglstam, ka S(A BCF) = 8. No $o trijstaru
[idzibas ari seko, ka DF : FC =1 : 2, un, analogiski iepriek§é€jam spriedumam, var
secinat, ka S(A CEF) = 4. Tadéjadi trapeces BCED laukums ir visu taja eso$o
trijstdru laukumu summa: S(BCED) = S(A BCF) + S(A CEF) + S(A EFD) +
S(ABFD)=8+4+ 4+2+4=18.Taka ED : BC =1 : 2 (no lidzigiem trijstlriem)
un no XA —kopigs, XAED = XACB (kaps|u lenki pie ED || CB, krustojot AC) secinam,
ka A AED ~A ACB (¢¢). Tad S(A AED): S(A ACB) =1:4. Tatad trapeces

BCED laukums veido Z no trijstira ABC laukuma dalam, un lidz ar to S(A ABC) = 6.att.
24.

2x2+y%? =3
Atrisinat realos pozitivos skait]os vienadojumu sistému { 3y2 + z3 = 4

4z2+x3 =5

Atrisinajums. Ja x > 1, tad y2 =3—-2x%2<3—-2=1, kas nozimé, ka y < 1. No otra vienadojuma izriet,
kaz® = 4 —3y? >4 —3 =1, kas nozimé, ka z > 1. No tre$a vienadojuma izriet, kax3 =5 —4z2 <5-4< 1,
kas nozimé, ka x < 1 — pretruna ar sakotnéjo pienémumu.

Ja x<1, tad yz =3—-2x>>3—-2=1, kas nozimé, ka y>1. No otra vienadojuma izriet,
kaz3 =4 —3y%2 <4 -3 =1, kas nozimé, ka z < 1. No tre3a vienadojuma izriet, kax3 =5—-4z2 >5-4=1,
kas nozimé, ka x > 1 — pretruna ar sakotnéjo pienémumu.

Secinam, ka x = 1, no pirma vienadojuma izriet, ka y = 1 un no otra vienadojuma, ka z = 1. Lidz ar to atrisinajums
ir(x; ¥y, 2)=(1; 1; 1).

Saurlenku trijstdri ABC novilkti augstumi BE un CF, kas krustojas punktd H. Nogrieznis HT ir trijstira FHE
augstums. Trijstlru ABC un BHT apvilktas rinka Iinijas vélreiz krustojas punkta X. Pieradit, ka «TXA = <BAC.

Atrisinajums. Ta ka <BF(C = «BEC = 90°, tad ap BFEC var apvilkt rinka lniju
(ievilkta Cetrstlra pazime). levérosim, ka <BCF = 90° — «<FBC = XFEB (ka
lenki, kas balstas uz vienu loku ap cetrstiri BFEC apvilktai rinka Iinijai)
(skat. 7.att.). Tad <FBC = 90° — ¥FCB = 90° — <FEB un XTHE = < FBC
(taisnlenka  trijstdra Sauro lenku summa ir 90°). Tas nozimg,
ka <THB = 180° — <FBC.

Ta ka THBX ir ievilkts Cetrstaris, tad <THB + <BXT = 180° (ievilkta Cetrstlra
pretéjo lenku summa), kas nozimé, ka «BXT = 180° — «THB = «FBC. Galu
gala BXAC ir ievilkts, kas nozimé, ka <«BXA+ <ACB = 180°=
= ATXB + «TXA + <ACB = <FBC + ¥TXA + <ACB = 180°.

Tad «TXA = 180° — <ACB — XFBC. Ta ka «BAC = 180° — <ACB — <FBC
(trijstra iek$éjo lenku summa), tad <TXA = <BAC.
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11.4.

11.5.

Ratinu tabula 2026 X 2026 atzimétas 2026 ritinas ta, ka katra rinda un katra kolonna ir atziméta tiesi viena ritina.
Kads lielakais ratinu skaits var bat taisnstlirim, kura neviena ritina nav atziméta? Taisnstlra malam jaatrodas uz
ratinu malam.

Atrisinajums. Aplidkosim taisnstlrim X n, kura neatrodas neviena atziméta rdtina, kurS ir novietots ta, ka tas
aiznem m kolonnas un n rindas. Tajas n rindas, kuras atrodas Sis taisnstdris, ir tiesi n iekrasotas ritinas un tas ir

sadalttas pa 2026 — m kolonnam, kuras Sis taisnstiris nenoklaj. Ta ka katra no n rGtinam atrodas cita kolonna, tad
(m+n)?2—(m-n)?

” , tad ir spéka

iegistam 2026 —m =>n jeb m+n <2026. Ta ka varam izteikt mn =

2026%2 — 0% 20267 L. 20262
7 = . lzvietojums, kur mn =

apgabala, ko veido pirmas 1013 rindas un pirmas 1013 kolonnas, ka art atziméjot pa vienai ratinai katra rinda
apgabal3, ko veido pédéjas 1013 rindas un pédéjas 1013 kolonnas. Tad apgabala, ko veido pirmas 1013 rindas un
pédéjas 1013 kolonnas, nebis neviena atziméta ritina un $is apgabals sastav no 10132 ritinam. Uzskatamibai
8.att. dots piemers izkartojumam gadijuma ar 8 X 8 ratinu tabulu, kura atzimétas 8 ritinas.

= 10132 ir iesp&jams, atziméjot pa vienai ritinai katra rinda

mn<

X

8.att.

Piezime. Alternativi, varam izteikt mn < n(2026 —n). Tad maksimala mn vértiba ir kvadratvienddojuma
-2026

—n? + 2026n maksimala vértiba, jeb sis parabolas virsotne ng = = 1013. No ta varam secinat, ka maksimali

laukums var bat 10132 ritinas.
Doti naturali skaitli @ un b ar Tpasibu, ka a + d(a) = b? + 2, kur d(n) ir skaitla n naturalo dalitaju skaits (ieskaitot
1 un n). Pieradit, ka a — b ir para skaitlis!

Atrisinajums. Aplikosim naturalo skaitli n. levérosim, ka, ja skaitlis d ir skaitla n dalitajs, tadg art ir skaitla dalitajs.
Tas nozimé, ka visus n dalitajus var sadalit paros (d; %), [1dz ar to skaitla n dalitaju skaits (tas ir skaitlis d(n)) ir para

skaitlis, iznemot gadijumu n = k? , jo tada gadijuma k un %2 sakrit. Secinam, ka d(n) ir para skaitlis, iznemot to
gadijumu, kad n ir naturala skaitla kvadrats (tad d(n) ir nepara skaitlis).

Ja a nav naturala skaitla kvadrats, d(a) ir para skaitlis. levérosim, ka a — b? = 2 — d(a). Laba puse ir para skaitlis,
jo ta ir divu para skait|u starpiba. Tas nozimé, ka kreisa puse ari ir para skaitlis, kas nozimé, ka a un b? ir vienada
paritate. levérosim, ka skaitlim b? un b ir vienada paritate, lidz ar to skaitliem a un b ir vienada paritate, kas nozimé,
ka a — b ir para skaitlis.

Ja a ir naturala skait|a kvadrats, tad a = k2, kur k ir naturals skaitlis. Jak = 1,tad 1 + 1 = b? + 2, tad b = 0, kas
ir pretruna ar to, ka tas ir naturals skaitlis. Lidz ar to pienemsim, ka k > 1. levérosim, ka b?> = k? + d(k?)—2.Ta
ka d(k?) > 2, jo vienigais skaitlis, kam ir 2 dalitaji ir pirmskaitlis un naturala skaitla kvadrats nav pirmskaitlis,

tad b? > k2. levérosim, ka d(k?) < 2k — 1, jo skaitlim k? dalitaji (pienemot ekstremalo variantu, ka der itin visi
2 2 2 2

naturalie skaitli lidz k), var bat 1; 2; ...; k un attiecigi kT; eRiy k?, bet k un % sakrit. Secinam, ka

b2=k?+d(k®) —2=k?+2k—1-2<k?+2k+1= (k+1)? Esam ieguvusi, ka (k + 1)? > b? > k? -

pretruna, jo naturala skaitla kvadrats nevar bt starp diviem veselu skaitlu kvadratiem.
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12. klase

12.1.

12.2.

12.3.

Dots kvadrats ABCD, kura malas garums ir 12. Uz malas AB atlikts punkts E ta, ka AE = 3. Caur punktu E novilkta
taisne, kas paraléla BD, ta krusto malu AD punkta F. Taisne CF krusto malas AB pagarinajumu punkta G. Aprékinat
nogriezna CG garumu!

Atrisinajums. levérojam, ka A AEF ~ A ABD (#¢), jo «BAD =90° ir G 4 A3 E B

kopigs un XAEF = <ABD (kaps|lu lenki pie EF || BD, krustojoties ar w

AB (skat. 9.att.). Ta ka AB = AD, tad AF = AE = 3, no ka izriet,

ka FD = AD — AF = 12 — 3 = 9. Talak apskatam trijstirus A AGF un F

A DCF; ta ka AB || CD ka kvadrata malas un Sis paralélas taisnes krusto 0

taisne CG, iegustam vienadus iek$éjos Skérslenkus XEGF = «FCD, ka an

krustlenkus «AFG = «CFD, tapéc A AGF ~ A DCF (££). No trijstaru

[idzibas izriet, ka 46 D¢ - E, un,taka AF = 3, iegistam AG = 4. Trijstan

AF _FD 9 D 1 C

AGF péc Pitagora teorémas GF = 5, bet A CDF péc Pitagora teorémas

CF = 15, tapéc CG = GF + CF =5+ 15 = 20. 9.att.

x+y—z =1
Atrisinat realos skait|os vienadojumu sistému{ x? —y? +z2 =1
x3+y3-23 =1

Atrisinajums: No pirma vienadojuma izsakam z = x + y — 1 un ievietojam otraja vienadojuma, lai iegltu, ka
x2—y2+(x+y—1)2% =1;
x2—y?4+x2+y2—2x—2y + 2xy +1=1;
262 —x—y+x) =0 = 20x@x+y)—1x+y))=0 = (x-Dx+y)=0.

Lai 81 vienadiba batu spéka, vai nu x =1, vai x = —y. Ja x = 1, tad no pirmas vienadibas y = z. levietojot 3os
lielumus tre3aja vienadojuma, iegiist 13 + y3 — y3 = 1 jeb 1 = 1, kas spéka visiem y € R. Ari otraja vienadojuma
ievietojot So atrisinajumu, vienadiba ir spéka. Tatad der (1; y; y), kur y € R. Ja x +y =0, tad no pirmas

vienadibas z = —1 un japarbauda trijnieki (x; —x; —1), kur x € R.
x—x—(-1)=1 x—x+1=1 1=1
x2— (%)% +(-1? =1 = x> —x2+1 =1 = 1=1
X3+ (—x)3 = (=13 =1 x3-x3-(-1)3 =1 1=1

Tatad dotas vienadojumu sistémas atrisinajumiir (1; x; x) un (x; —x; —1), kurx € R.

Atrast visus tadus naturalos skaitlus n, ka n! — 144 ir naturala skait|a kvadrats!

1. atrisinajums. Apzimésim n! — 144 = x2. Lai x € N, nepiecieams, lai n > 6, citadi vienadojuma kreisa puse
pienems negativas vértibas, bet naturala skaitla kvadrats nevar bit negativs. Jan = 7, tad vienadojuma kreisa puse
vienmér dos atlikumu 3, dalot ar 7, jo, jan = 7, tad n! dalas ar 7, bet 144 dod atlikumu 4, dalot ar 7. Vienadojuma
labaja puseé ir naturala skait]a kvadrats. Aplakosim, kadus atlikumus var dot naturala skaitla kvadrats, dalot to ar 7.

Atlikums, x dalot ar 7 0 1 2 3 4 5 6
Atlikums, x2 dalot ar 7 0 1 4 2 2

Ta ka naturala skaitla kvadrats nekad nevar dot atlikumu 3, dalot ar 7, tad ieglita pretruna un n nevar bt lielaks vai
vienads ka 7. Atliek parbaudit vértibu n = 6. Tad 6! — 144 = 720 — 144 = 576 = 242. Vieniga n vértiba, kas
atbilst uzdevuma nosacijumiem, irn = 6.
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12.4.

12.5.

2. atrisinajums. Ja n < 5, tad vienadojuma kreisa puse ir negativa. Lidz ar to n = 6. Vértiba n = 6 der ka
atrisinajums, bet n = 7 neder, jo 7! — 144 = 4896 nav naturala skaitla kvadrats. Atliek pieradit, ka

2

vienadojumam n! — 144 = a“ nav atrisinajuma naturalos skaitlos, jan = 8.

Jan> 8,tadn!dalasar3- 4- 6- 8 = 144 - 4, tatad var uzrakstit, ka n! = 4 - 144 - k kadam naturalam k.
levietojot to izteiksmé, ieglistam, ka 4 - 144 - k — 144 = a?.

Ta ka vienadojuma kreisa puse dalas ar 144, tad dalas ari laba, tatad a? dalas ar 144 jeb a dalas ar 12. Izdalot abas
2
puses ar 144, ieglistam 4k — 1 = (%) . Ta ka vienadojuma kreisa puse ir nepara skaitlis, tad secinam, ka art laba

vienadojuma puse ir nepara skaitlis, tatad aﬁ% ir nepara skaitlis, tatad 1% = 2m + 1 kadam veselam skaitlim m.

levietojot to vienadojuma, ieglistam, ka
4k — 1 = 2m + 1)
4k — 1 = 4m? + 4m + 1
4k — 4m? — 4m = 2

leglistam pretrunu, jo vienadojuma kreisa puse dalas ar 4, bet laba nedalas.

Doti sviras svari un 30 atsvari, kuru svars ir 1 kg, 2 kg, 3 kg, ..., 30 kg. Alfréds un Kims spélé spéli, Alfréds sak. Viena
gajiena spélétajs izvelas (vel ieprieks neizvelétu) atsvaru un uzliek to uz viena no svaru kausiem. Kad visi 30 atsvari
ir salikti uz svaru kausiem, tad aprékina uz tiem uzliktas masas starpibu (no smagaka kausa atnemot vieglako).
Apzimésim So starpibu ar S. Alfréda uzdevums ir panakt péc iespéjas mazaku S vértibu. Kada ir mazaka iespéjama
S vertiba, ko Alfreds noteikti var panakt, neatkarigi no t3, ka spélé Kims?

Atrisinajums. Sadalisim atsvarus pa pariem $ada veida: (1, 2), (3,4), ..., (27,28) un (29, 30) kg. Ja Alfréds kada no
pirmajiem 14 pariem vienu atsvaru uzliek uz viena no svaru kausiem, tad Kims otru atsvaru no $i para uzliek uz otra
svaru kausa. Tad katra $a3da para starpiba ir + 1, un, ja aplikotu tikai Sos parus, tad S neparsniedz 14. Pari (29, 30)
Kims otru atsvaru uzliek uz ta pasa svaru kausa, uz kura Alfréds uzlika pirmo. Tadéjadi ST para summa ir
(29 + 30) = 59. Tatad gala rezultats S = 59 — 14 = 45, un Kims var garantét vismaz 45.

Tagad pieradisim, ka Alfréds var garantét, ka S neparsniegs 45. Vinam jaizvélas lielako atsvaru, kas vél nav uzlikts uz
svariem, un janovieto to uz ta svaru kausa, kura Sobrid ir mazakais svars. Ja uz abiem svaru kausiem ir vienada masa,
tad izvélas jebkuru no svaru kausiem, kura So atsvaru ieliek. Sadalisim gajienus 15 kartas (Alfréda i-tais gajiens kopa
ar Kima i-to gajienu). Ar k apzimésim tadu naturalu skaitli, ka k-ta karta ir peédéja, péc kuras smagakais svaru kauss
mainas (vai ari pédgja, kura svaru kausos ir vienada masa). Pirms k-tas kartas jau ir izmantoti vismaz k — 1 lielakie
atsvari, tapéc divi lielakie neizmantotie atsvari ir 30 — (k — 1) un 30 —k, un, lidz ar to, péc k-tas kartas
§$< (30— (k—1))+ (30 — k) =61 — 2k. Péc Sis kartas vairs nemainas tas, kur$ no svaru kausiem ir smagakais,
un katrs no atlikusajiem 15—k Alfréeda gajieniem samazina S vismaz par 1, tadél
S <(61—2k)—(15—k) =46 — k < 45. Tatad Alfréds var nodrosinat, ka S neparsniedz 45, un lidz ar to
garantéta vértiba Kimam ir 45.

Saurlenku trijstara ABC apvilktajai rinka linijai punkta A novilkta pieskare. Punkti D un E atrodas uz pieskares ar
Tpasibu, ka AD = AB un AC = AE un t3, ka punkts D atrodas tuvak punktam B neka C, un punkts E atrodas tuvak
punktam C neka B. Pieradit, ka trijstiru DLE un BLC apvilktas rinka linijas pieskaras, ja punkts L ir trijstirt ABC
ievilktas rinka Inijas centrs!

2025./2026. m.g. http://nms.lu.lv/ 10



Atrisinajums. Ta ka <DAB ir hordas-pieskares lenkis un
LACB - ievilkts lenkis lokam AB, tad <DAB = <ACB
(skat. 10.att.). Analogi <CAE = <ABC. Aplukojot AEAC
un AADB, tie ir vienadsanu péc dota. Vienadsanu
trijstiri  pamata  pielenki ir vienadi, tatad

ZADB = 90° — ““ZCB un <AEC = 90° — # Takalir —

trijstarm ABC ievilktas rinka linijas centrs, tad AL un BL ir
bisektrises. Tad no trijstira iek3€jo lenku summas

ZALB = 180° — (‘CZAB n ‘AZBC) = 180° —
(—1800_;“3) =90° + 24 Tas nozime, ka

XADB + <ALB = 180°. Lidzigi varam iegat, ka
JAEC + XALC = 180°, kas nozimé, ka ap cCetrstlriem
ALBD un ALCE var apvilkt rinka liniju. Tas nozimé, ka 10.att.

4DLB = ¥«DAB = XACB (ka lenki kas balstas uz viena

loka ap Cetrstiri ALBD apvilktaja rinka Inija). Novilksim pieskari ABLC apvilktai rinka linijai punkta L un atliksim uz

tas punktu T t3, lai T ir tuvak B neka C. No pieskares 1paSibas izriet, ka

4TLB = <LCB = g kas nozimé, ka <TLD = <DLB — <TLB = <ACB — <TLB = <ACB — A5 _ 24¢B

2 2
qAZCB (ka lenki, kas balstas uz viena loka ap cetrstlri ALCE apvilktaja rinka [inija),

<ACB

levérosim, ka <LCA = <AEL =

kas nozimé, ka <TLD = <XAEL =

lenka apgriezta 1pasiba). Tas nozimég, ka TL ir abu rinka liniju pieskare, tatad abas rinka linijas pieskares punkta L.

. Tad TL ir ap trijsttri DLE apvilktas rinka linijas pieskare (hordas-pieskares
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