Is atrisinajumi
5.1. Ja, pieneram, 1, 1,1, 1,1, 3, 4.
Piezme. Uzdevumam ir avairaki citi atrisingjumi.
5.2. Skat., pieraram, 1. zZm.

14 33
1. Zm. 2.2m.

5.3. Atbilde: pieneram, 142835.
leverosim, ka 14 dak ar 7, itad ar 140000 dais ar 7; 28 un 2800 da ar 7; 35 dak ar 7.
Tatad 140000+2800+35=142835 #alar 7. Uzdevuma prams apmierina ardaudzi citi
skaifli.

5.4. Skat., pierdaram, 2. zm.
Uzdevuma atrisifjumu var ie@t, pieneram, &di. Vispirms uz katras no diaga@m
uzraksta dadus pirmskaius, un pc tam katd virsotre ieraksta skaitis, kas vieadi ar to
pirmskaitu reizirgjumu, kas uzrak®i uz no 3s virsotnes izejosan diagonlem. Tadgjadi
katras diagofles galapunktos ieraktjiem skailiem LKD vierads ar uz % diagoales
uzrakstto pirmskaitli, itad lieeks neld 1. Savukrt no virsotgm, kas atrodas vienas malas
galapunktos, iziet dadas diagoales, fipec taas ieraksitto skaitu LKD=1.
Piezme. Uzdevuma atrisifumam pietiek pardit vienu pareizu pieanu.

5.5. Atbilde: ng, nevar.
Piememsim, ka to var izd#ar Tad no katra no 13 punktiem iziet aegp skaits nogriepl.
Tatad kogjais nogrieau galapunktu skaits ir ne@ skaitlis, bet tas ir pretramar to, ka
nogrieznim ir tieSi divi galapunkti.

6.1. Atbilde: pieneram, 2, 3, 9, 18.
Piezme. Uzdevumam ir avairaki citi atrisingjumi.
6.2. a) Ja, pieneram: vispirms piecosagenos iedgist
1,2),(3,4),5,6),(7,8),(09,10 1,1,1,1, 1.
Tadcetros gjienos iegist pra#to:
1,1,1,1,1-0,0,1- 0,1 1.
b) leverosim, ka, veicot doto goveidojumu, uz #feles palikuSo skdil summas pafite
nemains (jo (a + b) un(a —b) ir vienas parittes skaifi). Sakotrgjo skaifu summa 55 ir
negara skaitlis; itad rezulita nevar ie@t para skaitli O.
6.3. a) Skat., piem., 3.1m.
b) Ng, nevar. Lai 13-sira malas krustotu gka fniju, jabat virsotrem, kas atrodas gka
iekSpug, un virsotem, kas atrodas gka arpus. Ar A; apZmésim 13-siira
A1AAAAAcATASAAI AL 1AIA13  Virsotni, kas atrodas rfka iekSpus. Lai mala AjA;
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krustotu rika fniju, virsotneiA, jaatrodas tika arpus. Lidzgi virsotneiAs jaatrodas mika
iekSpus, virsotnei A; — rinka arpus, virsotneiAs — rinka iekSpusg, virsotnei As — rinka
arpus, virsotnei A; — ripka iekSpus, virsotnei Ag — rinka arpus, virsotnei Ag — rinka
iekSpus, virsotneiA;p — ripka arpus, virsotneiA;; — rinka iekSpus, virsotneiA;, — rinka
arpus, virsotneiAz — rinka iekSpus. Bet &ida gadjuma 13-stira malu A /A, rinka finija
nekrusto.

4. Zm.

3. 2m.
6.4. a) Ja pirmais cipars ir 1, tad, pierakstattidivciparu skaitli, ar ko das 100, pieréram, 25,
iegastam meldto skaitli 125.
b) Spriezot idzgi un izmantojot jau a) g&dma atrasto 3 ciparu skaitli, var iggskaitli
1125, kas apmierina uzdevuma phas.
¢) Var pamatt, ka 90000 dak ar 1125,apec der skaitlis 91125.
Piezme. Uzdevumam katapakSpunlkd ir ari vairaki citi atrisingjumi.
6.5. Atbilde: var iekasot gan 7, gan Gitinas &, lai uzdevuma pralsas litu izpilditas.
4. A2m. paadits, ka var iekésot 6 fitinas; Saj zimgjuma iekrasojot \el vienu jebkuru tinu,
uzdevuma prabas tiks apmierigtas. Ir ar citi veidi, ka var iekasot 7 fitinas.

7.1. 1zveidosim tabulu, ar koggi var kit apvienots katrs no dotajiem sKism.

1/3,8,15 10| 6, 15
217,14 11/ 5,14
3/1,6,13 124,13
415,12 13/ 3,12
514,11 14/ 2,11
63,10 151,10
712,918 16| 9
81,17 17/ 8
917,16 18/ 7

leverosim, ka 18 var iit apvienots @1 tikai ar 7, 17 ar 8 un 16 ar 9alik palapeniski
seciram, ka 2 ir apvienots ar 14, 11 ar 5, 4 ar 12, 13 &ar 10 un 1 ar 15.
Atbilde: 1 ir apvienots firi ar 15.

7.2. Atbilde: 162.
111=337, &pec vienam no skdiem x, x+1 vai x+2 jadalas ar 37. (Starp & pec kartas
sekojoSiem natdliem skaitiem viens noteikti dak ar 3, ipec dotais reiziajums vienngr
dals ar 3.)
No 1 idz 2013 ir 54 skadlit, kas dais ar 37 (lieikais 1998).
Tatad 54 veidos var izleties &du x, kas dais ar 37, 54 veidos -adu x, kax+1 daks ar 37
un 54 veidos —atlu x, ka x+2 daks ar 37, t.i., pavisam ir 54+54+54=16Rlitskaifi x, ka
x(x +1)(x+ 2) daks ar 111.
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7.3. a) Ja 1ll-dtra 8 virsotnes atrodas uz vienas taisnes, tad $tmes uzas neatrodas.
Apzimésim tas ar A, B un C. Tad noapsjam 8 virsotrtm dda atrodas starp A un B, lda—
starp B un C un da — starp C un A. & Dirihle principa Kda no m ddam ir vismaz 3
virsotnes unas visas atrodas uz vienas taisnes — pretruna.

b) Ja, var; skat. piegram, 5. zm.

5. 2m. 6. ZiM.

7.4. Piememsim, ka to var izd#r leverosim, ka #da gadjuma visu skailu paritites ir vieradas.
Ja visi skaif ir nepara, tad tiem visiem piesk@&im 1, uzdevum dota ipasba joprogm
izpildisies (blakus esoSo sKaitstarpba nemairsies). Ja visi skditir para skaiti (sakuma
dotie vai iepriekS apraki$is darbibas rezubita iegatie), izdaisim tos visus ar 2.

Tagad blakus 8voSo skailu starpbas s 3, 5, 7 vai 9. learosim, ka tagad blakusasbso
skaifu paritites ir daZdas, bet 13 skdiut gadjuma tas nav iesfams.

7.5. Sadaisim skotngjo trijstari cetros viemdmalu trijstiros ar malas garumu 2 (skat. @n2).
Ta ka ir ¢etri &di trijstari (kas neprklajas), un tajos ierakst 9 piecinieki, tad kda no Siem
trijstariem kis vismaz ts piecinieki, ipéc tap ieraksito skailu summa bs vismaz
5+5+5+3=18, k.b.j.

8.1. leverosim, ka8999999= 90000001 = 300C* —12 = (3000~ 1) [{3000+ 1) = 29993001
8.2. Atbilde: OA = 3(°, OB = 9, C = 60.

Ta ka OMBL = OLBH un BL ir bisektrise, tadJCBH =[JABM = OBAC un AAMB ir
viemadsanu un BM = AM (skat. 7.1m.).
Ta ka MC=AM=BM=BC, tadAMBC ir vieradmalu unCJMBC = [BCM = [JCMB =60 .
BH ir viemadmalu trijsira MBC augstums, atad af bisektrise, apec
OBAC =0CBH =60 : 2 = 30.
OABC = 180 — (UBAC + JACB) = 180 — (30 + 60) = 90°.

B

2% 27| 22
ot |25 2°
A ML H < 21222
7. ZAm.
8. Zm.

8.3. Atbilde: 8375.

Pavisam ir 900@etrciparu skalt. No tiem 5 = 625 skaii satur tikai nepra ciparus. Ftad
9000 — 625 = 8378etrciparu skalu pieraksi ir vismaz viens fra cipars.
8.4. To var izdatt, pieneram, &, ka pa@adits 8. zm.

Izmantojot pakpju ipagbu a**¥ =a* [@”, atrisirajumu var iedt, tabuh ierakstot pakpes ar

vienadam hazeém ta, lai kapinataju summa kafr rindina un katé kolonra batu viena un &

pati.
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8.5. @) Sanumugsim poZcijas no 11dz 20. Mums jpartk, ka pozcijas no 11idz 10 siv zéni,
bet no 111dz 20 — meitenes.
Aplukosim pirmo pomiju. Ja tur dtv zeéns, tad viss jau atiba. Ja meitene, tadakla no
poZcijam 2 lidz 11 noteikti gtv kads Zns (jo &l ir tikai 9 meitenes),atad to var samainh
vietam ar 1. porija s&vo3o meiteni. Sa veida pirmap soff ar vienu vai nevienu mai var
parikt, ka pirmaj poZcija stav zens.
Talak otrap sof tieSi tada pa% veida parak, ka otraj po4cija stav zeéns, treS@ sol — ka
treSaji po4cija stv zens utt.
Ar 10 sdiem, t.i., ar ne vaikk ka 10 mapam var pagakt, ka vigas poicijas no 11idz 10 siv
zeni.
b) Aplikosim s@ikuma sitdciju, kad meitenes ®t pozcijas no 11dz 10, bet &ni — poicijas
no 11 idz 20. Katd maia piedals tikai viens 2ns (2 Znu mainSana vietm neko nemaina),
tapec pec 9 manam noteikti lis vismaz viens éns, kas savu vietu neb mainjis, tatad
joprojam atradsies kda no pozcijam no 111idz 20.

9.1. Ja, piem.,111111111 =1234567898654321
9.2. Apzimésim dot reguhra trijstira ABC malas garumu a un augstumu

arh (skat. 1.z.m.). Tad B
SABc:%aEKD+%aEKE+%aEKF:%aEﬂKD+KE+KF).No otras E D
pusesS, ;. :%aﬂh . TatadKD + KE + KF = h neatkaigi no punktaK

A C
izve E
izveles. 1 Am.

9.3. Jaaunb, a>b ir taisnstira malu garumi, tachb = 2a + 2b . Parveidojot,
iegistam ab-2a-2b+4=4 jeb (a-2)(b-2)=4. legitajam
viemadojumam natuios skaitos ir divi atrisirajumi:

e a-2=b-2=2jeba=b=4,;
e a-2=4unb-2=1jeba=6 unb=3.

9.4. Takavisi g (=1, 2, ..., 2013) ir natal skaitli, to mazka iesggjama vertiba ir 1. Ja &ds no
dotajiem skaliem a = 1, tad neviefdiba a, =1>,/a,,, nav patiesa nevienam natiam
skaitlim ay.;, Tatad mazka iesgjama skailu & vertitba ir 2. Viegli p@rbaudt, ka
a =a, =..=a,,;=2 apmierina ddis nevieadibas, fpeéc summasa, +a, +...+a8,q,
mazka iesgjama veértiba ir 2+ 2+...+2 =2[2013= 4026.

9.5. No tris uzdevumiem var izveidot 8 daltis atrisiato uzdevumu ,komplektus” (t.sk., neviens
atrisimts uzdevums). Ja katru ,komplektutth atrisirgjusi ne vaigk ka 12 skoéni, tad
skoknu korgjais skaits btu ne vaiek ka 12(8 =96<100. Tatad ir vismaz 13 skehi, kas
izrekinajusi vienus un tos pasus uzdevumus.

Piezme.Dota uzdevuma risiijuma izmantots Dirih¢ princips.

10.1. Ta ka visi g (=1, 2, ..., 10) ir natati skaitli, to mazka iesggjama vertiba ir 1. Ja &ds no
dotajiem skaiiem a, = 1, tad neviefdiba a, =1> ,/a,,, nav patiesa nevienam natiam
skaitlim ax+1. Tatad mazka iesggjama skaifu a; vertiba ir 2. Viegli @rbaudt, ka a, =2,
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a,=3,a,=4,8,=5,a=6,a,=7,a,=8,a,=9, a, =10, a, =11 apmierina dats
nevieradibas. B ka tie ir mazkie dazdie natuilie skaifi, kas apmierina das
nevieradibas, tad summasa, +a, +...+a,, mazka iesggjama vertiba ir
2+3+4+5+6+7+8+9+10+11=65.
10.2. Atbilde: 36°, 36°, 108.

Ta ka AABC apvilktas un ievilkés rinka fliniju centri ir simetriski vienu trijsira maim
(apZmesim to ar BC; skat. 2.im.), tad viens no tiem atrodas

AABC iekSpus, bet otrs -arpus. Ta ka ievilktas ripka fnijas A

centrs Q vienner atrodas trijgira iekSpus, tad apvilkés ripgka /A\
linijas centrs O atrodaBABC arpus un AABC ir platlenka

trijstaris. C 0 B
OC=0B | apvilktas ripka lnijas &diusi, tad ABOC ir

viemadsanu. Apamesim JOCB=1OBC=x. Tad IBOC=180-
2x=[0BAC.

Ta ka O; ir simetrisks O attigba pret taisni BC, tad
0O,;BC=00BC=x unJO,CB=[10OCB=x.

levilktas ripka f[nijas centrs atrodas bisektriSu krustpankt
tapéc 1CBO=00,BA=x unOBCO;=[0O;CA=X.

Apskatm AABC lenkus: [OBAC = % 0BnC = % @60 - 8C° —2x)) =90° + X,

2. Zm.

OACB=OCBA=2x. Tad 90+x+2x+2x=18C¢ jeb =90° un x=18. Tatad
OACB=[CBA=36°, OBAC=108".

10.3. Apzimesim piramdas §autu garumus & paidits 3. 2m.
Piepemsim, kaa, b, c, d, e, f ir dazdi skaili. Ta ka visu skaldu

perimetri ir vieradi, tad %\
a+b=d+f ¢
atc=e+f /ob)
b+c=d+e
3.2m

Saskaitot pirmos divus viaédojumus un no tiem mgmot treSo
viemadojumu, iegistam 2 = 2f jeba =f — pretruna.

10.4. Piememsim, kan ir skaifa 2°°** ciparu skaits,m — skaita 5%°** ciparu skaits. Tad
10" <222 <10”  un  10™'<5*®<10". Sareiziasim §s  nevieadibas:
10™™? <10%" <10™™. Tatad n+ m-2< 2013< n+m un vienga iesgjama n+m vértiba
(t.i., uzrakstto ciparu skaits) ir 2014.

10.5. No septhiem daZdiem skailiem var izveidot (&):2=21 daZdus prus. Dotie skalt ir
dazdi, pie tam nav maki ka 1 un nav liedki ka 21, &pec divu &idu skaitu starpbas \értiba
ir vismaz 1 un nepysniedz 21-1=20. d ka starpbas var pigemt tikai 20 da@das \értibas,
bet pavisam var izveidot 21 dali skaitu pari, tad vismaz divu fru skaitu starpbas his
viemdas.

11.1. Atbilde: atrisirajumi ir (0; 0) un (1; 0).
Parveidosim vieadojumu fornma
X(x-1) = y?
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Jax =0 vaix = 1, tady = O un atrisigjums eksist.
Piememsim, kax > 1. Tad ir spka stingia nevieradiba
(Xx-1)? < x(x-1) < x°.
Ta ka x(x — 1) atrodas starp divu Sgo veselu skditi kvadatiem, tad tas nevarib vesela

skaifa kvadats. /\?

Lidzgi, jax <0, tad ir spka stingia nevieradiba B C
X? < X(x-1) < (x-1?>.

Tatad ar Sap gadjuma x(x —1) nevar Ikt vesela P

skaifa kvadats. s

11.2. Novilksim diagoali BD; apzameésim OPQD=a
(skat. 4. =m.). Ta ka cetrstiris PQDB ir ievilkts
rinka linija, tad OPBD =180 -0PQD=180-a .

No ta, ka ABCD ir paralelograms uAB ||CD seko, A o>~—_ b
ka 0SDB=[PBD=18C —-a . Cetrstiris SRBD af 4. Zm.
ir ievilkts rinka linija, tapec

OSRB=18C° -0SDB=180-(18C°-a)=a.
Atliek ieverot, ka taisnes PQ un RS veido dduos lakus a ar paratlam taistm AD un
BC, fapec tas af ir paraklas.

11.3. Var rikoties, piendram, &di.

Vispirms katd svaru kaus novieto tis morgtas. Ja svari iritizsvag, tad katra 9 g smag
moreta ir sad kaus. Tad iz\Elas divas mogtas no viena kausa un svelreiz. Ja to masas
ir vienadas, tad atlikuismoreta sver 9 g; ja& tad viegika no m sver 9 g.

Ja pirmaj s\ersara viens svaru kauss (apzesim to arA) bija viegkks, tad abas 9 g métas
ir Sap svaru kaus Tad iz¢las divas moétas no kausaA un sver €lreiz. Ja svari ir
lidzsvaé, tad atrastas abas 9 g ratas, pretja gadjuma vieglaka no &am sver 9 gramus.

11.4. Apzimésim F(x) = P(x) —2000. Tada gadjuma a, b, c, d ir polinomaF(x) saknes un
F(X) =(x—a)(x—b)(x—-c)(x-d)R(X) .

Ja P(n)=2013, tad F(n)=13=(n-a)(n—-b)(n-c)(n-d)R(n). Tatu skaitli 13 nevar
izteikt ka ne mazk ka 4 da&du veselu skalti reizirajumu.

11.5. Aplukosim visas iespamas skgtas lauzés linijas, kas katra sast non posmiem un visi
tas n lauzuma punkti ir dotajos punktos. Ridisim, ka no am lauzé linija ar vismazko
perimetru arir mekktais n-staris. Piememsim pretjo, ka &idai lauztai inijai kadi divi posmi
AB un CD krustojas punktX, pie tam lauz linija turpiras no punkta A uz D un no punkta
B uz C (skat. 5.1m.):

2012./2013. m.g. 6
Latvijas 63. mateitikas olimpades 2. posma uzdevumu atrgumi.
http://nms.lu.lv



IzdzeSam nogriegus AB un CD, un uZmgjam nogrieaus AC un BD. Pieadisim, ka

lauz@s linijas perimetrs samaazjas.
No trijstira nevieadibas seko, ka AC<AX +XC un BD<BX+XD. Tapec

AC+BD < (AX + XC)+(BX +XD)=(AX +BX)+(XC+XD)=AB+CD, un jauas
lauz@s finijas perimetrs ir maks nek iepriekgjas, kas ir pretrumar pigmémumu.

12.1. Parveidosim doto nevieibu:
1

a+b 1

—-+ab > = a+b- >2Jab < (a+b)"-1+——>4ab -
2 4(a+b) 2(a b) (@+b)’ 4(a+b)?

1
a-b)y?+——->
@-b) 4(a+b)?
Ta ka aunb ir divi dazdi natuali skaitli, tad (a—b)? = Lun 4(—-:::b)2 >0, lidz ar to pdgja
a

nevieradiba ir patiesa. d ka tika veikti ekvivalenti prveidojumi, tad arvisas iepriek§as,
t.sk. do#, nevieradibas ir patiesas, k.b.j.

12.2. No bisektrisegpa3bas mgstam% —E—g Ta ka AM =BC un AN =PC, tad ir spka

% :%. Tapec AABPAMN. No @ seko, ka OANM =[0APB. Savulart
OBNX =180 - OANM un OBPC=180C - JAPB, tapéc OBNX =[BPC. No & iegistam

vajadZgo pEc pazmesll.

/\/N@\\
A i
M ” /

P
X
7. 2m.

6. ZimM.

PieZzme: punktsM var atrasties dadas pugs no P, K af sakrist ar to. ToRr tas nekdi
neietekn® uzdevuma risijlumu (piem., sk. 6. un 71m.).
12.3. leverosim, kan® +3n+3=1% + 3+ 3= 0(mod7) . Tatad skaitlisn® + 3n+3daks ar 7 un#

. o . o . .. n*+3n+3
pirmreizirataji var bat tikai skaitlis 7 vai artadi pirmskaiti, kas neprsniedz—— .

2
. n-+3n+3
Pamatosim, k& <n?> un —————= < n?.

Ta ka n=1(mod7) unn> 1, tadn > 8. Tau tadn®> & > 7.

2012./2013. m.g. 7
Latvijas 63. mateitikas olimpades 2. posma uzdevumu atrgumi.

http://nms.lu.lv



n“+3n+3
— T <n

Nevieradiba ir ekvivalenta nevieidibai n?+3n+3<7n® o

2n*-n-1>0.
Atliek ieverot, ka funkcija f(x)=2x*-x-1=(x—-1)(2x+ 1) pienem pozitvas \&rtibas
intervala (L+), tatad 2n* - n-1> 0 visiem natugliem skaitiemn > 1.

12.4. Sauksim par doto 6 trijgtu sanu mahkm tas malas, kas atrodas uz sesstmahm.
Aplikosim $o trijsiru abu 8nu malu garumu summasa ka dota seSdira perimetrs ir
vienads ar 6, no Diritd principa seko, ka vismaz vienzd& summa nav ligka ka 1 (jo visas
trijstaru sanu malas piltha nosedz visas sefish malas). Apunesim 3o trijstiri ar A un &
sanu malas am un b, tad a+b<1. No nevieadibas starp vigjo aritmetisko un vidjo
geometrisko seko:

2Jab<a+bs<1
2
s 252) (3]
2 2
1
abs = 1
2 1)

.. . 1 . . .
Trijstara A laukumu varam apkinat pec formulasz absina , kur a ir lepkis starp mam a

unb. Ta ka dots reguirs sesstris, tada =120 . Tapec trijstiraA laukums ir vieads ar

labslncr—labsln120°——abﬁ—E ab (2)
2 2 2 2 4

No (1) un (2) seko, ka trijgta A laukums nav lielks ki — [—]l \/_ , K.b.j.

12.5. Pieadisim visg@rigaku apgalvojumu: ja parlamentr n depuﬁtl un katram no wiem ir
domstarfbas ar ne vaik ka d citiem depuitiem, kur 0<d <n, tad depuitus var sada
d + 1 komisih ta, lai vienas komisijas n@akiem diviem deputiem nelitu domstarfbu sad
star@. Tada gadjuma uzdevuma prastais sekos no piedita apgalvojuma, jan = 2013.
Pieadamo apgalvojumu pamatosim ar maggisko indukciju [gc n.

Indukcijas laze Jan=d+ 1, tad katt nod + 1 komisipm iekaujam tieSi vienu depatu.
Acimredzami, ka tad starp vienas komisijas ldezk neladiem diviem deputiem nelditu
domstarfbu sav starf.

Induktvais piezemums Piegemsim, ka gaguma, ja parlamerit ir n depuéti, tad vipus var
sadait vajadZgaj veida.

Induktva pareja. Pieiemsim, ka parlamefir n + 1 depuits; paadisim, ka af tad vipus var
sadait d + 1 komisip vajadZgaj veida.

Izvélamies patvAgu depuitu A. AtlikuSosn depustus sadalal + 1 komisih ta, lai starp
vienas komisijas locéiem nekidiem diviem deputiem nelitu domstarfbu sad starp@ (ko
var izdart, saskaa ar indukivo piepémumu). Deputtam A ir domstarfpas ar ne vaik ka d
citiem depuitiem, ta&u izveidotad + 1 komisija. Tas name, ka ir vismaz vienaata
komisija, ka A nav domstaitpu ne ar vienuis komisijas depatu. Tad A varam ielaut Saj
komisija, lidz ar ko arn + 1 depuits ir sadats d + 1 komisii vajadZgaj veida. Indukiva
pareja ir izdarta, Gtad apgalvojums ir piadits.
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