Latvijas 64. matematikas olimpiades 2. posma uzdevumu Tsi atrisinajumi
5. klase

5.1. Uz ritinu lapas uzzimeti divi taisnstiri ar izmeriem 1x 3 ritinas ta, ka tie neparklajas un

saskaras pa veselu skaitu ritinu malam, veidojas daudzstiris, N0 6 ritinam, kura malas iet
pa ritinu linijam. Katrs no taisnstiriem var bit novietots vertikali vai horizontali. Kads
var biit iegiitas figiiras perimetrs? (Atrodi visas iespéjamas vertibas un pamato, kapéc nav
citul)
Katra taisnstiira perimetrs ir 2-(1+3) =8, tatad ,,kopejais” perimetrs ir 16. Saliekot kopa,
taisnsttiri var saskarties ar 1, 2 vai 3 ratinu malam (skat. Al. zim.); ar katru ritinu malu,
kas tiem saskaras, kop€jais perimetrs samazinas par 2. Tatad iegiitajai figiirai perimetrs var
but 16—2=14,16-4=12 vai 16—-6=10.

P=10

p=12 p=14 P=14
P=14
Al. zim. P=14

5.2. Naturala vienpadsmitciparu skaitli vienadus ciparus aizstaja ar viendadiem burtiem, bet

dazadus - ar dazadiem; ieguva pierakstu PARSTEIGUMS. Zinams, ka Sis skaitlis dalas

ar 18. Noteikt, kurs cipars aizstats ar burtu S. Atbildi pamatot!

Varda PARSTEIGUMS pavisam ir 11 burti, no tiem pirmie 10 dazadi, tatad pirmie 10

burti apzimé visus 10 ciparus. Tad
P+A+R+SH+T+E+[+G+U+M+S=0+1+2+3+4+5+6+7+8+9+S=45+S.

Ta ka dotais vienpadsmitciparu skaitlis dalas ar 18 =2-9, tad tas ir para skaitlis (tatad S ir

para cipars) un ta ciparu summa dalas ar 9 (t.i., 45+S dalas ar 9).

Lai summa 45+S dalitos ar 9, saskaitamajam A ir jadalas ar 9 (ja viens saskaitamais dalas

ar 9, tad, lai summa dalitos ar 9, arT otram saskaitamajam jadalas ar 9). Vienigie cipari, kas

dalas ar 9, ir O un 9. Ta ka S ir para skaitlis, tad cipars 9 neder.

Tatad ar burtu S ir aizstats cipars 0.

5.3. No Cetrciparu skaitla A atnemot trisciparu skaitli B, iegiist 8002. Sos pasus skaitlus A un
B saskaitot, iegiist piecciparu skaitli. Atrast A un B.
No uzdevuma nosacijumiem seko, ka, pieskaitot skaitlim 8002 skaitli B divas reizes, iegiist
vismaz 10 000. Tas ir iesp&jams tikai, ja B =999 (ja B <999, tad 8002 + B + B <10 000).

Tapéc B =999 un A=8002+ B =8002+999 =9001.
Piezime. Uzdevumu var risinat arT apskatot vislielako trisciparu skaitli 999 un pamatojot,
ka mazaki trisciparu skaitli uzdevuma nosacijumus neapmierina.

5.4. Gramatas lappuses ir sanumurétas ar naturaliem skaitliem no 1 lidz 2014 pec kartas. Cik
lappusu numuros ir sastopams cipars 17
1. risinajums. Vispirms noskaidrosim, cik lappuSu numuros pirmajas 1000 lappus€s nav
izmantots cipars 7. Aizstasim 1000 lappusi ar 0-to lappusi, tad visi lappuSu numuri ir
trisciparu skaitli (viencipara un divciparu lappusém prieksa var pierakstit divas vai vienu
nulli). Katru ciparu var izvéléties 9 veidos (der visi cipari izpemot 7), tapéc $adu lappusu
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skaits ir 9-9-9=729. Tatad cipars 7 ir izmantots 1000—729 =271 lappuses numura.
Tikpat daudz lappusés cipars 7 ir izmantots otraja tikstoti. V&l viens cipars 7 ir izmantots
skaitlt 2007. Tatad kopa cipars 7 ir sastopams 271+ 271+1 =543 lappusu numuros.

2. risinajums. Pienemsim, ka gramatai ir v&l arT 0-ta lappuse. Ta ka tas numeracija nav
izmantots cipars 7, tad $ads pienémums neizmanis rezultatu — aprékinato lappusu numuru
skaitu.

Starp pirmajam desmit lappusém (no 0. [idz 9.) vienas numura bis sastopams cipars 7.

Lai aprékinatu lappusu ar 7 skaitu starp pirmajam 100 lappusém (no 0. lidz 99.),
nepiecieSams nemt véra, ka septitnieks ir visas lappusés no 70. lidz 79. (kopa 10 lappuses)
un pargjos devinos lappusu desmitos katra vél pa vienam — kopa 19 lappuses.

Tagad aprékinam lappusu skaitu starp pirmajam 1000 lappusém (no 0. lidz 999.). No 700.
Iidz 799. lappusei cipars 7 ir visas 100 lappuses. Katra no pargjiem deviniem lappusu
simtiem ir pa 19 lappusém. Tatad pavisam 100+9-19 = 271 lappuse.

Tiesi tikpat lappusu ar ciparu 7 ir otraja lappusu tukstot1 (no 1000. lidz 1999.). Tatad no 0.
lidz 1999. lappusei cipars 7 ir sastopams 542 lappusSu numuros. V&l cipars 7 ir
2007. lappuses numura.

Tatad no 1. lidz 2014. lappusei cipars 7 ir sastopams 543 lappuSu numuros.

5.5. Doti 99 punkti, dazi no Siem punktiem savienoti ar nogriezniem. Vai var biit ta, ka no
katra punkta iziet nepara skaits nogrieznu?
Pienemsim, ka ta var but. Tad no katra no 99 punktiem iziet nepara skaits nogrieznu. Tatad
kopg€jais nogrieznu galapunktu skaits ir nepara skaitlis, bet tas ir pretruna ar to, ka
nogrieznim ir tiesi divi galapunkti. Tatad uzdevuma aprakstita situacija nav iesp&jama.

6. klase

6.1. Atrodiet kaut vienu tadu skaitli a, ka vienlaicigi izpildas sadas ipasibas:
a) noapajojot a, 3-a, 5-a,7-a lidz veselam skaitlim, janoapajo uz leju,
b) noapajojot 2-a, 4-a, 6-a lidz veselam skaitlim, janoapalo uz augsu.
Var parbaudit, ka der, pieméram, skaitlis a =0,49. Der arf citas a vertibas.

6.2. Ritinu lapa uzzimet figiuru, kuras malas iet pa ritinu linijam un kuru var sadalit Cetras
dalas ta, ka katra dala sastav no veselam ritinam un katra dala saskaras ar katru citu dalu
vismaz pa vienas ritinas malu. Vai prasitas figiras laukums var bit mazaks par 10
ritinam?

Pieméram, skat. A2. zim.

A2. zim.

6.3. Pareiza vienadiba 4-4 =16 var katru ciparu izmainit tiesi par 1 un atkal iegiit pareizu
vienadibu 5-5=25. Atrast
a) kaut vienu pieméru ar tadu pasu ipasitbu, kurd reizina viencipara skaitli un
trisciparu skaitli,
b) kaut vienu pieméru ar tadu pasu ipasibu, kurda reizina viencipara skaitli un
divciparu skaitli, pie tam sakotnéja vienadiba ir vismaz cetri dazadi cipari.
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Der, pieméram,
a) 1-333=333 un 2-222 =444;
b) 3-25=75un 4-16=64.

6.4. Gramatas lappuses ir sanumurétas ar naturaliem skaitliem no 1 lidz 2014 péc kartas. Cik
lappusu numuros ir sastopams vismaz viens no cipariem 3 vai 7?
1. risinajums. Vispirms noskaidrosim, cik lappusu numuros pirmajas 1000 lappusés nav
izmantots cipars 3 vai 7. Aizstasim 1000 lappusi ar O-to lappusi, tad visi lappuSu numuri ir
trisciparu skaitli (viencipara un divciparu lappusém prieksa var pierakstit divas vai vienu
nulli). Katru ciparu var izvéléties 8 veidos (der visi cipari iznemot 3 un 7), tapéc $adu
lappusu skaits ir 8-8-8 =512. Tatad cipars 3 vai 7 ir izmantots 1000 —512 = 488 lappusu
numuros. Tikpat daudz lappus€s cipars 3 vai 7 ir izmantots otraja tiikstott. V&l cipars 3 ir
izmantots skaitlT 2003 un 2013, cipars 7 — skaitli 2007. Tatad kopa cipars 3 vai 7 ir
sastopams 488+ 488+ 3 =979 lappusu numuros.
2. risinajums. Pienemsim, ka gramatai ir v&l arT 0-ta lappuse. Ta ka tas numeracija nav
izmantoti cipari 3 un 7, tad $ads piepémums neizmanis rezultatu — aprékinato lappusu
numuru skaitu.
Starp pirmajam desmit lappusém (no 0. Iidz 9. lappusei) divu lappuSu numuros bis
sastopams cipars 3 vai 7.
Lai aprékinatu prasito lappuSu (ar ciparu 3 vai 7) numuru skaitu starp pirmajam 100
lappus€m (no 0. 11dz 99.), nepiecieSams nemt vera, ka cipars 3 ir visas lappusé€s no 30. lidz
39. un cipars 7 — visas lappusés no 70. lidz 79., bet pargjos astonos lappusu desmitos katra
vel pa divam — kopa 36 lappuses.
Tagad aprékinam lappusu numuru skaitu starp pirmajam 1000 lappusém (no 0. lidz 999.).
No 300. Iidz 399. lappusei visas ir cipars 3, bet no 700. Iidz 799. lappusei visas ir cipars 7.
Katra no pargjiem astoniem lappusu simtiem ir pa 36 lappuSu numuriem ar ciparu 3 vai 7.
Tatad starp pirmajam 1000 lappusém ir 200+ 8- 36 = 488 lappuSu numuri, kas satur ciparu
3vai7.
Tiesi tikpat lappusu numuru, kas satur ciparu 3 vai 7, ir otraja lappusu tikstoti (no 1000.
lidz 1999.). Tatad no 0. Iidz 1999. lappusei 976 lappuSu numuros ir sastopams cipars 3 vai
7. V@l cipars 3 vai 7 ir atrodams 2003., 2007. un 2013. lappuses numura.
Tatad no 1. lidz 2014. lappusei cipars 3 vai 7 ir sastopams 979 lappusu numuros.

6.5. Uz tafeles rinda uzrakstiti naturalie skaitli no 1 lidz 20. Roberts izvelas jebkurus divus no
tiem, nodzés tos un rindas gala uzraksta So skaitlu starpibu (ja skaitli ir dazadi, starpibu
aprékina, no lielaka skaitla atnemot mazako). So darbibu atkarto, kamér uz tafeles paliek
viens skaitlis.

a) Vai iespejams, ka Sis skaitlis ir 0?
b) Vai iespéjams, ka Sis skaitlis ir 1?
a) Ja, piem&ram, vispirms desmit gajienos iegiist
1, 2), (3,4), (5 6), (7, 8),(9,10), (11,12), (13,14), (15,16), (17,18), (19,20) —>
—-1,1,1,1,1,1,1,1,1, 1.
P&c tam piecos gajienos iegiist:
1,1),(@1,1),@1,1),@1,1),(1,1)—>0,0,0,0,0.
Tad Cetros gajienos iegiist skaitli O:
0,0000-0000-0,0,0—-00-0.
b) Ievérosim, ka, veicot doto parveidojumu, uz tafeles palikuso skaitlu summas paritate
nemainas (jo (@ + b) un (a — b) ir vienas paritates skaitli). Sakotn&jo skaitlu summa 210
ir para skaitlis; tatad rezultata nevar iegiit nepara skaitli 1.
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7. klase

7.1. Dots vienddojums

X4 =

Ariadne viena (jebkurd) ritina ieraksta vienu skaitli, péc tam Eleonora cita riitind ieraksta
vienu skaitli un beidzot Ariadne ieraksta skaitli atlikusaja tuksaja ritina. Pieradit, ka
Ariadne var panakt jebkuru no trim situacijam:

a) vienddojumam ir tiesi viens atrisinajums,

b) vienadojumam nav atrisinajumu;

C) vienadojumam ir bezgaligi daudz atrisinajumu.
(Speles sakuma jau zinams, kuru situdciju jaiegiist.)

Ievérojam, ka linearam vienadojumam ax=>b:
e ir tiesi viens atrisinajums, ja a = 0;
e nav atrisinajums, ja a=0 un b=0;
e ir bezgaligi daudz atrisinajumu, ja a=b=0.
Tatad Ariadnei jarikojas $adi:
a) Pirmaja gajiena pirmaja lodzina jaieraksta no nulles atSkirigs skaitlis. Neatkarigi no
Eleonoras gajiena un Ariadnes otra gajiena vienadojumam bis tieSi viens atrisinajums.
b) Pirmaja gajiena pirmaja lodzina jaieraksta 0, bet otrs skaitlis Ariadnei jaieraksta citads
neka Eleonoras ierakstitais.
¢) Pirmaja lodzina Ariadnei jaieraksta 0, bet otram skaitlim jabiit tadam pasam ka
Eleonoras ierakstitajam.

7.2. Uz taisnd lenka KLM malam atlikti punkti X un'Y (katrs uz savas malas), uz ta bisektrises
nemts tads punkts O, ka «XOY =90°. Pieradit, ka OX =QY .
Novelkam no punkta O perpendikulus OA un OB pret lenka KLM malam KL un LM (skat.
A3. zim.). Ta ka punkts O atrodas uz lenka bisektrises, tad attalumi no punkta O lidz lenka
malam ir vienadi, ti., OA=OB. Cetrstira LAOB tris lepki ir 90° lieli, tatad art
ZAOB =90°.

K
0
Al
X
-
L B Y M

A3. zZim.

Ievérojam, ka

o /XOA=~£XOY — ZAOY =90° - ZAQY ;

e /YOB=/A0OB - ZAQY =90°—- ZA0Y = ZXOA.
Tad AXAO = AYBO (pé&c pazimes ,, /m¢”):

o /XAO = ZYBO =90°;

e OA=0B:;

o /XOA=/YOB.
Lidz ar to OX =QOY ka vienadu trijstiiru atbilsto$as malas.
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7.3. Cik starp pirmajiem 2014 naturalajiem skaitliem ir tadu skaitlu x, ka skaitlis
X(X+1)(X+2) dalas ar 877

Ievérojam, ka 87 =29-3. Ta ka 29 ir pirmskaitlis, tad vienam no skaitliem X, x+1 vai
X+ 2 jadalas ar 29. Starp tris p&c kartas sekojoSiem naturaliem skaitliem viens noteikti
dalas ar 3, tap&c dotais reizinajums vienmér dalas ar 3.

No 1 Iidz 2016 (2016 ir liclaka iesp&jama X+ 2 vértiba) ir 69 skaitli, kas dalas ar 29
(lielakais no tiem ir 2001=69-29).

Tatad 69 veidos var izvéleties tadu X, kas dalas ar 29, 69 veidos — tadu X, ka x+1 dalas ar
29 un 69 veidos — tadu X, ka x+2 dalas ar 29, t.i., pavisam ir 69+69+ 69 =207 tadi
skaitli X, ka X(x+21)(x+2) dalas ar 87.

7.4. Uz balliti ieradas N (N >1) cilvéki un ballites beigas katrs uz lapinas uzrakstija veselu

skaitli robezas no 0 lidz N -1 — cik jau ieprieks pazistamus cilvékus ballité saticis.
Uzskatisim, ka pazisands ir abpuséja — ja A pazist B, tad B pazist A. Izradijas, ka uz visam
lapinam bija uzrakstiti atskirigi skaitli. Pieradit, ka vismaz viens no ballites apmeklétdjiem
ir kludijies.
Ja visi skaitli ir atsSkirigi, tad katrs no skaitliem no 0 lidz N —1 ir bijis uzrakstits tieSi vienu
reizi. Tas, kur§ uzrakstija 0, nepazina nevienu citu ballites dalibnieku un, tatad, ari vinu
neviens nepazina. Tas nozimg, ka nevargja buit dalibnieks, kas pazist N —1 dalibnieku
(visus, iznemot sevi). Tatad vismaz viens no ballites apmeklétajiem kludijas.

7.5. Pilsétas ielu tikls veido kvadratveida rezgi, kas sastav no 8x8 vienadam kvadratiskam
rutinam. Katra no 81 ritinu stiuriem ir autobusu pietura; citu pieturu nav. Kadu vismazako
skaitu autobusa marsrutu jdaievies, lai no katras pieturas varétu aizbraukt uz katru citu,
izdarot ne vairak ka vienu parsesanos? Pa katru marsrutu autobuss kursé abos virzienos;
Katrs marsruts drikst saturét augstakais vienu pagriezienu.

Katrs marSruts iet pa augstakais vienu horizontali un vienu vertikali. Ja marSrutu skaits
neparsniedz 8, tad atrastos vertikale un horizontale, pa kuram neiet neviens marsruts; uz So
ielu krustpunktu nevarétu aizbraukt.

Ar 9 marSrutiem pietiek. Piemé&ram, var npemt visus marSrutus, katrs no kuriem satur
pilniba vienu vertikali un visu augsgjas horizontales dalu pa labi no §is vertikales (skat.
A4, 7im.).

o 'O o 0
A4. zim.
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8. klase

8.1. Dots, ka a+b+c=0 un a=0. Pierddit, ka vienadojumam ax®>+bx+c=0 ir saknes
(varbiit vienadas), un izteikt tas, neizmantojot kvadratsaknes zimi.

No vienadibas a+b+c=0 seko, ka skaitlis 1 ir vienadojuma ax®+bx+c=0 sakne.
Otru vienadojuma sakni atrodam izmantojot Vjeta teorému:

b b
Xp + Xy =—— = X;=1 un x,=——-1
a a
vai art
c C
XXy =— = X =1 un x,=—.
a a

8.2. Taisnstira ABCD diagonale BD ir taisnstira BDEF mala, punkts C atrodas uz EF.
Malas BC viduspunkts ir G. Pieradit, ka AG = EG .
Novelkam nogrieznu BC un BF vidusperpendikulus GK un MN (skat. A5. zim.).
Ta ka katrs punkts, kas atrodas uz nogriezna vidusperpendikula, atrodas vienada attaluma
no nogriezna galapunktiem, tad AG = DG.
Ievérojam, ka BM = MF un MN L BF . No ka seko, ka MG || CF un MG ir trijstura BFC

viduslinija, kas iet caur malas BC viduspunktu G. Tatad punkts G atrodas uz nogriezna BF
vidusperpendikula MN (nogrieznu BF un DE vidusperpendikuli sakrit, jo BDEF ir
taisnstiiris). Lidz ar to DG = GE.

Esam ieguvusi, ka AG = DG = GE, kas ar1 bija japierada.

A B
—— M
K
== F
D C
N
Ab. zim.
E

8.3. Cik ir tadu piecciparu skaitlu, kuru pieraksta ir vismaz viens nepara cipars?
Pavisam ir 9-10-10-10-10 =90000 piecciparu skaitli. Uzdevuma prasits atrast visus tos
piecciparu skaitlus, kuru pieraksta ir vismaz viens nepara cipars; SO nosacljumu
neapmierina tie skaitli, kuros visi cipari ir para. Sadu (kas satur tikai para ciparus) skaitu
skaits ir 4-5-5-5-5=2500 (skaitla pirmais cipars var but 2, 4, 6, 8 — Cetras dazadas
iespejas). Tatad 90000 — 2500 = 87500 piecciparu skaitlu pieraksta ir vismaz viens nepara
cipars.
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8.4. Uz balliti ieradas N (N >1) cilveki un ballites beigas katrs uz lapinas uzrakstija veselu
skaitli robezas no 0 lidz N -1 — cik jau ieprieks pazistamus cilvékus ballité saticis.
Uzskatisim, ka pazisanas ir abpuséja — ja A pazist B, tad B pazist A. Vai var biit, ka uz
visam lapinam bija uzrakstiti nepara skaitli, ja a) N = 2014, b) N =24017?

a) var but. Pieméram, ja visi viesi viens otru pazist pa pariem, tad visi viesi uz lapinas bis
uzrakstijusi pa vieniniekam.

b) nevar bat. Visu uzrakstito skaitlu kopsummai jabut para skaitlim, kas vienads ar
divkarSotu pazisanos skaitu (jo katru paziSanos atzimé abi taja iesaistitie — A pazist B un B
pazist A). Nepara skaita neparu skaitlu summa ir nepara skaitlis, tap&c Sada situacija nav
iespgjama.

8.5. Trijstira virsotnes atrodas kvadratiska ritinu rezga punktos. Pieradit, ka kada no
trijstira malam iet vai nu caur kadu citu ritinu rezga punktu, vai kadas ritinas centru.
Ieviesisim koordinatu sistému ta, ka koordinatu asis iet pa rutinu malam un 1 vieniba ir
vienas riitinas malas garums. Varam ieverot, ka ritinu krustpunktu koordinatas ir

n, n . .. . .
(?1,?2], kur n, un n, ir nepara skaitli. Punktu (a, b) un (c, d) viduspunkta koordinatas

r[a+c b+d)
2 2 )

Yi

=<V

0 a a+c ¢

AB6. Zim.
Aplukosim trijstiira virsotnu koordinatas (X, y) péc to paritates. Katra virsotne ietilpst
kada no grupam
(p. ), (p1), (0, p), (N, n),
Kur ar p apziméts para skaitlis, ar n — nepara.
Iesp€jami divi gadijumi:

e Ja divas trijstiira virsotnes ietilpst viena grupa, tad izvélamies Sos divus punktus un $o
punktu viduspunkta koordinatas abi bus veseli skaitli, kas nozimé, ka §is viduspunkts
atrodas kada cita ratinu rezga krustpunkta.

e Ja nekadas divas virsotnes neietilpst viena grupa, tad var izveleties divas virsotnes ta,
ka abam koordinatam ir pretéja paritate. So punktu viduspunkta koordinatas biis forma

n, n o .- . _
(?1 , éj , kur n; un n, —nepara skaitli, kas nozime, ka sis viduspunkts atrodas kadas

ritinas centra jeb trijstira mala iet caur ritinas centru. Lidz ar to esam pieradijusi
prasito.



9. klase

9.1. Vai vienidojumam2x? + a® +b? = 2x[{a+b) ir atrisingjums, ja a un b ir daii skaii?
1. risinajums. leverosim, ka
2x% —-2x[a+b) +a’ +b? = (x* - 2ax+a?) + (x* - 2bx+b?) = (x—a)? + (x—b)?.
Tapec doto vieadojumu var arveidot forma
(x—-a)? +(x-b)? =0.
Divu skaifu kvadatu summa ir O tad un tikai, ja abi Sie skait nulles. Jax ir dota
viemadojuma sakne, tadlpit x =a un x =b; bet tas naumg, ka a=b; pretruna ar uzdevuma
nosagumu. Tatad dotajam vieidojumam nav atrisiuma.
2. risinajums. Uzraksam dota kvaditvienadojuma diskriminatu:
D =4(a+b)? -8(a® +b?) = 4a® +8ab+4b* —-8a® —8b? =

= -4a” +8ab-4b? = -4(a® - 2ab+b?) = —4(a-b)°.
Lai kvadiatvienadojumam Iitu atrisirgjums diskriminantam &rtibai jabit nenegavai. Ta ka
-4a-b)? <0, tad viega iesfEja, lai dotajam viefdojumam eksigtu atrisirsjums ir
gadjums, kada=b.
Tatad, jaa unb ir dazdi skaili, dotajam vieadojumam nav atris@uma.

9.2. Taisnstira malu garumi ir veseli skdit ta perimetrs ir par8 mazks nelk taisnstira

laukums. Atrast visusi§us taisnsirus.
Jaaunb, a=b ir taisnstira malu garumi, tadab=2a+2b+8. Ekvivalenti grveidojot,
iegistam ab-2a-2b+4=12 jeb (a-2)(b-2)=12. Fedgja vieradojuma kreig8s puses
reizinataji var piepemt tikai \ertibas 1 un 12, 2 un 6 vai 3 un 4 k& vieradojums ir simetrisks
attieaba pret maimgajiema unb, tad reiziataju seGba nav svaga). Lidz ar to iesgjami tris
gadjumi:

e a-2=1unb-2=12jeba=3 unb=14;

e a-2=2unb-2=6jeba=4unb=8;

e a-2=3unb-2=4jeba=5unb=6.
Uzdevuma nosagimus apmierina taisnsi ar izmériem 3x14, 4x8 un 5x6.

9.3. Atrisinat naturalos skaifos vie@dojumu3abc+3a+3b=7bc+7.
Izsakim maingo a:
a(3Bbc+3) =7bc+7-3Db;

_fbc+7-3p _7(bc+D-3p _7(bc+tl) 3B _7_ b :2}_ b
3(bc+1) 3(bc+1) 3(bc+1) 3(bc+1l) 3 bc+l 3 be+l
Lai a butu natuals skaitlis, tadgbat b _1 vai b :11 :ﬂ.

bc+1 3 bc+l 3 3
Apskatim abus gaglumus:

b :E, tad a=2 un bc+1=3b jeb c:3b__1:§ 1
bc+1 3 b b b

natuéls tikai tad, ja% ir natuéls. Vieriga iesggja, jab =1. Lidz ar to esam ieguvusi, ka

:3—%. Skaitlis ¢ ir

a=2, b=1unc=2 ir dota vieradojuma atrisigjums.
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e Jab un c ir natuali skaitli, tad b<bc+1 jeb b <1. Tatad ;ltﬂ un Saj
bc+1 bc+1 3
gadjuma dotajam vieadojumam nav atris@uma.
Lidz ar to esam padijusi, ka dotajam vieidojumam natulos skaitos ir viens viefgs

atrisimjumsa=2, b=1unc=2.

9.4. Figara ,sienazis” apdraud s ritizas, kas tai pieskaras aristem (skat.1l. zm, kur s -
siemizis, X - fitinas, ko tas apdraud). Cik dados veidos uBx8 rutipu Saha galdia var
novietot vienu baltu un vienu melnu sien (katru sav ratiga) ta, lai tie viens otru
neapdraudtu?

X X
5
X o
1.1m.

Apskatm tris principili atskirigus bali sieraza izvietojumus:

« Ja baltais sieazis atrodas Saha gab@di stira fitina, tad tas apdraud tikai vienatimu x
(skat. Al. a) un.). Lidz ar to melno sie&zi var novietot jebkur no atlikuSagm
64-1-1=62 ratinam. Ta ka ir cetras dira ritinas, tad dado izvietojumu skaits ir
4162 =248.

» Ja baltais sieizis atrodas Saha gabdi maétja ratina (ne stiri), tad tas apdraud divas
ratinas x (skat. Al. b)im.). Lidz ar to melno sieazi var novietot jebkur no atlikuSagm
64-1-2=61 ratipam. Ta ka ir 24 matjas fitinas, tad dado izvietojumu skaits ir
24161=1464.

» Ja baltais sigizis atrodas #da no Saha galda vidus fitina (ne stiri un ne pie Saha
galda malas), tad tas apdraiedras @itinas x (skat. Al. c)im.). Lidz ar to melno siexzi
var novietot jebkur no atlikuSagm 64-1-4 =59 ratinam. Ta ka ir 36 vidus fitinas,
tad daZdo izvietojumu skaits iB6[59=2124.

Tatad koygjais dazdo figiru izvietojumu skaits i248+1464+ 2124=3836.

5 5 X X

b
. Al. Zim. . K
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9.5. Kvadrata ABCD malas garums it; M ir malas AD viduspunkts. NogrigZAC un BM
krustojas punld S. Apekinat trijstara ASM laukumu.
Trijstari ASM un CSBir lidzgi (péc pazmes ,/¢”), jo OASM=[CSB ka krustlepki un
OSAM = [JSCB ka iekEjie skerslenki pie paratlam taisem AD un BC (skat. A2. zm.). Ta

ka AM =1AD=EBC, tad 22 =BC _» & trijstiru laukumu attiesba ir vierada ar
2 2 SM  AM

trijstiru idzibas koeficienta kvadtu, t.i., Sess 2% =4 jeb Seqp =4Sy
ASM
leverojam, ka trijsiriem ASM un ASB ir kopigs augstums, un malu, pret &or novilkts

kopigais augstums, attigaa ir % =2. Lidz ar to So trijstru laukumu attiexba ar ir 2, t.i.,

Shes - 2 jeb Spps = 2Spgy-

ASM
Esam ieguvusi, ké&S,gc = Spgs + Sepe = 2Sasm T 4Sasy- T2 k& Sype :%SABCD = % = %
1. 1
tad 6S == jeb S =—.
ASM J ASM =75
B C
S
A T M T D
A2. ZIM
10. klase

10.1. Dots, kax® > 2. Pieradit, ka

a) x°>4;

b) x’ >5.
a) 1. risinajums. leverojam, ka x® =x3x® >2[2=4. Lidz ar to esam piadijusi, ka
x® >4,
2. risinajums. Dotis nevieadibas x* >2 abas puses ir porias. Tipec, cdot to pakpe ar
natuilu kapinataju, atkal iedgist patiesas neviédibas. Htad, cg¢ot x3 >2 kvadita, iegist
x® > 4, kas af bija japierada.
b) 1. risinagjums. Ta ka 2’ =128>125=5,tad, doto izteiksmi #pinot sepitaja pakipg,
iegastam:

x*)">2">5" = (x')*>5° = x'>5

2. risinajums. Velkot treds pakipes sakni no das nevieadibas abu puSu izteiksm,
iegastam x > ¥2.
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Ta ka nevieradibu x>3%/2 un x® >4 abas puses ir poms, tad varamis nevieadibas
reizinat

xx® >32@.
Veicot @rveidojumus un naoartéjot, iegaistam prago:

x' >32m=%328/64=3128>3125=5.

10.2. Pieradit, ka, izeloties 52 no aritnetiskas progresijas 1, 4,7, 10, ... loceliem, kas
nepirsniedz300, vienner starp Siem skaltem var atrast divus skdits, kuru summa 802
Lielakais miretas aritnétiskas progresijas loceklis, kas ragpniedz 300, ir 298. Sadah visus
progresijas locdkis kopas (katras kopas, kaiir divi progresijas locek elementu summa ir
302):

{1}, {151}, {4, 298}, {7, 295}, {10, 292}, ..., {148, 154}.
Sadu kopu skaits ir 51. &ka ir jaizvelas 52 skalf, tad vismaz divi no tiemis no vienas
kopas. Sie skditir meklztie divi skaiti, kas sumra dod 302.

10.3. Piecstiris ABCDE ievilkts mka Imija, nogriezi AD un BE krustojas punktF. Zinams, ka
BC = DF =DE. Pieradit, ka AC =CE.
NovelkamBD, ACunEC (skat. A3. zm.).
Ta ka ievilktie lepki, kas balsts wuz vieadam hordim, ir vieradi, tad
OEBD=0OBEC=0DAE = un ODEC=0CAD=a. Viemadsanu trijstira DEF lenki pie
pamata ir vieddi, t.i., ODEF = OEFD =a + §. Tad OAEF =180 - EFD =180 - (a + )
ka blakusleki. No AAEF iegistam, ka

OAEF =180 -OFAE-UAFE=18C-4-18C+a+ L =a.

Esam ieguvusi, k&IEAC=OAEC=qa + S. Tatad trijstiris AEC ir vienadsanu un AC = CE
ka atbilsto&s sinu malas.

10.4. Zinams, kaay, a, ,..., & I tadi dazdi nepira naturmli skait/i, ka a, >/a, , a, >,/a; , ...,

ag >./a, unay >./a . Aprekinat vismazko summas, + a, +...+a,, vertibu.
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Ta ka visi a (i =12,...,10) ir natugli skaitli, to mazka iesggjama vertiba ir 1. Ja kds no
dotajiem skaiiem a, = 1, tad nevieadiba a, :1>\/a nav patiesa nevienam néetlam
skaitlim a,,,. Tatad mazka iesggjama skaiju a Vertiba ir 3 (skaitlis 2 neder, jo tas iama
skaitlis). Viegli @rbaudt, ka a, =3, a, =5, a; =7, a, =9, a; =11, a; =13, a, =15,
ag =17, ag =19, a, = 21 apmierina dais nevieadibas. & ka tie ir mazkie dazdie nepra
natuilie skaili, kas apmierina das nevieadibas, tad summas, +a, +...+a,, mazka
iesgEjama vertiba ir
3+5+7+9+11+13+15+17+19+21=120.

10.5. Grozos pa apli izvietotas 2014 konfeki@skia blakus grozos konfekSu skaitscia#s tieSi
par 1. Zinams, ka ir vismaz divi grozi un katgroz ir vismaz viena konfekte.as var lit
a) vismazkais; b) vislielikais grozu skaits?

a) Vismazkais grozu skaits, kas apmierina uzdevuma npsaas, ir 4. KonfekSu
izvietojums grozos irals: (503, 504, 503, 504).
Skaidrs, ka nepietiek ar diviem groziem, jo tadngigroz konfekSu skaits idu k, bet ota
k+1, kas kop dotu nepra skaitli. Nepietiek arar trijiem groziem, jo tad gré@zar mazko
konfekSu skaitu #itu k konfektes un blakus grozos pa+ 1 konfektei, bet saska ar
uzdevuma noteikumiem blakus grozos nevantenads konfekSu skaits.
b) Pieadisim, ka grozu skaitam vieramir jadals ar 4. Blakus esoSos grozos konfekSu
skaitam vienr®@r ir pregja paritite — idz ar to grozu skaitam noteiktidalas ar 2 (ciidi kaut
kur blakus las divi grozi, kuros abos ir vai nda, vai nepra skaits konfeksu).
leverosim, ka divos blakus esoSos grozos konfekSu sumimaner ir nepara skaitlis.
Apzimgjam grozu skaitu a2n un sadam visus grozus blakussivoSu grozu pros, katé
Sada part konfekSu skaits ir nejpa, Gtad kogjais konfekSu skaits in negra skaitu summa.
Ta ka kopgjais konfekSu skaits ir 2014, tadabut para skaitlim. &tad grozu skaits dad ar 4.
(PieZme. Sis spriedumsigrasda, ka maakais grozu skaits varib4).
Lielakais iespjamais grozu skaits ir 1340. Konfektes grozos wareiot &di (divos grozos ir
tris konfektes, frgjos grozos — viena vai divas konfektes):

3,2,3,2,1,2,1,...,2,1, 2.
Ja grozu skaitsitu lielaks, tad latu vismaz 1344 groziatad 672 blakusavoSu grozu pri
un, ja katd part batu minimalais konfekSu skaits (t.i., 1 konfektes), tad ka@is konfekSu
skaits litu vismaz672[3 = 2016, kas farsniedz 2014.

11. klase

11.1. Polinoms P(x), kura visi koeficienti ir veseli skdit pieczm veseim X \értibam pigzem
vertibu 200Q Pieradit, ka nav &das veselas xeéwibas, pie kuras dotais polinoms pem
vertibu 2014
Apzimesim F(x) = P(x) —2000. Tada gadjuma a, b, ¢, d, e ir polinomaF(x) saknes un
F(X) =(x—a)(x—b)(x-c)(x—d)(x—e)R(X) .

Ja P(n) =2014, tad F(n)=14=(n-a)(n—-b)(n—-c)(n—-d)(n-€)R(n). Esam ieguvusi, ka
skaitlis 14 ir uzraksts ka vismaz piecu datlu veselu skditi reizirajums. legita pretruna, jo
14=1[2[7 vai 14=1[14. Tatad nav idas veselax veértibas, pie kuras dotais polinoms
pienem \ertibu 2014.
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11.2. Rigka lmija ar centru punki O novilkti divi savstargi perpendikudri radiusi OA un OB.
Caur hordas AB viduspunktu C novilkta horda DE, kasalla OA (punkts D atrodas uz
mazika loka AB). Apékinat legka AOD lielumu!

Ar F apamgjam nogrieau OB un DE krustpunktu unCJAOD=a (skat. A4. mm.). Ta ka

AC =CB un AO| DE, tadCF ir trijstira AOB vidusknija un OF = BF .

A4. Zim. B

No OA un DE paraleliites seko, kaDE 0OB un OODE=[0AOD=a (ka iekZjie
erslenki). Cetrstiris DOEB ir rombs, jo DE 0 OB, OF =FB un DF = FE (radiuss, kas
perpendikuirs hordai, dala to uz p&®). No rombapasbam seko, kallDEB = ¢ . Lidz ar to
[ODOB = 2[0DEB = 2a ka centra lekis un ievilktais lakis, kas balgis uz vienu un to pasu
loku DB.

levérojam, kalJDOB+ JAOD =9(° jeb 3a =90° un g = JAOD=30°.

11.3. Kadiem natudliem skaifiem n pierit $da 7paSba: visu skala n naturlo dalitaju,
izgemot 1 un n, kvadtu summa ir vie@da ar pasu skaitli n?
Paidisim, ka uzdevuma nosganus apmierina visi natéiie skaifi, kas ir pirmskaitu

kvaditi, t.i., n= p?, p — pirmskaitlis.
Pirmkart, n = p? der, jo p? vierigais daitajs, kas nav ne 1, neiap?, ir pirmskaitlisp. Tatad
skaifa n = p? natuglo dafitaju (izpemot 1 um) kvadiatu summa irp? =n.

Otrkart, pieladam, ka citi natuglie skaili neder. Skaitlis 1 neder, jo tam nav citu naitur
dalitaju ka tikai skaitlis 1. Apskam saliktu skaitlin=alb, kur a>1 un b>1. Tad skaitan

dalfitaju (kas atgiras no 1 um) kvaditu summa ir vismaa? +b?. Tau
a’?+b?=2ab>ab=n,

kur pirmé nevieridiba izriet no patiesas nevigibas (a-b)?=0. Lidz ar to saliktiem

skaifiem n apskaimo daftaju kvaditu summa ir lielka nela n.

11.4. Kada pilséta ir n detekivi (n=2) un cita starg tie izseko arviens otru. Ziams, ka
jebkuriem diviem detekiem A un B vai nu A izseko B, vai B izseko A.ddierka visus
detekivus var nosidit vierz rinda ta, ka pirmais izseko otro, otrais - treSo, .(n-1)-ais
izseko n-to.

Apgalvojumu pieadisim ar materstisko indukciju gc detekivu skaitan.
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Baze.Jan =2, apgalvojums ir patiess, t.iA — A, (detekivs A izseko detektu A,).
Induktvais piezemums. Piggemsim, kak detekivi A, A,,..., A, nosaditi rinda atbilstoSi
uzdevuma nosgamiem:
A oA s s A S Ay o AL
Induktva pareja. Aplakojam detekivu A, ,,. lesgjami divi gadjumi:
1. Ja detekvs A, ,, izseko detekvu A (apZmesim A.,, - A), tad detekvu A, var
novietot rindas akuma.
2.JaA - A, tad iespjami divi gadjumi:
» visiemi izpildas A - A,,, tad detekvu A, ,, var nosidit rindas beigs;
* javisiemi neizpildis, kaA - A, tadpemsim mazkoi tadu, ka A,; - A,
tada gadjuma A_ - A,,. Tad detekvu A, var nosidit rinda starp
detekiviem A_, un A.
Lidz ar to esam piergdsi uzdevuma pram.

11.5. Neviens no r@diem skaifiem x, y un z nav nulle un+ y + z = xyz . Pieradit, ka

1 1 1
e =
X2 y2 ZZ

Reizinot doto nevieadibu ar (xy2)? > 0, iegistam ekvivalentu nevianibu:
V222 + 3227 + X2y 3 (xyd?.
Veiksim ekvivalentus frveidojumus:
y272 + X27% + X?y? 2 xyAx+ y+2);
y2z% + X2Z% + X2y? 2 XPyz+ xy’z+ xyZ;
2y?7% +2x%7% + 2x2y? 2 2x2yz+ 2xy?z + 2xyZ;
2y27% +2X27% + 2x2y? - 2x2yz-2xy*z - 2xyZ 2 0;
(x%y? = 2x2yz+ X*Z%) + (x%y? = 2xy?z+ y27%) + (X*Z% - 2xyZ + y?2%) 2 0;
(xy—x2)% +(yz-xy)? + (xz2— y2)? 2 0.

Tris kvaditu summa ir nenegat skaitlis, idz ar to gdeja nevieradiba ir patiesa.
Ta ka tika veikti ekvivalenti prveidojumi, tad ardot nevieradiba ir patiesa.

12. klase

12.1. Zinams, kaa > % ,b> % c> % un x ir vier@dojuma x® — ax? + bx—c = 0 sakne. Piefdit,

kax>—l.
2

Piepemsim, kax<0. Tad x® <0, —ax* <0, bx<0, —-c<0, tapéc x°> —ax®* +bx-c<0.

Tatad vieridojuma x® —ax® + bx—c = 0 saknex nevar lit negaivs skaitlis unx = 0> —%.
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12.2. Uz paralelograma ABCD pretzm malim AB un CD atméti attieagi punkti E un F.
Nogriezzu AF un DE krustpunkts ir H, bet BF un CE krustgenk G. Pieadt, ka
Secrr = Saon * Sgee -

Izsakam trijstira ABF (skat. A5. zm.) laukumu vaiikos veidos:

Sase = Sapr + Secr

1 1
* Spgr == ABlh,; ==S ;
ABF = AB = 5 SABCD

* Saer = Sane * Sgec + Seerr -

B C
G
E
F
A
A5. Zim. D
Lidzgi vairakos veidos izsam trijstira CDE laukumu:
1 1

* Scoe :ECD (hep :ESABCD;
*  Scoe = Spape * Sece = Sapn + Sane + Seee * Sees-
- 1
Taka Spgr = Scpe = 5 Sasco- tad

SAHE + SBEG + SGEHF = SADH + SAHE + SBCG + SBEG;

Seenr = Sapn t+ Spees
kas art bija japierada.

12.3. Uz tafeles uzraksti visi trisciparu skaii, kas dafis ar31:

124 155 186, 217, ...,961, 992
Vai no Siem skallem var iz¢leties a) dewvius, b) desmit@ ka gan simtu, gan desmitu, gan
vienu pozija vismaz pa vienai reizei ir atrodams katrs no ciparl lidz9?
a) Lai pa reizei btu parstavets katrs no nenulles cipariem, tiem KapoZcija japaradas tieSi
vienu reizi. Btad katé poZcija ciparu summa ir 45 un visu i&eto skaitu summas &tiba ir
45M111=3% [5[B7. Ta ka visi izveletie skaiti dalas ar 31, tad arSo skailu summa dak ar
31. Esam ieguvusi pretrunu, jo akinata summas &rtiba nedas ar 31. Htad no dotajiem
skaifiem nevar izeléties devipus &, ka gan simtu, gan desmitu, gan vienuipgz vismaz pa
vienai reizei ir atrodams katrs no cipariemdiz|9
b) Uzdevuma prawo var izpildt. Der, piendram, skaili

124, 248, 372, 465, 496, 589, 651, 713, 837, 992.

12.4. Alise resa rokasspiidzes, kas sast no virterz savertam 10 melam un 20 balim perlitem.
Marta zg&is prot rokasspidzei samair divas @rlites vieim tad, ja starpdm atrodas tieSi
tris citas f@rlites. Cik rokass@dzes Alise var vienlaigi nesat, lai Marta z&is ar atkartotam
darbibam no tim nevaétu iegit divas vieadas? Rokasspdzes tiek uzskaas par vieadam,
ja tas sakit pagriezot pa apli (ap roku).
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Atbilde. 6 rokasspidzes.
Aplakosim 15 griites, kas atrodasip@a poZcijas un paidisim, ka Marta Zis tas var sakrtot
patvdiga seGba. Sanumugsim tas &di (skat. A6. zm.)

A6. zim. 5 12

Marta z&is var maiit vietam 1 ar 2, 2 ar 3, ..., 15 ar lafdd vinS var no 8kuma iemairt
pareizo prliti vieta nr. 1, @c tam, neaiztiekot vietu nr. 1, iem#@ipareizo prliti vieta nr. 2,
pec tam, nemainot 1 un 2 iemairpareizaj perliti vieta nr. 3 utt. To paSu var izdaman ar
perlitem, kas atrodas neém poicijas. Tatad atirigas lis 6 rokasspidzes, kugm para
poZcijas his daZzds melno prlisu skaits: 0, 1, 2, 3, 4, 5. SeSas vaiakainelras perlites fira
poZcijas noZme 4 vai mazk negra poicijas, un, i ka rokasspidzi var pagriezta, ka para
poZcijas friet par nepra poZcijam, tad &das rokasspdzes vags partaigt par jau Edu no
esoSam.

12.5. Vai var atrast &dus 2014 daius natuslus skaifus a,, a, , ..., 8,4, k&

R .

8 & A014

leverojam, kaE + 1 +E =1
2 3 6

Tagad uzidisim paémienu (to var saukt par indukciju)a kno k saska@majiem var iegt

k + 1 saskaitmo. Izdaim ieditas vieradibas abas puses ar 2 un pieﬁmi%:

Procesu turpiam:

Skaidrs, ka &da veida tiks iediti 2014 saskaiimie un tie visi las dazdi.

1 1 1
Piezme.Uzdevumu var atrisiit an izmantojot matertisko indukciju un vieadibu — = + .
m m+l m(m+1)
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